Dada una funcién f, una primitiva arbitraria de ésta se denomina generalmente integral indefinida de f

y se escribe en la forma / fx)dx.
La primitiva de una funcién también recibe el nombre de antiderivada.

Si A es una funcién tal que A'(x) = f(x) para x en un intervalo I, entonces la integral indefinida de f(x)
estd dada por:

ff(x)dx:/l(x)+C

C es cualquier ntimero real y recibe el nombre de constante de integracion.

Teorema 5.1

Si Fi(x) y F2(x) son dos funciones primitivas de la funcién f sobre un intervalo [a, b], entonces

Fx)-Fx)=C

es decir, su diferencia es igual a una constante.

Puede decirse a partir del teorema 5.1 que si se conoce cualquier funcién primitiva de F de la funcién f,
entonces cualquier otra primitiva de f tiene la forma F(x) + C, donde C es una constante. Luego

ff(x) dx=F(x)+C si F'(x) = f(x)

Nos dedicaremos ahora a estudiar los métodos que permiten determinar las funciones primitivas, (y por
tanto las integrales indefinidas), de ciertas clases de funciones elementales.
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El proceso que permite determinar la funcién primitiva de una funcién f recibe el nombre de “integracién
de la funcién f”.

Las propiedades estudiadas para la integral definida también se cumplen para la integral indefinida.

Férmulas y métodos de integracion

5.1.1 Regla de la cadena para la antiderivacion

Sea g una funcién derivable en un intervalo I.
Sea f una funcién definida en I y H una antiderivada de f en I. Entonces:

ff[g(x)] -g'(x)dx=H[gx)]+C

Note que % [H(g(x)+Cl=H'(g(x)-g'(x)+0=H'(g(x))- g'(x), como H es una primitiva de f entonces
H'(x) = f(x) por lo que:

H'lgx)]-g'(x)=flgx)]-g'x)

Luego tenemos que:

n+1
1. f[g(x)]"-g’(x) dx= wm’, n#—-1. jCompruébelo!

" xn+1 .
2. | x"dx= 1 +C, x#1, {Compruébelo!

El caso en que n = -1 serd estudiado luego.

Eemplo 5.1

L1+ 52
fxdx: +C=—=
1+1 2

Qemplo 5.2

6 6
X 2x
[4x5dx:4fx5dx:aE+C:?+C

Ejemplo 53
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gomplosa

f Cx+1)°dx

d 1
Note que P (2x+1) =2, por lo que es necesario multiplicar por 2 y 5 de la siguiente manera:

1 1 [ @x+1)° 2 4+1)8
[(2x+1)5dx=5‘[2(2x+1)5dx=5f( x;’ ) +C=( x+1) +C

Ejemploss

f5—xdx = 5[ X Note que d (Bx% +4) =6x
V3x2 +4 V3x2+4 45€ ax
5 _
- Efﬁx(s',x2+4)71dx
5 (Bx%+4):
= -~ " +cC
6 3
= g\/3x2+4+c
1
f(2+y)(4y+y2+5)%dy = E-fz(z+y)(4y+y2+5)%dyNoteque dy(4y+y* +5) = 2(y +2)
1 , 1
- 5-[(4+2y)(4y+y +5)3dy
1 215)
= _M_’_C
2 4
3
= %(4y+y2+5)§+C
A Ejercicios
5
5.1 fﬁdx, x>0
5.2 3i+4dx
X

5.3 f(4€/§+3€/§)dx
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5.4 fsu(3+2u3)§du

7(1+5x)

55 | ——————dx
V2x+5x2+4

dx 3

5.6 , X< —
v3-2x 2

5.1.2 Integral de la funcion exponencial de base ¢

d d
Recuerde que Ir e’ =e* y que - [ eg(x)] = e8W. g/ (x)

Luego fexdx: e+ C yfeg(x) g'(x) = o804 ¢

[Zx

d
En este caso Ix (2x) =2, por lo que multiplicamos y dividimos por 2 para tener la integral completa.

1 1
[ezxdxz—fZezxdxz—e2x+C
2 2

Ejemploss

/ 5xe3* dx
Note que 4 (3x%) =6x
1 dx B

1 5
/5xe3x2dx:5-gf6x-esx2dx:ge3x2+C

Ejemploss

eﬁd

e
Note uei(\/f)——1
dHe 7x T 2Vx
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earctan X
3 dx
1+x

d
R d — t B
ecuerde que dx (arctan x) Tt 22

earctan % 1
[ T dx:f1+ 5 earctanx dx:earctanx+c
X X

ZA Ejercicios

4x
5.7 fesz dx

5.8 f e*2+3e%°dx

(3+1
5.9 f—93+ DY) i
X

5.10 fx(e4x2—x+ 1)dx

etanx
5.11[ s—dx
COs* X

5.12 f ¢ dx
) V4 —6e*

5.1.3 Integral de la funcion exponencial de base “a” (a>0,a#1)

d
Como Ix (a®) = a*In a entonces:

/axlnadx:ax+C y faxdx:hcll

1 2
fzxdx:—[lenzdx:—x+c
In 2 In2
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Eemplo 5.12

1 3
fx34x2dx:§f8x34x2dx:

4x?
+C

Eemplo 5.13

f(2t+ 1) 50+ gy

1
f(2t+1)5‘2”+4dt = ﬁf(2t+ D fEH D g rdy
n

1 2
_ - 5([ +1+4) +C

In5
5.1.4 Integral que da como resultado la funcion logaritmo natural

1
f; dx=In|x|+C (5.1)
Prueba:
Si x > 0 entonces |x| = x,y,In |x| =In x por lo que:

d (n|x]) = d (lnx)—1
dx T dx Cx

Si x <0 entonces |x| = —x,y,In |x| =In (-x) por lo que:

i(ln |x1) = i(ln(—x)) - .1=2
dx Cdx X X

De esta manera queda comprobado la igualdad dada en 5.1.

En general se tiene que

f'(x)
fx)

dx=In|f(x)|+C

Observe que la expresion en el denominador debe tener exponente uno y que ademads en el integrando
debe aparecer la derivada de f.
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3 1
f— dx=3f— dx=In|x|+C
X X

1 [ 2 1
f al dx:—[ al dx=3In|x+1]+C

[ —4x+1
———F—— dx
4x?>-2x+5
d 4.2
Note que a@x —2x+5)=8x-2

e X — -
4x2-2x+5 2 J 4x2-2x+5

—lf 8x—-2
— | ——— dx
2 J 4x2-2x+5

-1
= =5 In |4x2—2x+5|+C

/ —4x+1 d -1 [ -2(-4x+1)

Nota. Cuando en un cociente, la variable de la expresién en el numerador tiene exponente mayor o igual al
de la variable en el denominador, debe efectuarse primero una division y luego integrar como se especifica
en los ejemplos siguientes:

Ejemplos.17 -

3y 15 dy
— = R = -1 — = —-151 +5| +
f 5 dy f(S v 5) dy fB dy 5/ 5 3y—15In|y+5| +C
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gomplos.1s

472
[z
2y+5

I
—
—_——
A}
<
|
N o
+
\&}
1[I
w
N ——
<

5 25 1 2
2y——|dy+ d
f(y )y22f2y+5y

5 25
= y2—5y+zln|2y+5|+c

A Ejercicios

5
513[ y+6y
10y +3

5.1.5

Integrales de las funciones trigonométricas

Se debe tener muy claro cual es la derivada de cada una de las funciones trigonométricas estudiadas.

Daremos a continuacién la lista de las férmulas:

1. facosudu:asenu+C

Si u = f(x) entonces du = f'(x) dx, por lo que

faf’(x) cos f(x)dx=asen f(x)+C

gemplos1s

fo cos x* dx = sen x* + C. Note que u = x? y du=2x dx

Ejemplos.20

cosv/x
VX

Noteque u=vxy du=——

dx
2Vx

1
dx=2/—cos xdx=2senyvx+C.
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gomplosar

5 5
fS cos4x dx=1f4 cos4x dsz sen4x +C

EE Ejercicios
5.14 fexcos(z e*+1)dx

1
5.15 f—cos(nx) dx
X

2. fasenudu=—acosu+C
Si u = f(x) entonces du = f'(x) dx por lo que

faf’(x) sen f(x)dx=—a cos f(x) +C

3 -3
fS senb5x dx:gf5 senb5x dx:? cosb5x +C

Ejemplos2s

fxz sen(x3+4) dx

Note que u:x3+4y du=3x%dx
/xz sen (x> +4) dx

1
§f3x2 sen (x> +4) dx

-1
= ? cos(x3+4) +C

Eomplosas

/4x sen(d— x%) dx

4
f4x sen (4 —x%) dx = f—Zx sen(4—x%) dx, u=4-x*y du=-2xdx

—2(-cos(d—x*)+C

= 2cos(4—x2)+C
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A Ejercicios
6
6_[ cos 6x dx
sen(6x) +4

—X
5.17 f sende 1) .,

ex

sen u —sen u
3.fatanudu:a/ du:—a/ du=-aln|cosx|+C.
cos u cos u

Viélido para {u€R tal que u#n/2 + nn, ne zZ}
Si u= f(x) entonces du = f'(x) dx, por lo que

faf’(x) tan f(x) dx=—aln|cos f(x)|+C

1 -1
ftanGx dngfG tan 6x dx=?1n|c036x|+C

Ejemplos2e -

fextanex dx=-In|cose*|+C, u=é€* du=e*dx

Ejercicios
5.18 f tan‘/_

519 f tan(esen x)
SeC X

4. facot udu:afcosuduzalnlsenuHC
sen u
Vaélido para {u€R tal que u# nn, nez}

Si u = f(x) entonces du = f'(x) dx, por lo que

faf’(x) cot f(x) dx=aln |sen f(x)|+C
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gomplosar

1 1
fx cot (x* +4) dx= = fo cot (x*> +4) dx= E-ln |sen(x®+4)| +C

Ejemplos2s

cot(v/x) _f
f 7x dx=2 2\/_cot(\/_)dx 2 In |sen(vx)|+C

A Ejercicios

5.20 f cot(sen x)
sec x

2
5.21 f—csc x) dx
cot2x+3

5. fa sec’udu=atanu+C
Vélida para {ueR tal que u#n/2+nmn, nez}
Si u = f(x) entonces du = f'(x) dx, por lo que

faf’(x) sec’[f(x)] dx=atan f(x)+C

2 2
/2 sec’(3x) dx = 5[3 sec’(3x) dx = 3 tan3x+C

I

[ e[ ] -amf 2

1

1 1
f&xnx)dx:tan(lnx)+c Siu=In x, du:;dx

BN Ejercicios

5.22 f S S
cos” 2x+1)
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5.23 f—secz (t;m 2 dx
COs* X

6. fa csc® udu=-acotu+C
Esta férmula tiene sentido en {u € R tal que u# nm, ne 7}

Si u= f(x) entonces du = f'(x) dx y por tanto

faf’(x) csc? f(x) dx=—-acot f(x) +C

1 -1
fo csc? (5x%) dx = gflo csc? (5x%) dx = = cot (5x2)+C

|

d 1
f—x :f— csc? (In x) dx=—cot(In x) + C
x sen?(In x) X

|

csc2(v/x) 1
_— dxzzf— csc?y/x dx=-2cot Vx+C
NG o = v
dx
Note que si u = v x entonces du = ——
e VX W

Ejercicios

20,—X
5.24 fcsc—(e) dx
ex

5.25 f(,?;x2 + X) csc 2(2x3 +x%+ 1) dx

7. fsecutanuduzsec u+C
Esta igualdad es vélida para {ueR tal que u#n/2+nmn, nez}

Si u = f(x) entonces du = f'(x) dx, por lo que

ff’(x) sec[f(x)] tan[f(x)] dx =sec[f(x)]+C
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fsec (5x) tan(5x) dx = %fsec (5x) tan(5x) dx= % sec(5x)+C

|

fex sec(e¥) tan(e®) dx =sec(e®)+C

2
f x sen(x”) dx

cos2(x2)

2 2
j‘xsen(x)dx _ fx sen(x“) dx

cos?(x?) cos x2 cos x2

fx sen x° tan x° dx
1
= Efo sec(x?) tan(x?) dx

L sect?)+C
= — SecC(x
2

Ejercicios

3
5.26 f S€COX dx
cot 3x

an (3)

t
5.27 f—d
xzcos(l) *

X

8. fcsc ucotudu=-cscu+C
Esta igualdad vale para {ueR tal que u# nm, ne z}
Si u = f(x) entonces du = f'(x) dx, por lo que

ff’(x) csclf(x)] cot[f(x)]dx=—csc[f(x)]+C
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Ejemplos.s7

(111 fx csc (4x?) cot (4x%) dx

1
fx csc (4x2) cot (4x2) dx ngx csc (4x2) cot (4x2) dx

= —1[—csc(x2)]+c
8

_ 4x2
_ cscg(x)_i_c

Ejemplos.ss

1 -1
f CeEY) o —f?) csc(3x) cot(3x) dx = — csc(3x) +C
tan(3x) 3 3

fex cos(e¥) —fex cos(e®) dx

> —fex cot(e) csc(e®) dx=—csc(e®) +C
sen+(e¥)

sen(e¥) sen(e¥) B

Ejercicios

dx
5.28 f
x sen? (In x) sen(In x)

5.29 /csc x (csc x + cot x) dx

9. Calculemos ahora f sec u du. Para ello se multiplica el numerador y el denominador por la expresién

sec u+tan u en la forma siguiente:

sec u (sec u+tan u) du
secudu= +C
sec u+tan u

=In|secu +tan u|+C

fsec2 u+secutan udu
sec u+tan u

Esto es asi ya que, segtn lo estudiado sobre la integral que da como resultado la funcién logaritmo
natural, si f(u) = sec u+tan u entonces f’(u) = sec u tan u+ sec’u y se tiene por tanto una integral de
la forma

ff’(u)du
fw
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El resultado anterior es valido para {u€R tal que u#n/2+nn, nez}
Si u = f(x) entonces du = f’'(x) dx, por lo que:

ff’(x) sec[f(x)] dx=1n |sec[f(x)] +tan[f(x)]|+C

1 1
fsech dngfG sec 6x dngln |sec 6x +tan 6x|+C

|

3 3
f3xsecx2 dszfosecxz afnglnlsecx2 +tan x°|+C

1
f&xnx) dx=1In|sec(ln x) +tan(In x)|+C

Ejercicios
2Xx

5.30 f G
e X

5.31 fsec (tanzx) dx
COs® x

10. En forma similar al procedimiento seguido en el caso anterior calcularemos f csc udu.

csc u (csc u—cot u)
/csc udu:f du

csc u—cotu

/csczu—csc ucotu

dx=In|csc u —cot u|+C
csc u —cot u

Este resultado es vélido para {u € R tal que u# nn, ne zZ}
Si u= f(x) entonces du = f'(x) dx, por lo que:

ff'(x) csc[f(x)] dx =1n |csc[f(x)] —cot[f(x)]|+C
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1 1
fx csc x? dszfo csc x? dsz In |csc x% —cot x*|+C

|

fex csc e dx=1n|csc e —cot e*|+C

3 1 -1 1
f—csc (—) dx=—3f—2 csc (—) dx=-31n
X X X X

+C

o} o)

Ejercicios

5.32 f—csc (Cgt 2 dx
sen< x

5.33 fcsc (%) dx

5.1.6 Integrales que involucran potencias y productos de funciones trigonométricas

Antes de proceder a determinar este tipo de integrales es conveniente recordar las férmulas siguientes:
a.) sena+cos’a=1,acR
b.) tana+1=sec’a, a€R,a#nw/2+nn, neZ

c.) cot’a+1=csc’a, acR, a#nm, nez

d.) sen2a=2sena cosa, xR

9 1-cos2a

e.) sen a:T,aER
1+cos2a
f.) cosza:T,ae[R{

Estudiaremos mediante ejemplos los casos generales que se enuncian a continuacion:

1. Integrales del tipo f sen” x dx, f cos” x dx con n un entero positivo par.
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Ejemplos.s

fsenzx dx

Se utiliza la férmula dada en e.)
f sen®x dx

1—-cos2x
[l
2
1 1
f— dx——/cost dx
2 2

x 1
= ——-sen2x+C
2 4

Ejemplos47

f sentx dx

fsen4x dx = f(sen2 x)? dx

1— 2
f( cos Zx) dx
2

1
= Zf(l—z cos 2x + cos? 2x) dx

1 1 1
= —fdx——chostdx+—/cosz2xdx
4 4 4

En la tltima integral se utiliza nuevamente la férmula dada en e.), solo que en este caso a es igual a
2x.

1 1 1 [1—-cosdx
fsen4xdx —x——sen2x+—f—dx
4 4 4 2

1 1 1 1
-x—- sen2x+—[dx——fcos4x dx
4 4 8 8

1 1 1 1
—x——-sen2x+—-x——sen4x+C
4 4 8 32

3 1 1
—x——-—sen2x——sen4x+C
32

Ejercicios
5.34 fcoszx dx
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En forma similar se procede con f cos® x dx y en general con las integrales de las potencias pares de

las funciones seno y coseno.

2. Integrales del tipo fsec"x ax, fcsc"x dx con n un entero positivo par.

Qemplo 5.48

fsec‘lx dx

d
fsec4x dx = fseczx sec? x dx, note que T tan x = sec® x
X

f(tan2x+ 1) sec’x dx

ftanzx sec? x dx+fsec2x dx

tan3 x
= +tanx+C

Similarmente, utilizando la identidad c.) puede determinarse f csctx dx

Eemplo 5.49

f sec®x dx

f(secz x)? sec’xdx = f(tan2x+ 1)? sec®x dx

[(tan4x+2 tan®x+1) sec’ x dx

[tan“x sec’ x dx+2ftan2x sec’ x dx+fseczx dx

tan® x tan3 x
= = +2 3 +tanx+C

Ejercicios
5.35 fcsc 6x dx

Utilizando el procedimiento anterior pueden calcularse las integrales de las potencias pares de
las funciones secante y cosecante. En el caso de potencias impares debe utilizarse el método de la
integracion por partes que se estudiard méas adelante.
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3. Integrales del tipo f tan” x dx, f cot"x dx con n un entero positivo par.

Ejemplos.so

ftanzx dx

ftanzx dx = f(seczx—l) dx

fseczx dx—fdx

= tanx—x+C

Utilizando la f6rmula dada en c., calcule f cot’x dx

Ejemplosst

ftan“x dx

ftan4x dx f(seczx— D? dx

fsec4x dx—zfseczx dx+fdx

f(tan2x+ 1) sec’x dx—2 tan x + x

= fseczxseczxdx—Ztanx+x

= tanx—x+C

ftanzx sec? x dx+fsec2x dx-2tan x+x

tan’ x tan® x
= 3 +tanx—2tanx+x+C

+x—tanx+C

Ejemploss2

Determine f cotx dx

4. Integrales del tipo fsenmx dx, fcosmx dx, ftanmx dx, fcot "x dx con m un entero positivo
impar.

Eomplosss

fsen?’x dx
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fsensx dx = fsenzx sen x dx:f(l—coszx) senx dx

fsenx dx—fcoszx senx dx

fsenx dx+f(cos x)? (-sen x) dx

1
—cosx+§ cos® x+C

Ejemplos.sa

Determine / cosSx dx

Eomplosss

fcos5x dx

fcos5x dx = fcos‘lx COS X dx:f(cos2 x)? cos x dx

f(l—senzx)2 COS X dx:f(l—Z sen® x +sen* x) cos x dx

fcosx dx—Zfsenzx cosxdx+fsen4x cos x dx

2 45 1 4
senx—g sen x+Z sen“ x+C

Ejemplos.se -

Calcule f sen’ x dx
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Eomploss?

ftansx dx = ftanzx tan x dx

f(seczx— 1) tan x dx

fseczx tanxdx—ftanxdx

1
p tan’x dx+1In |cos x| + C

Ejemplos.ss -

fcot5x dx

fcot >x dx

fcot 4x cot x dx= f(cot 2x)2 cot x dx

fcsc4x Cotxdx—chsczx cotxdx+fcotxdx

f(cot2x+l) csc?x cotxdx—zfcotxcsczx dx+fcotxdx

1 4 2
— csc x+cot“x+In |senx|+C

Eomplosss

Determine f tan® x dx

5. Integrales del tipo fcos"x sen’ x dx, ftan"x sec” x dx, fcot "x sec” x dx,con n'y r ambos ente-

ros positivos pares.

Eomplosso

1= f sen’x cos*x dx (utilizando las férmulas e. y f.)

1-cos2x) (1+cos2x)\?
I:f dx
2 2

1
= gf(l —c0s 2x)(1 +cos 2x)? dx
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1
= g[(l + 08 2x — cos® 2x — cos® 2x) dx

1 1 1 1
:gfdx+ ngOSZJC dx—ngOSZZx dx—gfcos22x cos2x dx

1 1 1 [1+cos4x
==X+ sen2x——fT

1
dx— —f(l —sen’®2x) cos2x dx
8 16 8 8

1 1 1 1
=—x+— sen2x——fdx——fcos4x dx—f(l—senZZx) cos2x dx
8 16 16 16

1 1 1 1
=—XxX+—sen2x— — sen4x——f(c052x—sen22x cos2x) dx
16 16 4 8

1 1 1 1 1 3
=1—6x+1—6 sen2x— — sen4x— —sen2x+ —sen"2x+C

Qemplo 5.61

ftan2 x sectx dx

ftanzx sec* x dx /tanzx sec’ x sec’ x dx

= /tanzx(tan2x+ 1) sec® x dx

/tan‘lx sec’ x dx+ftan2x sec® x dx

1 5 1 3
= —tan’x+—-tan" x+C
5 5

Ejercicios
5.36 Calcule fcot 2x cscx dx
5.37 Calcule fsenzx cos’x dx

5.38 Calcule fsen4x cos’x dx

6. Integrales del tipo fsen”x cos’ x dx, ftan"x sec’ x dx, fcot "xcsc” x dx, con n'y r ambos ente-

ros positivos, siendo por lo menos uno de los exponentes impar.
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Eomplosz

fsen3 x cos* x dx

fsen3 xcostxdx = fsenzx sen x cos? x dx

f(l —cos® x) sen x cos* x dx:fsenx cos* x dx—fcosz sen x dx

—fcos4x(—sen X) dx+fcossx(—sen x) dx

1 5 1 7
= —-cos’x+=cos'x+C
5 7

Ejemplos.e

f sen” x cos® x dx Ejercicio para el estudiante

Ejemplos.ea

fcos‘r’x sen® x dx

fcosSx sen®x dx fcos5x sen®x sen x dx

fcos5 x(1- cos? XxX)senx dx

fcosSx sen x dx—fcos7x senx dx

1 6 1 8
——cos’x+—-—cos"x+C
6 8

Eomplos.ss

ftansx secx dx
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ftansx secxdx = ftanzx tan x sec x dx

[(sec2 x —1) tan x sec x dx

= [seczx(tanx sec x) dx—ftanx secx dx

1 3
3 secx—secx+C

Ejemplo 5.66

f cot°x csc x dx Ejercicio para el estudiante

Ejercicios

5.39 fsenSx cos® x dx

5.40 f\/cos x sen’x dx

5.41 fsech dx

3
r
5.42 fcosz dt
4

5.43 f tansy dy
sec

sec> x
5.44[ dx
tan? x

5.45 f R
CO

5.1.7 Integrales que dan como resultado funciones trigonométricas inversas

A partir de las férmulas estudiadas en el capitulo de derivacion sobre las derivadas de las funciones
trigonométricas inversas, pueden determinarse varias integrales indefinidas.

1 dx
1. Como — arcsen x = , entonces =arcsen x+C
dx V1-—x? V1-—x?
Ademas
f dx _ _ (F)+ca>0 sbelo)
Nl arcsen (— , a ompruébelo
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En general

[%:arc (f ))+C

dx dx X
= = arcsen(—) +C
9—x2 32— x2 3

i)+C

f dx —f dx —arcsen(
8 — x2 v (VB)2 — x2 V8

f dx __ f dx -1 i L arcsen(2x) + C. (En este caso, f(x) =2x)
V1-4x2 -2 2J) oa—@n? 2 '

V7 dx

fgdxmzfm\/_fm\/_

arcsen (

x dx _ -1 —2x dx —1 3—x2
f / = — arcsen 3 +C

9-— 3x2 V9 3x2

Note que f(x) =3-x*y f'(x) = —2x dx

T

1)

f dx
4-2x—x2
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En este caso debe “completarse cuadrados” en la expresiéon que aparece en el subradical.
4-2x-x*=5-(x+1)°

Sustituyendo en la integral

(x+ 1)
=arcsen|—— |+ C

dx _f dx
fm‘ V55— (x+1)2 V5

Qemplos.n
(x+3)dx
V3 -2x2
f(x+3) dx _ xdx N 3dx
V3 -2x2 V3-2x2 V3 -2x2
= fx(B—sz)_71 dx+3f dx
V(V3) - (vV2x)
= —lf—4x(3’>—2xz)i71 dx+if vE s
! V2l v - (v’
= —% \/3—2x2+% arcsen(%) +C
Qemplos.n
f dx
V—-4x2+12x

Volvemos a completar cuadrados en el subradical —4x* +12x =9 — (2x - 3)*

Sustituyendo:
dx 3 [ dx
V—-4x2+12x V99— (2x—3)2

1 2dx

2 V9 - (2x—3)?

1 (2x—3)
— arcsen +C
2 3
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Ejemplos.n
2+x)dx
V4 -2x—x2
2+x) dx 3 xdx N 2dx
Va4 —2x—x? V4 —2x— x? Va4 —2x— x?
—_1 —2x dx

dx
—+2[—
V4 —-2x—x? V4 —-2x—x?

-1 —2x—-2+2 dx+2f dx
V4 —2x—x2 V4 -2x—x2

-1 (-2x-2) 1 2dx +2f X
— —_— x__
V4 -2x—x? 2) Va-2x—x2 V4 —-2x—x2

-1 (-2x-2) . 1 2dx +2f dx
V4—2x—x? 2J) Va-2x—x2 V4 —2x— x2

= — | (-2x-2)4-2x- x)2 dx+f
f Vf_7¥1T?

1 4-2x-x%): x+1
= — —————+arcsen|—|+C
7 1 5

x+1
= —\/4—2x—x2+arcsen(—)+C
V5

Ejercicios

546 [ 2223 44

V1-4x2

x dx

V3—-2x—x2

2x+3
548 [ =223 4,

V5—x2—4x

5.47

d
2. Como P arctan x = entonces
X

1
VitxZ

=arctan x+C

dx
V1+x2
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1
Ad = — arct C, dond 0. belo!
emasf\/m _arc an(a)+ onde a > 0. (Compruébelo!)
En general:
!
—f ) dx = ! arctan(—f(x))+C
a2+[fX))%® a a
dx dx 1
= arctan — +C
f9+x2 [32+ 273 3
f dx
2+4x2
f dx 3 f dx 3 lf 2dx
2+4x2 (V2)2 + (2x)2 2J (V2)2+(2x)2
= liarctan(z—x)+C = Larctan(\/ix)+C
2 V2 V2 2V2
fx_” dx
5+ 2x2
f xX+2 x dx f 2dx
———dx = +
5+2x2 54 2x2 5+ 2x2
B 1f4x dx f V2 dx
5422 2) (Bt (Va2
1 V2 2x
= = 1In|5+2x% +— arctan +C
Y Y

f dx
———— dx
4x*>+4x+3
Se “completa cuadrados” en la expresion que estd en el denominador.

Ax2 +4x+3=4x>+4x+4-1+3=(2x+1)%+2

Sustituyendo en la integral:
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f dx B dx _lf 2dx 11 arctan(2x+1)+C
4x2+4x+3 ) @x+D2+2 2J (V22+Q2x+1)2 2 V2 V2

|

dx S .
f - Ejercicio para el estudiante
X“+2x+5
3x3 dx o .
f —————— dx Ejercicio para el estudiante
4x2+12x+13

|

f 3xdx

X2 +6x+12

f 3xdx B 3j 2x dx
2+6x+12  2J x2+6x+12

3[ 2x+6—6
2J x2+6x+12

3 (2x+6)dx 3[ -6 dx

— —+_ F—
2) x2+6x+12 2J x2+6x+12

3 (2x+6) dx 9/ dx
2J x2+6x+12 3+ (x+3)2

3 9 X
= —In |x2+6x+ 12| — —arctan(—) +C
2 V3

f 2x3 dx

2x2-4x+3
En este caso se debe hacer primero la divisién, pues el exponente de la variable en el
numerador es mayor que el exponente de la variable en el denominador.
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2x3 dx 2x3 5x—6
—_— = ——dx=| x+2)+ ———— dx
2x2—4x+3 2x2—4x+3 2x2 —4x+4
5x dx
f(x+2) dx+f— dx—6f—
x2—4x+3 2x2—4x+3

5 4x dx dx
(x+2)dx+ - -6
4) 2x2—-4x+3 2x2—4x+3

5[ (4x—-4+4) dx dx
x+2)dx+-| ——— -6 | ———
4 2x2—4x+3 2x2—4x+3

5 (4x—-4) dx 5/ 4dx f dx
2x2

[(x+2)dx+— +2 6
4) 2x2—-4x+3 4J) 2x2-4x+3 —4x+3

x+2)? 5
. &4 +>In|2x%* —4x+3|-
2 4

if v2
v2J) V2x-v2)2+1

x+2)? 5 1
= ( 2) +Zln|2x2—4x+3|——arctan(\/ix—\/i)+C

V2

Vamos ahora a estudiar algunos tipos de integrales que no se determinan utilizando las férmulas anterio-
res, sino mediante algunas técnicas especiales, llamadas técnicas de integracion.

Técnicas de Integracion: Método de sustitucion:

Anteriormente hemos resuelto integrales como las siguiente:
f xV4-x2dx

Como d(4 - x?) = —2x dx entonces multiplicando y dividiendo por —2 se obtiene que:

-1 1 (4-x%)5
fx Via—x2dx= 7[—2x(4—x2)% dx=—§-¥+C
3
Sin embargo, una integral como f xVx+2 dx no puede calcularse por el procedimiento anterior ya que
d(x+2) = dx # x dx. Se necesita por tanto un procedimiento que nos permita calcular este y similares

tipos de integrales. Para ello veamos el teorema siguiente:

Teorema 5.2

Si x = g(w) es una funcion derivable que posee una funcién inversa u = g~!(x) también derivable.
Entonces, en cualquier intervalo donde g'(x) # 0 se tiene que:
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ff[g(u)] g’(u)du:H(u)+C:>ff(x)dx:H[g_1(x)]+C

Prueba.
Utilizando la regla de la cadena se tiene que:

4w =L g W =L Hw- L g )
dx T dx & du dx §
“du g'(u)

d 1
(Recuerde que d—; = o sea, la derivada de la funcién inversa es igual a 1 sobre la derivada de la

o dx
funcién original).

d !/
Como %H(u) = flg(u)]g'(u) entonces

d _1 _ / 1 _ _
P H(g™ (0) = flgwlg (w) N flgl = f(x)

Con esto se ha demostrado que H[g ! (x)] es una derivada inversa de f,y que por tanto, bajo condiciones
apropiadas es posible llevar a cabo el proceso de sustitucion.

Ejemplos.es
fxz vVx+4dx
Sea u® = x+4, 3u*du = dx, x = u® — 4. Sustituyendo:
fxz Vx+4dx = f(u“”’—4)2 Viud3u? du
= f(u6—8u3+ 16)u3u® du

= 3/(u6—8u3+16) ud du

= Sf(u9—8u6+16u3)du

410 i ut ,
5_87“6? +C,como u=vx+4

= 3

= 1% (Vv x+4)10—% Vx+4)"+12(Vx+4) +C
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Eemplo 5.86
f xVx+2dx

Seau=x+2,du=dx

luego x = u—2, sustituyendo:

fx\/x+2 dx f(u—Z)\/ﬁdu:f(u%—Zu%)du

N

39
[NIIS))
jw

2
-2 +C:g(u) +C

NIO‘I| <
w|m| <
|
W
<

2t taitac
= =(= --(x
5 3

Note que se escogi6 la variable u con el exponente 3, (1®), para que al sustituir se obtuviera una raiz
ctbica exacta.

5emplos.a7
X
dx
f\/3x+4
2 2 , u?—4
Sea u” =3x+4, luego 2udu=3 dx = gudu:dx.Ademasx:
Sustituyendo:
u-4 2
f x dx _ 3 sudu
V3x+4 vu?
2 [ u(u?-4
_ _[ w -4 ,
9 u
2 2
= —|(w—-4du
s
2 [ud
= Z|=-4u|+cC
93
2 , 8
= Eu —§u+C,comou:\/3x+4

2 3 8
= E[\/3x+4] -5 VBETa+C
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gomplosss

VY4

1+ 9y
En este caso se debe sustituir” y” por una expresion que posea tanto raiz cuadrada como ctibica, asi
y=ub yentonces dy = 6u’du

Sustituyendo:

f NG dy = f\/ﬁsuf'du

1+ ¥y 1+ vub
8
u
= of 2
u-+1
u uww ud
= 6——-——+——u+arctan u+C
7 5 3

6 6
= = (\6/7)7—3 (¥/3)° +2(¢7)% -6y +6 arctan ¢y +C

f xdx
(x+1)5
Sea u® = x + 1. Entonces 3u?du = dx. Ademés x = u® — 1. Sustituyendo

(x+1)3 (u3)3

f x dx (w3 - 1)3uldu

B 3] WwP-1)du

u2

= 3f(u3—1)du
4

3
= Z(\/Sx+1)4—3 Vx+1+C

Ejemplos.so -

f(x?’ +3)i x° dx
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4
Sea u* = x3 + 3. Entonces 4u®du = 3x% dx o también gu‘o’du =x*dx

Ademas x° = u* - 3. Sustituyendo:

4
f(x3+3)ix3-x2dx = f(u4)i(u4—3)§u3du

4
B u(u* -3)ud du

= gf(ug—u‘l)du

P

9 5

4
= +C
3

- 24—7 [V +3]9—14—5 (VB3 +3)5+C

EX Ejercicios
5.49 [ _dx
1+vx-2
5.50 f __dx
2Vx+x
5.51 [x(2+x)§

5.52 f x°Bx%+4) dx

5.53 f\/6+y(y+2)2dy

5.3 Meétodos de Integracion: Integracion por partes

Esta es otra técnica que se utiliza para expresar una integral en otra expresiéon que se puede determinar
mas facilmente.

Consideremos dos funciones f y g derivables en S. Luego, por medio del diferencial de un producto se
tiene que:

dlf(x)-gx)] = f(x) g x) dx+gx) f'(x) dx
fx) g dx=dlf(x)-gx)]-gx) f(x) dx

integrando a ambos lados:

ff(x) g% dx:fd[f(x)-g(x)]—fg(x) f'(x) dx
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de donde

ff(x) g'(x) dx=f(x)-gx) —fg(x) f(x) dx

Esta es la formula de integracion por partes.

Utilizando los diferenciales de las funciones, si u = f(x) entonces du = f'(x)dx, y si v = g(x) entonces
dv=g'(x)dx.

Sustituyendo en la igualdad anterior:

fudv:u-v—fvdu

Haciendo una eleccién apropiada de u y dv, la férmula anterior expresa la integral f udv en términos

de otra integral f v du, que puede resultar mas facil de integrar.

Si f v du fuera mas complicada que la integral dada, probablemente la seleccién hecha no ha sido la més

adecuada.
Es corriente utilizar el método de integracién por partes en integrales del tipo:

fx” sen(a x) dx,fx” cos(a x) dx,fx” et dx,fln x dx,

Asi como en las que contienen en su integrando funciones trigonométricas inversas.

Con los ejemplos siguientes, el o la estudiante podra darse una idea de la selecciéon adecuada de las
variables u y dv.

Eemplo 5.91
fo sen x dx
Si u=3x entonces du=3 dx

Si dv =sen xdx entonces v:fsenx dx=—cos x

fi-}x senx dx = 3x(—cosx)—f—cosx-3 dx

—3xcosx+3senx+C
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Note que sin afectar el resultado final, la constante C de integracién puede adjuntarse cuando se lleva a
cabo la dltima integracién, y no cuando se determina v a partir de dv.

En algunos casos es necesario aplicar varias veces la integracién por partes como se muestra en el siguiente
ejemplo:

Eemplo 5.92

fxz 3 dx
eSx

. . 1
Si u = x? entonces du=2x dx.Si dv = e** dx entonces v :fesx dx = 5/63’“ dx = =

Luego:
3x 3x
e e
fxzegxdx = x> —— | —-2xdx
3 3
2 ,3x
x°e 2
= 3 —gfxeBx dx
3x 1 3x
ahorau=x,du=dxydv=e dxyvzge dx. Por tanto:
2 ,3x 3x 3x
x“e 2[xe e
fxzesxdx = —— - | — dx
3 3 3
x2 e3x 2 xeBx fe3x F
= - — - | — dx
3 3 3 3

Ejemplo 5.93
f In x dx
Si u=Inx entonces du= ?
Sidv = dx entonces v=x

Luego:
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flnxdx = xlnx—fx%

xlnx—fdx

xlnx-x+C

Ejemplos.94
[lenxdx
d
Si u=In x entonces du = TX
3
Si dv = x? dx entonces v = 3
Luego:
31 3
flenxdx - e X dx
3 3 x
31
=2 nx—l/xzdx
3 3
31
_ X nx_1x3+c
3 9
Qemplos.%
fexsenxdx

Si u=sen x entonces du=cos x dx
Si dv=e* dx entonces v=e" dx
Luego: fex senx dx=e" senx—fex cos x dx

Nuevamente: u=cos x, du=-senx dx, dv=e*dx, v=e*

e* cos x—fex(—senx) dx

fexsenxdx:exsenx— :exsenx—excosx—fexsenxdx

Entonces f e* sen x dx+fex sen x dx = e* sen x— e”* cos x, es decir,

X
e

2| e*senxdx=e*senx—e*cosx = | e*senxdx=— (senx—cosx)+C
2
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Qemplo 5.96

fsec3x dx

Podemos escribir: f secd x dx = f sec x-sec’ x dx

Si u=sec x entonces du=secx-tanx dx y dv=sec’x dx entonces v :fseczx dx=tan x

Luego:
fsecsx dx = secx-tanx—ftanx-secx-tanx dx
= secx-tanx—fsecx-tanzx dx
= secx-tanx—fsecx(seczx—l) dx
= secx-tanx—fsechdx+/secxdx
_ 3 3
= fsec xdx+fsec x dx
= secxtanx+fsecxdx
= fsec3x dx
1
= E(secxtanx+ln|secx+tanx|)+C
Ejemplos.97
farctan xdx
. dx
Si u = arctan x entonces du = —
1+x

Sidv=dx entonces v=1x

Luego:

X
farctanx dx = x arctan x—f 1+

1
2dxzxarctanx——1n|1+x2|+C
X 2
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Ejemplo 5.98
f(x+ 1)?e* dx
Si u = (x+1)? entonces
du=2(x+1) dx
Si dv=e* dx entonces v =e*
Luego:
f(x+ 1?e* dx=e" (x+ 1)2—f2(x+ 1)e* dx
nuevamente: si u = x+ 1 entonces du = dx y si dv=e* dx entonces v=e*
Por tanto:

ef(x+1)>% -

f(x+ D2 e* dx

ex(x+1)—fex dx

Fx+1)?-(x+1) e +ef+C

EXl Ejercicios
5.54 flnzx dx

5.55 fcscSSx dx
5.56 [x In Vx+2dx
5.57 fx arcsen x dx
5.58 fsen(ln Xx) dx

5.59 fx sec’ x dx

x1n x

dx
Vx2-4

5.60

5.4 Integracion por sustitucion trigonométrica

Las sustituciones que involucran funciones trigonomeétricas se pueden llevar a cabo en aquellas integrales
cuyo integrando contiene una expresion de la forma:
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Va2 -b2x2, Va2+b?x2, Vb2x2—a? cona>0y b>0

La sustitucion trigonométrica permite transformar una integral en otra que contiene funciones trogono-
métricas cuyo proceso de integracion es mas sencillo.

Estudiaremos cada uno de los casos como sigue:

El integrando contiene una funcion de la forma v a? — b?>x? cona>0, b>0
Se hace el cambio de variable escribiendo:
a T a a
x=- sen®, donde 0 € ]_E’E[ y X € ]_E’E[
) a a
Six= 3 sen 0 entonces dx = 5 cos 0 db

Ademas:

Va2 —b2x2 2 2. @
a—b°x> = a—b-ﬁseHG
= Va?-a?sen?d
= Va?(1-sen?0)
= Va? cos?0
= |a cos0|
= acosf
- T
pues a>0 y como 6 € ]7,5[ entonces cos 6 >0
Luego: V a? — b?x?> = a cos 0
a bx bx
Como x = i sen § entonces senf=— vy 0= arcsen(—)
a a

Para este caso, las otras funciones trigonométricas pueden obtenerse a partir de la figura siguiente:

bx
0

VaZ — D252

Figura 5.1
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Qemplos.w
f\/ﬂdx, x €]—-4,4[
Seax=4senf conf e ]—771,%[ = dx=4cosfdf
Luego: 16—x*>=16-16 sen20:16(1—sen20):16 cos’) = m:4 cos 6

f\/ 16 —x2 dx

f4 cosf-4 cos db
= lﬁfcosze do

1 2
= 16‘[%8661‘9

Sustituyendo:
= 8f(l+c0520) do

1
= 8(0+§ senf)+C

= 80+4-2senf cosf+C

80+8senf cosf+C

X x
Como x =4 sen 0 entonces sen 0 = 7 0 = arcsen (Z)

V16 — x?
Ademads V16 —x% =4 cos 0 por lo que cos 0 = Yooy

Estos resultados también pueden obtenerse a partir de la figura siguiente:

4
X
0

V16 — x2
Por altimo:
f\/16—x2dx = 860+8senf cosf@+C
X x V16—x2
= 8arcsen(—)+8-—-—+C
4 4 4
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Eemplo 5.100

[ =<l 73l

5 - T
Sea x=-sen0,0 € |—, —
2 "2

5
dx=50050d0
2 25 2 2 2
Luego 25-4x :25—4-Z sen” 0 = 25— 25 sen”0 = 25 cos“ 0

Asi V25-4x2=5cos@

Sustituyendo:

f dx 3 f 5 cos 0 do

xV25—4x2 2 senf-5 cos 6
3 lf do
~ 5J senf

1
= —fcsc@d@
5

1
= glnlcsc O—cotO|+C

5 2x s 8y :
Como x = = sen 6 entonces sen 6 = — Ppor lo que puede utilizarse la siguiente figura para dar el

resultado final:

5
2x
0
V25 — 4x?
1 1 5
csc O = =—=—
sen 8 %x 2x
V25 —4x2
cot=———
2x
Luego:
[ dr 1,15 V25-4x7|
xV25—4x2 5 |2x 2x
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Eemplos.lm
dx
f S,xe]—\/_ 5,V/5]
(5—x2)z
Sea x=v5senb, 0 € ]%ﬂ,g[ = dx=v5cos0db
Luego 5—x%>=5-5 sen?6 =5 cos?0
Asi (S—xz)% =5 coszﬁ)% =1/(5 c0s26)3 = (V5 cos 0)® =5 V5 cos® 0
Sustituyendo:

f dx B f\/gcost?de
5

—x2)3 5v/5 cos30
3 lf ao
~ 5J cos20
1
= —/SGCZHdQ
5
1
= —tan6+C
5
1 X
= g - 2+C
-X
5 — x2
puessen():iycosez al
V5 V5

También puede utilizarse:

Ejemplo 5.102

x% dx

v4x

-2,2[

Seax=2sen0, 0 € ]_7”,%[ — dx=2cos0do

Ademas: 4—x*=4—4sen’0 =4 cos’0 = V4—x2=2 cosf
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Sustituyendo:

f x>dx
4—x?

(2 sen0)?2 cos O db
2cosf

4[1—c;3320 a0

4fsen20d9

Zf(l—cos 20) do
1

2(0—5 sen20)+C

20—-2senf cos@+C

4—x2
2

X X
2arcsen(—)—2-—- +C
2 2

X _x(4—x2)

2 arcsen(—) +C
2 2

EA Ejercicios
5.61 fxz V25-x2 dx

2
5.62[ T dx
(4—-x)2

x3 dx

V16— x2

5.63

5.4.1 Elintegrando contiene una expresion de la forma v a?+ b?*x2 con a>0, b>0

Hacemos un cambio de variable escribiendo x = % tanf, donde 0 € ]—g, g[ y xeR

Six= % tan 6 entonces dx = % sec’6 df. Ademas:

2
\/a2+b2x2:\/a2+b2~% tan20 = Va2 + a2 tan20 = \/a2(1 + tan20) = vV a2 sec20 = |a sec 0|

-7 1
Comoa>0y#6 € ]7’5[ entonces Sece:cos@

Las otras funciones trigonométricas pueden obtenerse a partir de la siguiente figura:

es positiva y por tanto V a? + b*>x? = a sec 6
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bx

Figura 5.2

Eemplo 5.103

dx
V4 + x2

Seax=2tan0,0 € ]—g,g[ = dx=2sec’0db

Luego: 4+ x* = 4+4 tan?0 = 4(1 + tan”0) = 4 + x* = 4 sec® )

Entonces V4 + x2 = V4 sec26 = |2 sec 0] = 2 sec ©

Sustituyendo:
f dx ~ steczﬂdQ
Vit+rZ 2 secl
= fsec@d@
= In|secO+tanB|+C
Vi+x? x
= In +—=|+C
2 2
Ejemplos.lm
x? dx
Vx2+6

Sea x=V6tanb, 0 € ]—_nyz
2 2
dx =6 sec’0 do

Luego: x> +6="6tan’0 +6=6(tan’0 + 1) = 6 sec’ O

Vx2+6=6sec?0 = V6 sec (cos0>0 sif € ]_Tn’g[)

Sustituyendo:
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/ x2 f6tan29\/§se029d6
dx =
2+6 V6 sec 6
= 6ftan298e09d6
= 6/(sec20—1)sec0d0
= 6[(sec3—sec9)d9
1
= 6[§(sec(9tan0)+ln|sec9+tan6l —61In|secO+tanf|+C
= 3secftanf-31In|secO+tanf|+C
_ 3 x2+6 x—3ln xz+6+ X e
V6 6 V6 6
2 2
_ X x+6_Bln X“+6+x c
2 V6
Eemplos.los
f x dx
9+4x2)>
3 -
Seax:—tanB,HE]—n,z
2 2 2

3
dx == sec’0 do
2
9
Luego 9+ 4x* :9+4'Z tan’0 = 9+9 tan®0 = 9(1 +tan’ @) = 9 sec’d
9 +4x2)% =09 sec? 0)% =09 sec? 6)3 = (3 sec 0)3 =27 sec’ 0

Sustituyendo:
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f x dx _ f%tan@-%sec%d‘9
9+4x2)3 27 sec30
B lftaanH
12 secO
0
i
12 1
cos 0

= ifsent9dt9:i(—cosﬂ)+c
12 12

Como

V9 + x2
2x

e e e .. 2x
De la sustitucion inicial tan 6 = =

Por tanto:

f x dx -1 3
——=——=+C
9+4x2): 12 V9+4x2

Qemplos.wb
f dx
x4Vx2+3
b
Sea x=+V3tan0, 0 € ]_5’5[
dx =3 sec’0 do

Luego x*+3 =3 tan®0 +3 = 3(tan®H + 1) = 3 sec’

Vx2+3=13sec20 =3 secO

Sustituyendo:
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f dx B f V3 sec?0 do
x4Vx?+3 (v/3 tan 0)v/3 sec
B lf sec O do
9 tan40

1 4

_ _f cos*0 40
9J cos@-sent0
1 [ cos®0

= 2| =Zap
gfsen‘*@

1 [ (1-sen?
_ _f( sen 0)cos€d0
9 sen0

B lf(cose sen29c086) a0
9 sen?0 sen0

1 1
= §fcose(sen0)_4 d9—§fcos 0(senl9)_2 dé

B -1 N csc O L C
~ 27 sen36 9
Como x = v/3 tan @ entonces tan § = =
. x2+3
Por lo que se obtiene: sen 6 = ,csc 0 =
x> +3 X
YA

Por ultimo:

f dx —(Vx2+3)3 Vx2+3
= + +C
x4\/x2 +3 27x3 9x
EXH Ejercicios
Vax2 +1
5.64 fx—+ dx
X
3d
565 | —2* 4y

V9 +3x2
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5.4.2 El integrando contiene una expresion de la forma v b*x2-a? cona>0y b >0

En este caso la sustitucion adecuada es:

a T
x= sec, donde 6 € ]O’E[U

ngg[ y x E]_OO’_Tfl[U]%""OO’[’ osea|x|>g

Six= % sec 6 entonces dx = g sec tan 6 doO

2
Ademés Vb%2x2—-a?= \/b2 . % -sec?0 —a?=+v/a?*(sec’0-1)

3
de donde Vb?x?—a? =V a? tan?6 = |a tan O] = a tan 6, pues a>0y tanf >0 para 0 € ]0,%[ U ]n,?n

b b
Como x = % sec 8 entonces ;secO = 2r por lo que 0 = arcsen (_x)
a a

Utilizando el siguiente tridngulo puede obtenerse las otras funciones trigonométricas:

bx
Va2 — 212
0
a

Figura 5.3

Ejemplo 5.107

xdx

Vx2-9
7T 3n
Sea x=3secd = dx=3secOtan6do, 0 € ]0, E[ U ]n,;

, 1x|>3

Luego x> —9=9 sec?0 -9=9(sec’0 —1) =9 tan’0 y Vx2—9=1/9 tan?6 =3 tan O

Sustituyendo:
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xdx 3 f3sec9-3sec0tan9d9
Vi2_9 3tanf
= 3fsec26d6

3tanf0+C=Vx2-9+C

Ejemplo 5.108
f Vax2 -1
X

1
dax,|x| > -
4

Seax:%sece e dxz%sec@tan@d@

1
Luego 4x2—1=4-1 sec’0—1=sec’—1=tan’0 y V4x2—1=+/tan?6 =tan 0

Sustituyendo:

f\/4x2—1d [tan@-%sec@tan@d@
— dx

1
5 sec @

f tan®0 do

[tan6—9+C

= V4x2—-1-arcsec(2x)+C

= f(secZH -1)do

Qemplo 5.109

du
—, |u| >2v2
f u?vu? -8

Sea u=v8sec) = du=+8sect tan 0 db

Luego u” —8=8 sec’0 —8==8(sec’0—1)=8 tan’0 y V u?—8=1/8 tan?6 = v/8 tan 0

Sustituyendo:
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f du B f\/gsecetanede
utVu® -8 8 sec26 v/8 tan 0
1 f do
~ 8J secH
1
= = f cos 0 do
8
1
= =—-sen0+C
8
Como sec = 75 puede utilizarse la siguiente figura para determinar sen 6
u
u?—8
0
V8
Por altimo:
f du 1 Vu*-8 e
V-8 8 u
EXA Ejercicios

5.66 fx3v4x2—9 dx
2 _25

sor [V 4y
Yy

5.4.3 Elintegrando contiene una expresion de la forma v Ax?>+Bx+C

Eemplo 5.110
f dx
Vx2—-6x+13

Podemos escribir x2—6x+13=x2—6x+9+4=(x—3)2+4


http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

5.4 Integracion por sustitucion trigonométrica 304

es la integral que debemos calcular

2 V(x-3)2+4

Sea x—-3=2tanb, 0 € ]%ﬂ,g[z dx=2sec’0 do

Luego (x—3)2+4=4tan’0+4 =4 sec’0 y V(x=3)2+4=14sec20 =2 sech

Sustituyendo:

/ dx ~ j‘ZsecZHdQ
V(x—32+4 2 secf

fsec@ do

1
Eln |secO+tan 0|+ C

1 \/(x—3)2+4+x—3 N

—In C
2 2 2

Qemplo 5.111

x% dx

V21 +4x— x?

Se tiene que: 21 +4x— x* =21 - (x* - 4x) = 25— (x - 2)*. Luego la integral se convierte en:
f x* dx
25— (x—2)?
y se utiliza la sustitucién (x—2) =5 sen§, de donde x=2+5senf = dx =5 cos 0 df

Luego: 25— (x—2)? =25-25 sen?6 = 25 cos?0 y /25— (x—2)2 =5 cos 6. Sustituyendo:
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x% dx (2+5sen )25 cos do
25— (x—2)2 5 cos @

f(4+20 sen 0 + 25 sen20) do

f4d9+zofsenede+z5fl_c2ﬁd0

f4d9+20fsen9d6+?fd@—zz—sfcoswow

25 25
= 460-20 cos8+?8—z sen20+C

33 25
= 79—20 cosH+? send cosf +C

— arcsen C
2 2 5 5

33 x—2 V25— (x-2)2 25 x-2 /25— (x-2)?
—|-20 - +=. : +

(x—2)V21 +4x— x?
+ 2 +C

33 x—2
= ?arcsen = —4V21+4x-x2

con |x—2|<5, 0sea xe]-3,7]

Qemplo 5.112

I‘f (x+2)dx
B+2x—x2)?

2

Se tiene que 3 +2x — x? =4 — (x—1)?> (completando cuadrados)

Luego la integral que se debe determinar es:
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f (x+2) dx
[4—(x—2)2]%

Sea (x—1)=2senf, osea x=1+2senf — dx=2cos0 db

Luego4—(x—1)2 =4—4sen’0 = 4(1 —sen?0) =4 cos?0

(\/4— (x— 1)2)3 = (\/4 cos? 6)3 = (2 cos )% =8 cos®0

Sustituyendo:

f (x+2) dx (1+2senf+2)2cosf do
[4—(x—2)2]% 8 cos30

1 (3+2senf)db
4 cos26

1 3 2senf
S L AP
4f(cos20 cos26

3 1
= Zfsecze d0+§-sen6(0050)_2 do

3 1 (cosO)!
= 3iang-L.089 ¢
4 2 -1
3
= —tanfO+ +C
4 2cosf

x—1 o
Como x-1=2senf entonces senf = =7 utilizando

se obtiene finalmente que

_f(3+2x—x2)3 T4 i—@-1? JA-@x-1?

(x+2)dx 3 (x-1) 1
1 . + +C, con x€]—-1,3][

Qemplo 5.113

2x dx
Vx2+4x+3
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Se tiene que x* +4x+3=x*+4x+4—-1=(x+2)* -

2x dx 2x dx
por lo que = , con |x+2|>1

Va2 +4x+3  V(x+2)2-

Sea x+2=secO dedonde x=secf -2 = dx=secO tan 0 doO

Luego (x+2)2-1=sec’0—1=tan’0y /(x+2)2-1=tan0

Sustituyendo:
f 2x dx 3 f2(sec9—2) sec tan 0 d6O
,/(x+2)2_1 tan 6

= Zf(seCZH—Z sec ) db

= 2tanf—-41In|secf+tanf|+C

= 2V (x+22-1-4In|x+2+Vx2+4x+3|+C

E&l Ejercicios

5.68 2x-3) dx

(x2+2x-3)2

Vx2+2x
569[ YT g
x+1

sec’x dx
570[
4- tanzx)z

e Ydx
5.71 f —
9e2*x+1)2

Integracion de fracciones racionales

Recibe el nombre de fraccién racional una expresién de la forma Zixi donde P(x) y Q(x) son polinomios.

2x2-3x+1 3x+5 6x2+7x-5

Ejemplos de fracciones racionales son 5 'y 5 ,
x<+4 xX“—=3x+2 2x-3

Una fraccion es propia, si el grado del polinomio en el numerador es menor que el del polinomio en el
3x+1  2x  3x*+1

2_5x+5 x2+3" x3-1

denominador. Por ejemplo P

Hasta el momento hemos determinado integrales de la forma f dx que da como resultado

(x_ a)—n+1

-n+1

(x—a)"

+C cuando n#1 yAln|x—al+C si n=1
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mx+b

x?>+bx+c
x%+ bx + ¢ no es factorizable en R (Para este tipo de integral ver “Integrales que dan como resultado

funciones trigonométricas inversas”).

Ademas también se puede determinar integrales del tipo f dx donde b*—-4ac<0, es decir

Debemos ahora encontrar un método que permita obtener la derivada inversa de expresiones del tipo

P(x) : : : . . :
——. La idea bésica del método consiste descomponer una fraccién racional en una suma de fracciones

Q(x)

racionales mds simples, llamadas usualmente fracciones parciales.

Daremos sin demostracion los siguientes teoremas:

Teorema 5.3
Si M(x) y N(x) son polinomios, entonces:

M(x) B

N(x)
que el de N(x)

)

L(x) + %, en donde L(x) y R(x) son polinomios tales que el grado de R(x) es menor

)

Qemplo 5.114

5x3 +7x%+x-1 4x+6
X+7- ——
x2+1 x2+1

Teorema 5.4
(x)
N(x)

Si M(x) y N(x) son polinomios tales que el grado de M(x)es menor que el de N(x), entonces

se puede representar como una suma S(x) de expresiones de la forma:

A B Cx+D Cx+D
ax+b’ (ax+b)" ax?+bx+c (ax®+bx+c)"

Como resultado del teorema 5.4 se tienen los cuatro siguientes casos:

1) Cada factor lineal ax + b que aparece s6lo una vez en N(x) posee un término de la forma oy

la suma S(x).
2) Para cada factor lineal ax + b que aparece k veces en N(x) habra una suma de k términos como
sigue:

A Ao Az Ay
+ + et
ax+b (ax+b? (ax+Db)3 (ax+ b)*

en la suma S(x)


http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

5.5 Integracion de fracciones racionales 309

3) Para cada factor cuadréatico ax?+ bx+c con b?—4ac <0, que aparezca s6lo una vez en N(x) existe

Cx+D
un término de la forma —— — en la suma S(x).
ax?+bx+C

4) Para cada factor cuadratico ax?+bx+c con b*—4ac <0, que aparezca k veces en N(x) habra una
suma de k términos como sigue:

Cix+ D, Cox+ Dy Crx+Dpx
ax2+bx+c (ax®+bx+c)? (ax?+bx+c)k

en la suma S(x)

Teorema 5.5

Si el valor de un polinomio P(x) de grado n es igual al valor de su polinomio Q(x) de grado m,
donde m < n;, para al menos n+1 valores de x, entonces los polinomios son idénticos y tienen
valores iguales para todos los valores de x.

El teorema 5.5 sera utilizado para obtener los valores de las constantes en cada uno de los casos anteriores.
Daremos ahora ejemplos de cada caso.

Caso 1: Calcular cada una de las siguientes integrales:

Eemplo 5.115
f 4x—2 dx
x(x+1)(x—2)

Observe que el denominador del integrando ya esta factorizado, y cada factor lineal aparece solo
una vez. Luego se puede escribir la siguiente igualdad (aplicando el teorema 5.4)
4x—-2 A B C

- - —+ +
x(x+1D)x-2) x (x+1) (x-2)

de donde:

4x—2 _A(x+1) (x—2)+Bx(x—-2)+Cx(x+1)
x(x+1) (x-2) x(x+1) (x-2)

igualando los numeradores se tiene:

4x—-2=Ax+1) (x—-2)+Bx(x—-2)+Cx(x+1)

Para determinar los valores de A, B y C se pueden utilizar dos procedimientos.
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i. Sidos polinomios T(x) y Z(x) son tales que T(x) = Z(x) para x € R, entonces los coeficientes
de potencias iguales de x en los dos polinomios deben ser iguales.

Como:

4x—2=Ax* - x—2)+ B(x* - 2x) + C(x* + x)

entonces

4x-2=(A+B+CO)x*+(-A-2B+C)x—2A y por tanto:

A+B+C=0

—-A-2B+C=4

—2A=-2

Resolviendo el sistema anterior se obtiene que A=1,B=-2yC=1

Luego:
4x -2 1 =72 1

- - — 4+ ——+
x(x+1)(x-2) x x+1 x-2

ii. Como los miembros de la ecuacién 4x—2 = A(x+1)(x—2)+Bx(x—2)+Cx(x+1) son polinomios
de grado dos o menos y deben ser iguales para mas de dos valores de x, del teorema 5.5
concluimos que son iguales para todos los valores de x. Luego es posible escoger tres valores
arbitrarios de x para sustituirlos en la ecuacién anterior y asi obtener tres ecuaciones en las
incégnitas A, B, C. Generalmente se utilizan valores de x que conduzcan a las ecuaciones
mas simples.

Asi, si x =0 se obtiene que:

4(0)-2

A0+1)0-2)+B-0(0-2)+C-0(0+1)
= AQ)(-2) dedonde A=1

Si x = -1 se obtiene que:

4-1)-2 = AFI+D(-1-2)+B(-1D(-1-2)+C(-1)(-1+1)

B@3) dedonde B=-2

Por dltimo, si x = 2 se obtiene que:

4(2)-2

AR+1)(2-2)+B-2(2-2)+C-2(2+1)

= (C(6) dedonde C=1
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Como vemos, el resultado es el mismo que el obtenido en el procedimiento sefialado en i.

Luego:

dex = fldx+f_—2dx+dex
x(x+1(x—-2) X x+1 x—2

= In|x|-2In|x+1]+In|x-2|+C

x(x—2)

= g |2
M x+22

Qemplos.llb
6x%—2x—

f X X ldx
4x3 —x

En este caso se debe factorizar primero el denominador del integrando. Asi 4x®—x = x(2x+1)(2x—1)

Luego:
6x*-2x-1  6x*-2x-1 A B C

= = — +
4x3 —x x2x-1Q2x+1) x 2x—-1 2x+1

Se deben calcular nuevamente los valores de A,B y C, utilizando para ello cualquiera de los dos
procedimientos ya sefialados.

Como:

6x>—2x—-1  A@x-1) Qx+1)+BxQx+1)+Cx(2x—-1)
x2x-1) 2x+1) x(2x—1) 2x+1)

entonces:
6x*—2x—-1=A@2x—1) 2x+1)+Bx(2x+1)+Cx(2x—1)

s o 1 -1 .
Utilizando el segundo procedimiento daremos a x los valores de 0, 5 ¥ — como sigue:
Si x=0 entonces: 1=A(-1)(1) dedonde A=-1

-1
Six= % entonces: —% = B(%)(Z) de donde B = >

3
Si x= _71 entonces: % = C(_Tl)(—Z) de donde C = 2

Luego
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6x2—2x—1 6x2—2x—1 -1 — 3
f—dx:f dx:f—dx+f 2 dx+f 2 _dx
4x3 —x x2x-1)2x+1) X 2x—1 2x+1

3 dx lfdx+3fdx
B x 2J2x-1 2J 2x+1

1 3
=-In IxI—Z ln|2x—1|+Z Inl2x+1|+C

VvV (2x+1)3
=In —|+C
xv2x-1
‘gemMO&H7
2x+1 2x+1
f3—dx:
xX>—-7x+6 (x-Dx-2)(x+3)

Luego, segtin el teorema 5.4

2x+1 B A N B N C
(x—l)(x—2)(x+3)_x—1 xX—2 x+3

de donde:

2x+1=Ax-2)(x+3)+B(x-1)(x+3)+C(x—-1)(x—2)

Utilizando el segundo procedimiento para determinar A, By C, se obtiene que:
Si x =2 entonces 5 = B(1)(5) de donde B=1

Si x =3 entonces —5 = C(—4)(-5) de donde C:—le

Si x =1 entonces 3 = A(-1)(4) de donde A:—?—1

Luego:
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2x+1 2x+1
/ R — dx = dx
X —7x+6 (x-1Dx-2)(x+3)

=3 dx -1
f 4 dx+ —+f 4 dx
x—1 x—2 xX+3

-3 dx dx 1 dx

4 x—1 x—-2 4J x+3

3 1
Wi In |x—1|+ln|x—3|—Z In|lx+3|+C

Caso 2:

Ejemplo 5.118

f2y2+11y+8d
Y3 +4y?+4y

Factorizando el denominador del integrando se obtiene que

VHay +ay =y +4y+4) = y(y+2)%

Se observa que el factor (y +2) aparece dos veces, por lo que segtin el teorema 5.4 existird una suma
de dos términos para el término (y +2)?

Luego:

2y2+11y+8_2y2+11y+8_A+ B | C
V3+4y2+4y  y(y+22 y y+2 (y+2)?2

2y2+11y+8  A(y+2)*+By(y+2)+C(y)
yy+22 y(y+2)2

de donde:

2y2+11y+8=A(y+2)?+By(y+2)+ C(y)
Aplicando el teorema 5.5:
Si y=0 entonces 8= A(2)?> de donde A=2

Si y=-2 entonces —6=C(-2) de donde C=3
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Pueden ahora utilizarse los valores de A y C e igualar coeficientes para determinar el valor de B, o
darle a” y” otro valor (segun teorema 5.5) como se hace a continuacién:

Si y=1 entonces 21 =2(3)2+B-1(3)+3(1) dedonde 21=18+3B+3 y por dltimo B=0

Luego:

2y+11y+8 2 3
[Rles ,f2g [ 3y,
y3+4y?+4y y (y+2)?

zf%wf(yu)‘z dy

3
2In|y|—-——+C
y+2

Qemplo 5.119

3
=1l
—— dx
f x2(x-2)3
En este caso el factor x se repite 2 veces y el factor (x—2) lo hace 3 veces.

Luego

£©-1 _A, B C D E
2x-23 x 12 x-2 (x-22 (x-2)3

-1  Ax(x-2)3+B(x-2)*+Cx*(x—2)? + Dx*(x—2) + Ex*
x2(x-2)3 x2(x-2)3

de donde:

X -1=Ax(x-2)%+B(x—-2)3+Cx?*(x—2)? + Dx*(x —2) + Ex?
Por el teorema 5.5:
Si x=0 entonces —1 = B(-2)® de donde B = %

Si x=2 entonces 7= E(2) dedonde E = %

Daremos ahora otros valores a x para obtener ecuaciones que permitan calcular los valores de A, C
y D.

Si x=1 entonces 0=-A+3-(-1)+C-D+%

osea A—C+D=§

Si x=3 entonces 26 =3A+3+9C+9D+1-9
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osea A+3C+3D=6

i 20 1 . G
Si x=-1 entonces —2=27A+9C-3D - ry osea 27A+9C-3D = 5 B2 tiene entonces el siguiente

sistema de ecuaciones.
13
A-C+D=—
8
27
A+3C+D= E

-3
27A+9C-3D = Y

. 3 -3 5
el cual se satisface para A= —,C=—y D=~
16 16 4
Luego:
3_ 3 1 7
fx—ldx:fﬁdx+f—dx+f dx+ 4 dx
x2(x-2)3 X x2 (x— 2)2 (x—2)3
d 1 3
= x+—fx_2dX—— f(x 22dx+— f(x 2)3dx
16 X 8 16 J x— 2 4
3 1 3 5 7

In |x]— ——1In|x-2|- — +C
16 8x 16 4(x—2) 8(x—2)2
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