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A MODO DE PROLOGO

La integral es conocida principalmente como la operacion inversa de la
derivada, la cual busca determinar la funciébn que la origino; con ello se
determina el area bajo una curva. Al realizar la integral indefinida, siempre
se debe agregar una constante ya que la funcién obtenida es una familia de
soluciones posible dependiendo de esta constante, esto tiene sentido, ya
gue al derivar cualquier constante su valor es cero (0).

Los métodos de célculos de una integra de forma general, como en las
derivadas, son dos (2):

a) Mediante el concepto de limite
b) Mediante la formulas particular para casos especificos

En conclusion podemos sefalar que para la forma de resolver una
integral es segun la forma como su derivada nos condujo a la funcion que
se esté integrando.

Las integrales definida nos permite determinar el area bajo la curva de
la funcién, el valor del volumen en revolucion esto busca desarrollar el
razonamiento y la habilidad asi como la comprension y utilizacion
operaciones imprescindibles en el desarrollo tecnolégico del conocimiento

cientifico.
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INTRODUCCION

Los principios de la integracion fueron formulados por Newton y
Leibniz a finales del siglo XVIl. Mediante el teorema fundamental del
calculo, que desarrollaron los dos de forma independiente, la integracion
conectada con la derivacion, y la integral definida de una funcion se puede
calcular facilmente una vez se conoce una antiderivada. Las integrales y las
derivadas pasaron a ser herramientas basicas del calculo, con numerosas
aplicaciones en ciencia e ingenieria.

Las Integrales se clasifican basicamente en “integrales indefinidas e
integrales definidas”. Explicaremos qué son las integrales cémo se
resuelven. Sefalando las formulas que permiten resolver integrales
indefinidas, los diferentes métodos de integracién, las propiedades de este
tipo de integrales.

Una integral indefinida es una operacion matematica que consiste en
calcular la funcién primitiva de una funcion. Es decir, dada una funcién f(x),
la integral indefinida de la funcién f(x) es igual al conjunto de funciones que
al ser derivadas dan como resultado f(x).

Asi pues, la funcién obtenida de resolver una integral indefinida se
llama funcion primitiva.

Al calcular las Integrales indefinidas y las integrales definidas,
analizaremos la diferencia entre ellas, las integrales indefinidas se
resuelven para todo el dominio de la funcién, en cambio, la integrales
definidas se calculan en tan solo un intervalo del dominio de la funcién.

Las integrales definidas son integrales empleadas para calcular el
area de la region comprendida entre la funcion y el eje de abscisas en un

intervalo determinado. Por lo tanto la integral definida de la funcion f(x) en el



intervalo [a, b] es igual al area entre la gréafica de f(x), el eje X y las rectas
verticalesx=ayx=h.

Por otro lado, al resorber una integral indefinida se obtiene funcion, en
cambio al resorber una integral definida el valor obtenido es unico.

La idea de la integral indefinida supuso un paso mas en el camino de
la abstraccion conducido por las mateméticas modernas. Con ella, la
integral dejo de referirse Unicamente a un modo de determinar las areas
gue forman curvas y rectas para asumir la condicion de funcion en si,
susceptible de formar parte de ecuaciones y descripciones de modelos en
el gran marco de las teorias del andlisis matematico.

El teorema fundamental del calculo, para evaluado las integrales
definidas, necesariamente se tiene que f sea continua en [a, b]. Aunque, su
aplicaciones de fisica y economia por nombrar alguna ciencias es posible
hallar que a, b o ambos extremos tiendan a +oo 0 -c0. Las integrales que no
cumplan la condicion de estar acotadas en sus extremos ya sea porgue uno
o0 ambos limites sean infinitos o bien porgque existe alguna discontinuidad
infinita en el intervalo [a, b], son integrales impropias. EI concepto de
discontinuidad infinita en un punto por la izquierda o la derecha, se da a

partir del calculo del limite de la funcién en ese punto.



UNIDAD 1

Integracion indefinida

Los principios de la integracion fueron formulados
por Newton y Leibniza finales del siglo XVII. Mediante el
teorema fundamental del célculo, que desarrollaron los dos de

forma independiente.

Los conceptos modernos de integracion se basan en la teoria
matematica abstracta conocida como integral de Lebesque, que fue
desarrollada por Henri Lebesque.

En el calculo infinitesimal, la funcion “primitiva” o antiderivada de
una funcion f es una funcion F cuya derivada es f, es decir, F' = f.

Condicion suficiente para que una funcién f admita primitivas sobre un
intervalo es que sea continua en dicho intervalo.

Si una funcién f admite una primitiva sobre un intervalo, admite

una infinidad, que difieren entre si en una constante: si F;y F, son dos



primitivas de f, entonces existe un numero real C, tal que F;=F,+C, a
C se le conoce como constante de integracién. La consecuencia, si F es
una primitiva de una funcion f, el conjunto de sus primitivas es F + C. Este

conjunto se le llama integral indefinida de f y se representa como:

I = ff(x) dx

El proceso de hallar la primitva de una funcibn se conoce
como integracion indefinida y es el inverso de la derivacion. Las integrales
indefinidas estan relacionadas con las integral definida a través del teorema
fundamental del célculo, y proporcionan un método sencillo de calcular
integrales definidas de numerosas funciones.

Ejemplo

Una primitiva de la funcion f(x) = Cos (x) en R ess la funcién

F(x) = Sen (x) ya que:
d d
E(F(x)) = a(Sen (x)) =Cos(x)VE R

La derivada de una constante es cero, tendremos que Cos (x) tendra
un numero infinito de primitivas por ejemplo: Sen (x), Sen (x) + 2, Sen (X)
- 80, por nombrar algunas. Cualquier primitiva de la funcion f(x) = Cos (X)
sera de la formaSen (x) +Cdonde Ces una constante conocida
como constante de integracion. La constante expresar que cada funcion
tiene un numero infinito de primitivas diferentes.

Entendemos lo que significa la constante de integracién, analizando el
hecho de que la funcion f (x) es la derivada de otra funcion F(x), entonces,
para cada valor de x, f (x) le asigna la pendiente de F'(x). Si se dibujaramos
todos los punto (X,y) en el plano cartesiano un pequefio segmento con
pendiente f (x), se obtiene un campo vectorial como el que se representa en
la figura plasmada al inicio. Luego el problema de encontrar una

funcién F'(x) donde su derivada sea la funcion f (x) se convierte en el
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problema de encontrar una funcion de la grafica de la cual, en todos los
puntos sea tangente a los vectores del campo. En la figura vemos como si
cambia el valor de la constante de integracion se obtienen diversas
funciones que cumplen esta condicibn y que son traslaciones verticales

unas de otras.
Propiedades de la integral indefinida

Linealidad de la integral indefinida

La primitiva es lineal, esto es:

1. Sifes una funcion que posee una primitiva F sobre un intervalo |,
entonces para todo realm, una primitiva de mfsobre el
intervalo | es mF.

2. Si Fy G son primitivas respectivas de dos funciones fy g, entonces
una primitivadef+gesF + G.

La linealidad se puede expresar como sigue:

I=f(mf(x)ilg(x))dx=mff(x)dx i—lfg(x)dx

La primitiva de una funcion impar es siempre par

En la figura de la derecha,
observamos, las areas antes vy
después de cero son opuestas, lo que
significa que la integral entre -ay a es
nula, 6sea F(a) - F(-a) = 0, F donde la

primitiva def, impar. Por lo tanto

despejando siempre tenemos

F(-a) = F(a): F resulta par.

11



La primitiva F de una funcién f par es impar donde F(0) =0

Segun vemos en la figura de la
derecha, las areas antes y después de
cero son iguales, lo que se escribe con la

siguiente igualdad de integrales:

A= f_if(x)dx = foaf(x)dx

Entonces F(0) - F(-a) = F(a) - F(0). Si F(0) =0, F(-a) = - F(a):

F es impar.

La primitiva de una funcion periddica es la suma de una funcion lineal

y de una funcién periddica

una fineidn periddica una de sus primitivas
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Para probarlo, hay que constatar que el area bajo una curva de una
funcién periddica, entre las abscisas xy x + T (T es el periodo) es constante
es decir no depende de x. En la figura superior observamos tres areas
iguales. Se puede mostrar utilizando la periodicidad y la relacion de
Chasles, o sencillamente jcon unas tijeras! (cortando y superponiendo las

areas de color).
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Usando la primitiva, significa que F(x + T) - F(x) es una constante, que
se puede llamar A; luego la funcion G(x) = F(x) — AT—x es periodica de

periodo T. En efecto

A(x + T) Ax AT Ax
———=FW+A-— - = F() - = 6()

Gx+T)=F(x+T)- T T T

Por consiguiente F(x) = G(x) + AT—x es la suma de G, periodica, y de AT—x,

lineal.

0 I T I a a+T b ' b+T
Relacion entre la integral de una funcién y la de su inversa

Resumiendo, se impone f(0) = 0;aes un numero cualquiera del
dominio de f. Entonces tenemos la relacién:

a f(a)
= f f@de+ [ o) dy = af @
0 0
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El area morada es la integral de f, el &rea amarilla es la de f2, y la
suma es el rectangulo cuyos costados miden ay f(a) (valores algebraicos).
Se pasa de la primera curva, la de f, a la segunda, la de f™* aplicando la
simetria axial alrededor de la diagonal y = x.

El interés de esta formula es permitir el calculo de la integral de f* sin
conocer una primitiva; de hecho, ni hace falta conocer la expresion de la

“Funcién inversa”.
Existencia de primitivas

Cualquier funciéon continua sobre f:R — R™ admite localmente una
antiderivada o primitiva. Sin embargo en espacios de dimension finita la
continuidad no garantiza la existencia de antiderivadas.

Una condicién suficiente de existencia de antiderivada es que la
imagen pertenezca a un espacio vertical conveniente, también llamado c¢*-
completo. La propiedad definitoria de dichos espacios es que toda
funcionf:R - E con f € ¢® (R,E) admite una funcidon primitiva. Si el
espacio no es c*-completo la continuidad o incluso la suavidad de una

funcién no garantiza la existencia de antiderivada.
Célculo de primitivas - Integrales inmediatas

Para hallar una primitiva de wuna funcion dada, basta con
descomponerla (como una combinacion lineal) en funciones
elementales cuyas primitivas son conocidas o se pueden obtener leyendo al

revés una tabla de derivadas, y luego aplicar la linealidad de la integral:

I =f(mf(x)ilg(x))dx=mff(x)dx ilfg(x)dx
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Tabla de las principales funciones primitivas

La tabla siguiente se resume las reglas de integracion de algunas

funciones comunes que admiten una primitiva simple; estas son las que

podemos obtener como una aplicacion inmediata del Teorema Fundamental

del Célculo. En general, se llama integrales inmediatas a las que se

deducen directamente de esta tabla y de las propiedades de linealidad de la

integracion.

Grupo Funcién Derivada
Funcion constante Lron
£(x) = k, keR f'e) =0
Funcién identidad ,

f(x) =x flix) =1
Multiplicacion por una constante: PeoN 1
fO) =k g(x),keR f'(x) =kg'(x)

- Potencia de exponente natural: rrax o1

Funcion FO) =x"1n = 0,1,2,3, .. ') = nx
potencia 2
Funcion raiz cuadrada F1x) = 1
flo) =Vx  2Vx
Funcion reciproca 1
1 f0=-=
flx) = o x2
Caso general ,
g f(x) =x";reR f'(x) =rx" !
Funcién | Basee:f(x) =e f'(x) =e;
exponencia Caso general: N
f(x)=a*: reR,a>0 ff)=a*Lna
Funcion Logaritmo en base e: a1
Logaritmica f(x) =Inx [ =23%>0
Caso general: ') = 1
f(x) =log,(x); aeR; a >0 fix) = x Ln(a)
Funcién seno: ,
£(x) = Sen (x) f'(x) = Cos (x)
Funciones Funcion coseno:

trigonométricas

f&x) = Cos (x)

f'(x) = =Sen (x)

Funcion tangente:

f&) =Tan (x)

f'(x) = Sec?(x)
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Funciones Funcién arcoseno: / 1

trigonométricas F(x) = Sen™ (x) f'x) = N
inversas Funcidn arcocoseno: N 1
f(x) = Cos™t (x) frx) = =
Funcion arcotangente: , 1
f(x) =Tan™! (x) [t = 1+ x2

Funcién seno hiperbalico:

f(x) = Senh (x) f'(x) = Cosh (x)

Funciones Funcion coseno hiperbolico:

hiperbolicas f(x) = Cosh (x) f'(x) = Senh (x)

Funcién tangente hiperbdlico:

f&x) =Tan (x)

f'(x) = Sech?(x)

A modo de ejemplo, busquemos una primitiva de f(x) =? Sabiendo f'(x)
= X(2-3x). Como no se conocen primitivas de un producto, desarrollemos la
expresion aplicando distributiva: f(x) = 2x - 3x% haca notamos que 2x es la
derivada de x?, 3x?es la dex® por lo tanto 2x- 3x’tiene como
primitiva x*-x®+ C. Si ademéas se pide que la primitiva verifique una
condicion inicial F(xg) =Yoo, entonces la constante C es univocamente
determinada. Para nuestro ejemplo, si se impone F(2) = 3, entonces

forzosamente C = 7.
Técnicas de integracion

Se entiende por métodos de integracion al conjunto de las diferentes
técnicas usadas (en ocasiones se combinan) para hallar una primitiva,
antiderivada o simplemente integral indefinida de una funcion. Asi, dada
una funcion f(x) un método de integracion nos permite obtener otra funcion
gue, por el teorema fundamental del calculo, equivale a hallar una funcién

F(x) tal que f(x) sea su derivada

d —
—F() = f(x)

16




Generalidades

El problema de resolver una integral indefinida o buscar una primitiva
es mucho mas elaborado que el problema de calcular la derivada de una

funcién. Por ejemplo, no existe ninguna funcién elemental F(x) tal que:
F(x) = fe‘xz dx

Si se consideran grupos de funciones elementales de un cierto tipo
(polinémicas, fracciones racionales, trigonométricas, etc.) entonces el
problema de encontrar la primitiva puede resolverse por los métodos de

integracion correspondientes.
Integracion directa

Algunas veces es posible aplicar la relacion dada por el teorema
fundamental del calculo de forma directa. Esto requiere conocer de
antemano una funcion F(x) que sea el resultado de la antiderivada de f(x).

Para ello se puede disponer de tablas como las presentadas a continuacion:

Integrales Inmediatas de Funciones

n+1
01 fkdx=kx+C;k:Constante 02 fxndx=x+1+c;n¢—1
n

03 f%=Ln|x|+C 04 | fe*dx=e*+C
e* a*
05 jexadx=—+C,k¢0 06 faxdx= +C;a>0a=+1
k Lna
kx
07 | [a**dx=——+C;a>0,a#1 |08 | [Lnxdx=xLn(x)—x+C
kLn a
09 | [-£ = Tan '(x) + C 10| [ =Z1n |8 +c
x2+1 x2—q? 2a x+a
dx 1 x+a dx x
11 —_=—1 | | C 12 ————=Sen" ' (=)+C
faz—x2 2a M lx—a + Vaz — x2 (a)

17




1 x
13 =—Sec™?! (E) +C |14 fSen (x)dx = —Cos (x)+ C

f dx
xVx2—a2 a

15 f Cos (x)dx =sen(x) +C 16 J CTg (x)dx = Ln|sen (x)| + C

17 f Tan (x) dx = Ln|sec (x)| + C = —Ln|Cos (x)| + C
18 fSec (x) dx = Lnl|sec (x) + Tan (x)| + C
19 stc (x)dx = Ln|Csc (x) — CTg (x)| + C

20 fSec2 (x)dx = Tan (x) + C 21 stcZ (x)dx = —CTg (x) + C

22 fSec (x)Tan (x)dx = Sec (x) +C | 23 f Csc (x)CTg (x)dx = —Csc (x) + C

24 fSenh (x)dx =Cosh (x)+C |25 f Cosh (x)dx = Senh (x) + C

26 jTanh (x)dx = Ln(Cosh (x)) +C |27 f CTg (x)dx = Ln(Senh (x)) +C

28 jSech (x) dx = Tan"!(Senh (x)) + C

29 f Csch (x)dx = Ln |Tanh (;)l +C

Integrales de resolucién inmediata o por tablas

Resolver una integral es, ver cual método debemos usa para obtener
el resultado buscado, en esta primera etapa de vemos expresar la funcion
de tal manera que utilizado la tabla de integrales se obtenga la solucién
buscada. Es decir, realizar operaciones algebraica que te permita
transformar la funcion compleja en varia simples debe reconocer la regla
o la técnica a aplicar para obtener una antiderivada o primitiva. Con

frecuencia, una ligera alteracién de un integrando requerira una técnica

18




de integracion diferente (o producir una funcién cuya antiderivada no es

una funcién elemental)

Por ejemplo
01 Realizar = fxs dx
n+1
por la tabla sabemos [ x™ dx = Q;T + C por lo tanto
X5+1 X6
I = 5 = = —
fx dx ) +C 3 +C
i 1
02 Realizar [ = fﬁdx _ J'X_Z dx
n+1
por la tabla sabemos [ x™ dx = J;T + C por lo tanto
p X—2+1 c X—l c 1 C
= = —_— = ——+
—2+n =37 X
03 Realizar I=[3zdz
Transformando la raiz en potencia.
1
1= [z3dx
n+1
Por la tabla sabemos [ x™dx = J;T + C por lo tanto
1 4
z3*1 z3 3 4
I—(1+1>+C—?+C—ZZ3+C
3 3
04 Realizar f 1
[=]s=dz
V2

Transformando la raiz en potencia y simplificando.
I=[+s=dz=[Sdx= fz_gdx
V22 2

n+1
Por la tabla sabemos [ x™ dx = ’;T + C por lo tanto

19



05 Realizar [ = f(ZzZ _5243)dz

Separando la integral y extrayendo las constantes fuera de las integrales.
1=2[z2dz—5[zdz+3[dz

+1
Por la tabla sabemos [x"dx = % +C, [dx x+ C por lo tanto

72+1 z1+1 2 5
=2 -5 32+ C=52° -2z +32+C
@+D Ca+n rTRTET Tm T
06 Realizar sz(l—X)\/idX

Transformando la raiz en potencia, aplicando distributiva y separando la
Integral
1 1 3 1 3
I=f(1—x)x2dx=f(xz—xz)dx=fx2ds—fx2dx

n+1
Por la tabla sabemos [ x™dx = J;T + C por lo tanto

1 3 3 5
I x2*t x2*1 c X2 X2 c 2% 2% C
T, 3, T ETE TR
2 2 2 2

07 Realizar [ = J(35+4)2 dx

Desarrollando el producto notable, separando la Integral, sacando las
constante de las integrales y resolviendo

I=f(9sz+24s+16)ds=9fszds+24fsds+16fds

n+1
Por la tabla sabemos [ x™ dx = ’;T + C por lo tanto

2+1 1+1 3 SZ

S S
+16s+C=9—+4+24—+4+165s+C=3s3+12s2+16s+C

=9 + 24
2+1) 1+1) 3 2

20



dx

08 Realizar x3 +5x% — 4
- f SR
Simplificando, separando la Integral, sacando las constante de las

integrales y resolviendo

x3 5x% 4
sz St+—-5 dx=f(x+5—4x_2)dx=fxdx+f5dx—J4X"2dx
x2  x2 X

n+1
Por la tabla sabemos [ x™ dx = ’;T + C por lo tanto

X1+1 X—2+1 XZ X—l

1 1
l=—  45x—4-—— 4 C=—t5k—4——+C=-x®+5x+4-+C
a+n T2y 2 TR 2% TR

Autoevaluacién

En la siguiente cuadricula coloque su niumero de cedula de identidad
la cual generara las cantidades que serd usada en su actividad evaluativa
sugerida (01 y 02) Si algun valor es cero (0) cambielo por 3 y uno (1)
Cambie lo por 2 Resuelva paso a paso las integrales, empleando para ello

las reglas principales y las férmulas de integracién (tabla).

bado: |A[B[C[D[E[F[GH
AxE — ) B* E*
01 ,:f(\/(f_m ) .. 02 1=f(B T zx)dx
/%6 (B+3)* (F+2)

03 1= f <Cos2 (;) — Sen? (;)) dx| 04 | I= f(Sen (x) + Cos (x))z dx

1 1 (3x3 + 2x2 +5)3
05 | I= ( - )d 06 - f
f Sen?(x) Cos?%(x) x I Va3 dx
5X _ 3%
07 I=j(x2+5x+3)3dx 08 I=f 15 dx

21




_ [ (3= _ 3 B Cos? (x)
09 I ]( x \/E) dx 10 I= fS—en 20 dx

VI Cos?x x )’
11 I = jwdfx 12 I= f <Sen (i) —Cos (E)> dx

Cos (2x) Cscx—Ctgx
13 I=| ——d 14 = - >
JSen (2x) x I f ICscx+Ctgxdx

Integracion por cambio de variable simple 6 sustitucién

El método integracion por sustitucion o cambio de variable se utiliza
para evaluar integrales. El método se basa en realizar de manera adecuada
un cambio de variable que permita convertir el integrando en algo sencillo.
Este método se basa en la derivada de la funcion compuesta, realiza lo
opuesto a la regla de la cadena
Frecuentemente este método es utilizado pero no todas las integrales
permiten el uso de este método, en los casos en los que si es posible, el
resultado puede verificarse derivando y comparando con el integrando
original.

Dado una funcién F(x) = U(G(x)) si derivamos esta funcion se tiene

dF —dUG dF —dU dG dF =dU.dG
a(x)—a((x))ﬁa(x)—a-a(x) = dF(x) = dU.dG(x)

Por lo tanto integrando ambos lados
de(x) =de(G). dG(x) = F(x)+C= fU’(G).G’(x)dx
Veamos un ejemplo

F(x) = Sen (x?) = F'(x) = (Sen (xz))’. (x?) = F'(x) = cos (x?).(2x)

Osea

d
aF(x) =2x.cos(x?) = dF(x)= 2x.cos(x?)dx
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= .de(x) =f2x.cos(x2) dx = F(x) =Sen(x®)+C

Para utilizar este método de cambiar de variable, debemos identificar
una parte de lo que se va a integrar con una nueva variable p, de modo que
se obtenga una integral mas sencilla, al derivar esta nueva variable y
sustituir los valores en ella presente por la nueva variable, la nueva funcion

a integral la realizamos por el método directo o por tabla.
Pasos para integrar por cambio de variable

Veamos estos pasos mediante ejemplo Hipotético

I = jf’(u).u’dx

Primer paso: realizamos el cambio de variable y se diferencia en los
dos términos:
u=p = udx=dp
Segundo paso: Sustituimos estos valores en la integral vy

simplificamos, la nueva integral la resolvemos:

1= [ reo.wax= [ Forap

Tercer paso: la nueva integral es mas sencilla de realizar, por lo tanto

integramos:

= [red=re+c

Cuarto paso: Regresamos el cambio de variable realizado para

obtener la solucién solicitada:

fO+C=fw+C

23



Ejemplos de Integrales por Sustituciéon o Cambio de Variable simples.

Resuelve empleando integracién por el método de cambio de variable

simples.
01. I = f(x2 + 2)?3x? dx

Solucion:
Hacemos el cambio de variable x3 + 2 = u; Diferenciamos para
determinar la nueva diferencial tendremos du = 3x%dx

Sustituimos este valor en la integral y simplificamos el integrando

I=f(x2+2)23x2dx=fu2du

xn+1

Resolvemos las integral usando la tabla donde [ x™ dx = — +C
u2+1 1
I = "+C=-u*+C
2+1 o3 T

Regresamos el cambio realizado

1
1=§(x3+2)3+c

1
02. I= f\/ (x> —=5) x*dx = f(x5 — 5)2x* dx

Solucioén:

Hacemos el cambio de variable x> — 5 = p; Diferenciamos para

dp

determinar la nueva diferencial tendremos dp = 5x*dx = x*dx = .

Sustituimos este valor en la integral y simplificamos el integrando
1 1d 1 1
I = f(x5 —5)2x*dx = f(pﬁ?p:gfpfdp

le+1

n+1

+C

Resolvemos las integral usando la tabla donde [ x™ dx =
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Regresamos el cambio realizado

2 . 3
| = — —_ 2
I (x )2+C
8x°
03. = | —
= | G
Solucién:

Hacemos el cambio de variable x” — 6 = p; Diferenciamos para

. . . da
determinar la nueva diferencial tendremos dp = 7x%dx = dx = 772

Sustituimos este valor en la integral y simplificamos el integrando

I_J‘ 8x° q _J‘8x6dp_8j‘ 4y
S e T ) prxe 7P P

n+1
Resolvemos las integral usando la tabla donde [ x™ dx = 9;+1 +C
P S S L
C7(=4+1 ~ 7(=3) ~ 21p3
Regresamos el cambio realizado
I = 8 +C
T 21(x7 —6)3
x2
04 1=
V2x +1

Solucioén:

Hacemos el cambio de variable

V2x+1=p,despejandolax = p=V2x+1 = 2x+1=7p3

p° 1
> X=773

Diferenciamos para determinar la nueva diferencial
dx = ;pzdp

Sustituimos este valor en la integral y simplificamos el integrando
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3 2
p 1
. f 2 f(7_7>32d 3[(”3 1)2 ;
= —_—ax = —_—— = — _— =
VIx+ 1 p 20 PT2)\272) PP
30((P*\" . (P*\ (1)  (1\? 3((p° P* 1
’—zf(<7> ‘2<7 @)+ pdp—zf T2 typar
3((p’ p* p 3(1( 11, 1
’—z{fzdp‘f7dp+fzdp =3tz ] v ar =3 v v+ ] par}

n+1

Resolvemos las integral usando la tabla donde [ x™ dx = ’;H

3(1 7+1 1 4+1 1 1+1 3(1 8 1 5 1 2
S el A A t+c=2B P P li¢
214(7+1) 2(@+1D  4(1+1) 214(8) 2(5)  4(2)

Regresamos el cambio realizado, para ello empleamos p = V2x + 1

3((V2x+1)” (VZx+1) (Vax+1)
=232 10 ' s te

+C

Finalmente la soluciéon buscada es

(X 30V 1)° 3(Vzx+1) 3(3¥2Zx+1) ;
- j3—\/2x—+1 =%t  ~ 20 7 16 *

Autoevaluacién
Resuelva paso a paso indicando la integral, empleando para ello el
método de cambio de variable simple o sustitucion y las formulas de

integracion (tabla). Sefale los pasos a realizar, explicando con sus palabras
las propiedades o formula usada.

5 3
I=f3x32—x2dx 02 sz -z
01 6-gydy

VA
03 I=J22+3dz 04 I=Jx2(3x3+4)5dx
05 szLdz 06 szﬂdz
Vzz + 6z -2 x2 —8x + 3
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07

09

11

13

1

a1

d
I=fese"xCosxdx 08 szCos (Lnx)%

I f—Sx d 10 5%
= 2\6 x I - f—dx
(1+2x9) V16— 922

_f4—9x2 x Vx
I= j S dx 14 I = _Senzx dx
Va1 ++x V1 + Cos2x
X Cos x
I)](Tg (4x) — Ctg (Z)> dx 16 I = mdx

Integracion por partes

Estudiaremos en esta oportunidad el método llamada “integracion por

parte”. Tengamos presente que las integrales son una parte fundamental

del célculo, y en muchas ocasiones, pueden resultar complicado su solucion

por los métodos explicado hasta ahora. Para este desarrollo apliguemos la

propiedad inversa de la derivada de el producto de dos funciones.

Recordemos que si f(x) = u(x).v(x) (escribamos u.v para mas

comodidad. Si derivamos esta funcion

fre)=@v) =u@) +v
Al escribir usamos otra notacion por comodidad, para entender:

d(u.v)_ d(v) N d(u)
dx - dx v dx

Despejando el término ud(v) se tiene
ud(v) = d(u.v) — vd(u)

Luego, integrando ambos lado de la igualdad nos resulta

fud(v) = f(d(u.v) —vd(u)) :fd(u.v) —fvd(u)

= du.v) =ud(v) + vd(u)
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Finalmente

fud(v) =u.v—fvd(u)

Regla mnemotécnica para recordar la formula;

“Un Dia Vi Una Vaca Vestida De Uniforme”.
B

[udv=uv- [vdu &

[P 1]V ek

un dia vi una vaca vestida de uniforme

Ejemplos de integracion por parte

En todas las ramas del conocimiento tecnoldgico se presentan
constantemente funciones que deben ser integradas usando la integracion
por partes. A continuacion realizaremos varios ejercicios y proponemos
otros para ser realizados por el alumno para ayudaran a comprender y a
perfeccionar esta importante técnica del célculo. Recuerde que el fin es

llegar a una integral ya tabulada.

Desde un punto de vista didactico se recomienda escoger la funcién u

de acuerdo con el orden, ayudandose de la regla mnemotécnica "ILATE".

1.Inversa trigonométrica: Sen~1(x), Arc Cos (x) ...

2.Logaritmicas: Ln (x),log,(b) ...

3.Algebraicas o polinébmicas: Ax™

4.Trigonométricas: Sen (x), Cos (x) ....

5.Exponencial:e* o a* siendo a € R.
Otra recomendacion seria cambiar el orden de trigonométrica y

exponencial. Si seguimos esta otra recomendacion podemos usar la regla
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mnemotécnica ALPES, asignandole el puesto de u de acuerdo con el orden
de aparicion:
1 Arcoseno (y cualquier trigopnométrica inversa)
Logaritmica
Polinémica

Exponencial

g b~ W N

Seno/coseno (y cualquier trigonométrica)
Se debe escoger adecuadamente u y dv. Una mala elecciéon puede
complicar mas el integrando. Poe ejemplo supongamos que tenemos un
producto en el que uno de sus factores es un monomio (por ejemplo x3). Si
consideramos dv = x3dx. Entonces, al integrarla tendremos que v = x*,
con lo que se ha aumentado el grado del exponente y esto suele suponer
un paso atrds. Normalmente, se escogen los monomios como u para
reducir su exponente al derivarlos. Cuando el exponente es 0, el monomio

es igual a 1 y el integrando es mas facil. Algo parecido ocurre con las
. 1 . . 1
fracciones (como ;). Si consideramos dv =;dx, tendremos v = Ln|x| v,

probablemente, obtendremos una integral mas dificil.

Como norma general, llamaremos u a las potencias y logaritmos y dv
a las exponenciales, fracciones y funciones trigopnométricas.

No se debe cambiar la eleccién escogida de u. A veces tenemos que
aplicar el método mas de una vez para calcular una misma integral. En
estas integrales, al aplicar el método por n-ésima vez, tenemos que llamar u
al resultado du del paso anterior y dv al resultado v. Si no lo hacemos asi,
como escoger una opcién u otra supone integrar o derivar, estaremos
deshaciendo el paso anterior y no avanzaremos.

Se presentan Integrales que denominamos ciclicas. Esto ocurre, tras

aplicar dos veces integracion por partes, la integral aparece nuevamente
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tenemos que despejar la propia integral de la igualdad obtenida para poder
calcularla

Los siguientes ejercicios buscan desarrolla destrezas, que permita
comprender las aplicaciones de las integrales en procesos mas complejas
presentes en la resolucion de problemas practicos..

Realizar las Integrales por parte de las siguientes funciones:

01.- I = fxCos (x)dx

Solucién

Integraremos esta funcion "por partes". Recordemos que este método es

I = judv=uv—fudv

Debemos escoger que parte de la funcion sera u(x) y cual sera dv que

aplicar la formula:

permita obtener una integral mas sencilla de resolver. En nuestro caso los
tomaremos de la siguiente manera

diferenviando
X f 5 d

dv = Cos (x)dx Integ;ando fdv = f Cos (x) dx = v = Sen (x)

u= u=dx

Aplicando la formula sustituyendo estos valores

I = judv=uv—Judv

I = JxCos (x)dx = xSen (x) — fSen (x)dx

Esta Integra que resulta esta en la tabla, [ Sen (x) dx = —Cos (x) + C
I = xSen (x) — (—Cos (x)) +C
Finalmente:

I = xSen (x) + Cos (x) + C
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Inx
02.- I = f dx

X2
Solucidn

Integraremos esta funcién "por partes”. En este caso los tomamos

u=Lnx diferenviando du=

= X
dx 1
dv=— Integrando fdv = fx‘z dx > v=—-—
X = X

Aplicando la formula sustituyendo estos valores

I = judv=uv—fudv

szLzzxdszx(x) (—%)—f(—%)ci—xz —%Lx(x)+fx‘2dx

xn+1

Esta Integra que resulta esta en la tabla, [ x™ dx = +C

n+1
-2+1

1 1 x~1
I = —;Lx(x)+<_2+1>+C— —;Lx(x)+<_—1>+C

Finalmente:

1 1 1
I=——Lx(x)——+C=——(Ux(x)"+1)+C
X X X

03.- = J(x3 + 5x?% — 2)e®* dx
Solucién

Integraremos esta funcion "por partes". En este caso los tomamos

u=x3+5x%-2 diferenviando ; _ (3x?% + 10x)dx

2x

e
dv = e®*dx Integ:iando fdv =Jezx dx =2 v = -

Aplicando la formula sustituyendo estos valores

I = fudv=uv—]udv



er er
I = (X3 + 5x% — 2)7 - f <7) (3X2 + 10x)dx
er 1 62x 1
I=(x*+5x? _Z)T_Ef(3x2 +100)e* dx = (x° +5x% —2)— =1

Donde
I, = f(SxZ + 10x)e?* dx

Integraremos esta funcion "por partes" nuevamente. En este caso los
tomamos

u=3x%+10x difereiviando du = (6x + 10)dx

2x

e
dv = e*¥dx Integ:r)ando jdv =fezx dx = v = -

Aplicando la formula sustituyendo estos valores

I = fudvzuv—fudv

er er
12 = (3X2 + 1OX)T - JT (6X + 10)dx

2x

e 1
I, =(3x*+ 10x)7— Ef e?* (6x + 10)dx

2x 1

e
12 = (3X2 + 1OX)T—§ 13

Donde
I; = f(6x + 10)e?* dx

Integraremos esta funcién "por partes" nuevamente. En este caso los
tomamos

w=6x+ 10 diferenviando du = 6 dx

er
dv = e®*dx Integ:iando fdv =Jezx dx =2 v = -

Aplicando la formula sustituyendo estos valores
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I = fudvzuv—fudv

er er er
13 = (6X+ 10)T—f7 (6)dx = (6X+ 10)7—3f€2x dx

er er
13 = (6X+10)7—3 7+C

Sustituyendo estos valores en la formula inicia se tiene:

er 2x

I= (x*+5x%—2) ! (32+10)e2x L (6x+10)° — 3 il )
= X 2 2| * AN R 2 2

Simplificando

2 2 2 2
I=(x3+5x2—2)£—(3xz+10x)£+l (6x+10)£—3£ +C

2 4 4 2 2

2x 2x 2x 362x

e
_ 3 2 2
I = (x°+ 5x 2) > (3x“ 4+ 10x) 2 + (6x +10) 3 3 +C

2x

I = [4x3 + 20x% — 8 — 6x% — 20x + 6x+10—3]?+C

Finalmente:

2x

I'=[40° + 142 — 140 — 1] ——+C

04.- I = je‘xCos (x) dx

Solucién

En este ejemplo no importa cuales son los factores u y dv, ya que al
integrar y al derivar e ™™ obtenemos —e™ y al integrar y al derivar Cos (x)
obtenemos —Sen (x). Se trata de una integral ciclica en la que tendremos
gue aplicar dos veces integracion por partes (con la misma eleccion para no
volver al paso anterior) y tendremos que despejar la integral de la expresion

obtenida Integraremos esta funcion "por partes". En este caso los tomamos
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U=e % diferenviando du = (—e~*)dx

=
dv = Cos (x) dx Integ:r}ando fdv = f Cos (x) dx = v = Sen (x)

Aplicando la formula sustituyendo estos valores

I = fudvzuv—fudv

I =e*Sen (x) — f Sen (x)(—e™¥)dx = e *Sen (x) + fSen (x)e™*dx

I =e*Sen (x) + I,
Donde

I, = jSen (x)e ™™ dx

Integraremos esta funcion "por partes" nuevamente. En este caso los
tomamos

U=e % diferenviando du = (—e)dx

=
dv = Sen (x)dx Integ:iando jdv = fSen (x) dx > v = —Cos (x)

Aplicando la formula sustituyendo estos valores

I = judv=uv—Judv

I, = e‘x(—Cos (x)) — f(—Cos (%)) (—e™)dx = —e™™Cos (x) — f Cos (x) dx

I, =—e™*Cos (x)—1
Sustituyendo estos valores en la formula inicia y simplificando se tiene:
[ =e*Sen (x)+ (—e ™ Cos (x) — 1) =e ™ *Sen (x) —e ™ Cos (x) — 1
I[+]1=e*Sen(x) —e*Cos(x)+C = 2I=e*[Sen(x)—Cos (x)]+C

Finalmente:
—-X

I = eT[Sen (x) —Cos (x)]+C

34



Autoevaluacion

Resuelva las integrales siguientes, empleando para ello el método de
Integral por Parte. Sefiale los pasos a realizar, explicando con sus palabras

las propiedades o formula usada.

01.- I = fArc Sen(x) dx 02.- I = fxn Ln (x) dx
03.- I = fx33x dx 04.- I = fSec3x dx
05.- I = jezx.Sen (3x) dx 06,- I = f(x2 —3x —4)e?* dx
w
07. I= foArc TgVx dx 08.- I= waec2 (3) dw
X
09.- 1= f(Zx + x2)? dx 10.- I = f e 4Sen (3x)dx

Integrales por Sustituciones Trigonométricas

El método integracion por sustitucion trigonométrica o cambio de
variables trigonométrica, se basa en realizar de manera adecuada un
cambio de variable por una expresion trigopnométrica, que permita convertir
el integrando en algo sencillo. Este método es aplicado cuando en el
integrando se presenta expresiones de la forma:

a® — bx? ax? + b? ax?® — b?

R v B ey S Y e iy
Generalmente estas expresiones estan elevada a un potencia racional
gue puede ser positiva 0 negativa (la expresion es un racional)
Si se presenta el tipo (a)

Cuando la integral a calcular posee la expresion:

, n
a’?—bx? 6 +/a?— bx?
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Hip Hip = a;C.0Op.= Vbx; angulo = «a
C.Op Por teorema de Pitagoras

C. Ady

C.ady = /(Hip)2 — (C,0p.)? = Ja? — bx?

Construimos un triangulo rectangulo, que en la Hipotenusa se asigne

el valor “a”; al cateto opuesto v/bx y al Angulo cualquier letra griega (a, B, v,
p, 0..), que sera la nueva variable con la que se trabajara. Para determinar

el valor del cateto que nos falta utilizamos el teorema de Pitdgoras

. . Va2 .
va? — bx?. En este caso el cambio sugerido es x = %sen a . Por ejemplo.

Hallar 1= [+v4—9x2dx

Solucion:
Hip Hip = 2;C.0p.= 3x;angulo = «
A C.Op Por teorema de Pitagoras
C. Ady C.ady = /(Hip)?2 — (C,0p.)? = /22 — (3x)2

C.ady = +/4 — 9x?

El cambio trigopnométrico recomendado es:

V4 2 ; ; 2
x=—=3Sen a==Sen «a Diferenciando dx = §Cos ada

e 3 -

Luego la integra se transforma en:

1= [ fs-5(sena)
= 3 en a 3

2 4
—Cos a da =§f\/4—9556n2(c¥) Cos a da
2 2
I = 51\/4 —4Sen?(a) Cos (a) da = §f\/4(1 —Senz(a)) Cos () da

2 4
I = §f\/Z VCos%(a)Cos (a) da = §J Cos*(a) da
Por identidad trigonométrica de potencia se tiene
1 Cos (2a)

Cos?(a) = >+

1:§f<%+6'osT(2a)> dazg[%fda +%f€05(2a)da]

Donde por tabla de integral: [ du =u+ Cy [ Cos (2u) du = %Sen 2u) +C
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1—4[1 il )]+c—2 + L sen 2w + ¢
—32a 22 en u —3a 387'1 u

2 1 2 2
I = §a +§25en (w)Cos (u) + C = §a +§Sen (u)Cos (u) + C

Por el cambio de variable realizado, tenemos:

25 S 3x
= — = [ —
X 3 en a ena 5

Luego:

3x

1 C.Ady V4 —9x?
a = sen (7)yCosa= =

Hip 2

Finalmente:

2 3 2 (3 4 — 9x2 2 3 4 —9x2
1= Zoen-t (;>+§ (;) (_VZ )+c:§sen-1 (;)ﬂ_vzx ‘C

Si se presenta el tipo (b)

Cuando la integral a calcular posee la expresion:

ax? + b? 6 Yax? + b2

Hip C.0p.= ax; C.Ady = b; angulo = «
C.Op Por teorema de Pitagoras

C. Ady

Hip = /(C,0p.)? + (C.ady)? = Jax? + b2
Construimos un triangulo rectangulo, donde el cateto opuesto vax, el

cateto adyacente se asigne el valor “b”; al y al Angulo cualquier letra griega

(o, B, v, p, 0...), que serd la nueva variable con la que se trabajara. Para

determinar el valor de la Hipotenusa se determina usando el teorema de

2
Pitdgoras Vax? + b?. En este caso el cambio sugerido es x = %Tana .

Por ejemplo.

Hallar

1
| =
J9+4x2dx
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Solucién:

Hip C.Op.=3;C.Ady.= 2x;angulo = f8
A C.Op Por teorema de Pitagoras

C. Ady Hip = \/(C,0p)? + (C.Ady.)? = /3% + (2x)2

Hip = /9 + 4x?

El cambio trigopnométrico recomendado es:

v =2 ran ) = Sran gy PUereriando gy 3secap) gp

Va -
Luego la integra se transforma en:
1 3 3 1
I = 2§Secz(,8) ap =§j > Sec?(B) dp
944 (% Tan (,B)) 9+4 <%Tan (B)

3 3

= _f _ Sec?(B) dp = —j ! Sec?*(B) dp
2) 9+ 9Tan?(B) 2) 9(1 + Tan2(p))

Por identidad trigopnométrica se tiene: 1 + Tan?(B) = Sec?(B)

I:%f ! Sec?(B) dp =%fdﬁ

Sec?(B)
Donde por tabla de integral: [ du =u+C
1
I=2f+C

Por el cambio de variable realizado, tenemos:

2 2x

x = Tan (B) = Tan () =% Luego: f = Tan"" (%)

Finalmente:

I = 1T -1 (2 +C
= 6 an 3
Si se presenta el tipo (c)

Cuando la integral a calcular posee la expresion:

ax? —b% 6 \ax?— b2
_ Hip = +ax;C.Ady.= b ;angulo = 6
Por teorema de Pitagoras
C.Op C.0p.= J(Hip)? — (C, Ady.)? = Jax? — b?
W .0p.=[(Hip)?> — (C,Ady.)2 =+
Construimos un triangulo rectangulo, que en la Hipotenusa se asigne

el valor vax; al cateto Adyacente “b” y al Angulo cualquier letra griega (a, B,
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Y, P, 6...), que sera la nueva variable con la que se trabajara. Para

determinar el valor del cateto que nos falta utilizamos el teorema de

2
Pitagoras Vax? — b?. En este caso el cambio sugerido es x = Esec 6 . Por

va
ejemplo.
Hallar
16x2 -9
- [T,
x
Solucioén:

Hip Hip = 4x; C.Ady.= 3;angulo = 6

/’ Por teorema de Pitagoras

?QF C.Op C.0p = /(Hip)? — (C,Ady.)?x? = \/(4x)% — (3)2
- Ady C.0p =+/16x2 — 9

El cambio trigopnométrico recomendado es:

V9 3 Diferenciando 3
= — == =
x \/1_656’C 6 2 Sec 0 dx 4Sec (0)Tan (6) db

Luego la integra se transforma en:

f\/16 = Sec 9 —93

ZSec (0)Tan (6) d6
- Sec 0

9
I=f\/161—659620—9Tan (6) do =f\/(9Seczt9—1)Tan () do

I = f\/@w/(Secz 6 — 1)Tan (6) d6

Por identidad trigopnométrica se tiene
(Sec? 0 — 1) = Tan?(0)

S 7]
I==3Jw/(Tan29 Tan(@)dH—BJTan9d0—3f en’ do

Cos? 6
Por identidad trigonométrica se tiene

Sen?(6) = 1 — Cos?(0)
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L f(l—Cos 0) d6—3f 60529d9
T Cos? 6 Co 29 Cos? 0

I==3[fSec29 d@—fd@]

Donde por tabla de integral: [du =u+Cy [ Sec?(u)du = Tan (u) + C
[=3[Tan(8) -0 ]+ C
Por el cambio de variable realizado, tenemos:
3 4x 3x
X =ZSec 0 = Sec 9=? = a=Sec‘1(—)

2
Por funcion trigopnométrica se tiuene

C.Op +V16x%2-9
Tan (0) = =
C.Ady 3
Luego:
V16x? —9 . (3x
| =3|———— Sec 1(—) +C
3 2
Finalmente:

3x
I =+/16x%2 —9 —3Sec™! <7> +C

Funciones e identidades Trigonométricas.

Para la resolucion de Integrales por el método de Sustitucion

trigonométrica, se les aconseja repasar las funciones trigonométricas y sus

identidades.

A continuacién suministramos a titulo informativo las principales

funciones trigonométricas y algunas identidades importantes a recordar.

Recuerde que esto no es parte de este curso, pero es importante

conocerlas.

Razones trigopnométricas

Observemos el siguiente Las razones o] funciones
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triangulo rectangulo trigonométricas para el angulo B las
definimos de la siguiente manera:
Seno B (Sen B)

Cateto opuesto b

Sen B = - =—
Hipotenusa a
Coseno B (Cos B): Tangente B (Tan B) 6 (Tg B):
Cateto adyacente ¢ Sen B Cateto opuesto b
Cos B = - =— | TanB = = =—
Hipotenusa a Cos B Cateto adyacente c
Cotangente B (CTg B) (Cot B)
1 Cos B Cateto adyacente ¢
CTgB = = ==

TanB SenB  Cateto opuesto b

Secante B (Sec B)

1 Hipotenusa a

S B = = =
ec Cos B Cateto adyacente ¢

Cosecante B (Csc B)

Csc B = 1 Hipotenusa _a
seb= Sen B Cateto opuestoadyacente b

En las identidades a y B para denotar a los angulos..

Identidad principal o pitagoérica

Una identidad trigonométrica es una relacion que involucra funciones
trigonométricas y que se cumple para todos los angulos X del dominio.
Estas identidades son muy utiles al momento de resolver integrales. Dado
gue las funciones trigonométricas se definen partiendo de un triangulo
rectangulo, entonces se cumplen las siguientes identidades:

Sen?a + Cos?a =1 1+ Tan?a = Sec?a 1+ CTg?a = Csc?a
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Identidades de la suma y diferencia de &ngulos
Sen(a + B) = Sen (a)Cos (B) + Cos (a)Sen (B)
Sen(a — B) = Sen (a)Cos (B) — Cos (a)Sen (B)
Cos(a+ B) = Cos (a)Cos (B) — Sen (a)Sen (B)
Cos(a — B) = Cos (a)Cos (B) + Sen (a)Sen (B)
Tan (a) + Tan (B)
1—Tan (a)Tan (B)

Tan (a) — Tan (B)
1+ Tan (a)Tan (B)

Tan (a + )

Tan (a — fB)

Identidades del angulo doble y del angulo medio

Las identidades del &ngulo doble las podemos obtener a partir de las
identidades de suma de angulo (donde a = B). Por otro lado, las identidades
del &ngulo medio las obtenemos a partir de la identidad del angulo doble del
Cos (x).

Angulo Doble Angulo mitad

Sen(2a) = 2Sen (a)Cos () Sen (%) = i\/@
Cos(2B) = Cos* (B) — Sen*(B) Cos (g) = i\/@

2Tan (a)
Tan (2a) T TanZ (2 @

a

Tan (2

) = Csc(a) — CTg (@)

Ademas la tangente del angulo mitad también satisface las siguientes

identidades:
ay ’1—6‘05 (a) ay _ Sen (a)
Tan(z)—i 1+ Cos (@) v Tan(z) " 14 Cos (a)
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Identidades para la reduccion de potencias

1 —Cos (2p)
2

1+ Cos (2B)

Sen? (B) = >

Cos? (B) =

Transformacion de suma a producto

S}
+
=)
R
=

Sen (a) + Sen(pB) = ZSen(

Jeos (<2)
Jsen(*55)
Joos (57

a—p
)
Sen(a — )
Cos (a)Cos(B)

N

R
+
=

R

S

Sen (a) — Sen(B) = ZCos(

S
+ N
=

Cos (a) + Cos(B) = ZCOS(

N

Cos (a) — Cos(B) = —2Sen (a b '8) Sen(

Tan (a) — Tan(B) =

Transformacion de producto a suma
Sen(a—pB) — Sen(a + B)

Sen(a)Sen(B) = .
Cos(a)Cos(g) = 225 @+ F) er Cos (a — B)
Sen(@)Cos(p) = >+ B) ;f Sen(a — )
Cos(@)Sen(p) = & F) _ Sen (a - B)

Ejemplos por Sustituciones Trigonométricas

Resuelva paso a paso por el método de sustitucion trigonomeétrica,

sefiale la sustitucidbn trigopnométrica usada, las operaciones, las
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simplificaciones que realice y las formulas de integracion (tabla). Sefale los
pasos a realizar, explicando con sus palabras las propiedades o formula
usada.

Solucion.

01.-

1
sz dx
Vx?2 —4x + 13
Completando el cuadrado perfecto de la cantidad subradical del

denominador y simplificamos, la integral nos resulta

1 1 1
=[x = | ax = | dx
Vx? —4x + 13 Vx? —4x+4+9 \/(x2—4x+4)+9

1
sz dx
J(x—2)2+32
El cambio trigopnométrico recomendado es:
x—2=3Tg z = Diferenciando = dx = 3Sec?zdz

Luego la integra se transforma en:

; f 1 3S0c? 7 d f 3Sec?z p f 3Sec?z 4
= | ——3Sec’zdz= | ——dz= | — dz
J(BTgz)? - 32 \J3%Tg?z + 32 J3%(Tg?z+ 1)
Por identidad trigonométrica se tiene:Tg?a + 1 = Sec?a
[ 3Sec?z iy = f 3Sec?z iy = fS 4
= A 2= | go—dz= eczdz

Donde por tabla de integral: [ Sec udu = Ln|Secu + Tg u| + C
[ =Ln|Secz+Tgz|l+C
Del cambio trigonométrico construimos el triangulo

x—2 c.opuesto

—2=3T = Tgz= =
X gz g2 3 C.Adyasente

Por teorema de Pitagoras

Hipotenuza = \/(x —2)2 4+ (3)?

Hip = Jx? — 4x + 13
C.Op

C. Ady
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Hipotenusa  Vx? —4x + 13

Secz = =
c. Adyasente 3
Por lo tanto:
Vx?—4x+13 x-—2 Vx?2 —4x+ 13+ (x—2)
I=1Ln 3 + 3 +C=1Ln 3 +C

1
02.- I = f—dx
V (4x — x?%)3
Completando el cuadrado perfecto de la cantidad subradical del

denominador y simplificamos, la integral nos resulta

dx

) 1
1=j«/(4—4+4x—x2)3dx=jx/(4—(x2—4x+4))3

— 1 x
I_f\/(ZZ—(x—Z)fd

El cambio trigopnométrico recomendado es:
x—2=28en z = Diferenciando = dx = 2Coszdz

Por lo tanto la integra se transforma en:

1 2Cos z
sz 2Coszd2=f dz
V(22 — (2 sen 2)2)3 (22 — 22Sen?z)3

2Cos z

J(Zz(l — Sen2z))’

Por identidad trigonométrica se tiene:1 — Sen?a = Cos?a

I dz

I_j‘ 2Cos z d_j‘ZCoszd_f 1 d
B (\/ﬁ ’—Coszz)3 Z= 23Cos3 z Z= 4Cos?z z
[_1 2 d —
—Zfsecz z =

Donde por tabla de integral: [ Sec?udu =Tgu + C
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1
I=Zng+C

Del cambio trigonométrico construimos el triangulo

x—2 c.opuesto

x—2=2Senz = Senz= = —
2 Hipotenuza

Por teorema de Pitagoras}

C.Adyasente = \/(2)2 —(x—2)?= \/4x — x?

Hip Taz— C Opuesto ~ x—2
C. Op 92 = Adyasente  \ax — 22
C. Ady Por lo tanto
I = 1( X2 ) +C
4 \V4x — x2
Sen 6
03.- I=f o
VSen 26 + 4Sen 6 + 2

Completando el cuadrado perfecto de la cantidad subradical del

denominador y simplificamos, la integral nos resulta
Sen 0 Sen 0

I =f de =f dae
J(Sen20 +4Sen 6 +2 +2 — 2) J((Sen

20 + 4Sen 6 + 4) — 2)

_ Sen 6
J((Sen 0 +2)2—(2))

Por cambio de variables simple se tiene:

I do

Sen0+2=p = Senf=p-—2 = Diferenciando
= Cos0dO =dp

> J1-Sen?08df=dp = J1—-(p—2)?do=dp
dp

V1—(p—2)?

= do =

La integral se transforma en:
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(p—2) f ?-2
V@2 —2)\/1—(19 2)? \/(p -2)(1-@*—4p+9)

(»p-2) dp = (»—2)
J@?—2)(1—p2+4p—4) V@? —2)(—p?+4p - 3)

dp

dp

(r—-2)
I = dp
J-p*+4p3 —3p2+2p2 —8p +6
-2
[ p—-2) dp =
J-p*+4p3—p2—8p+6
El cambio trigopnométrico recomendado es:

=
Diferenciando

Sen @ +2 =+/2Sec z Sen® =2 Sec z — 2

= Cos0df =+2SeczTgzdz

= J1—Sen26df =+2SeczTgzdz

= \/1— (V2 Sec z — 2 )2d0=\/§Seczngdz

= \/1—(259022—4\/55% z+4)d0 =V2SeczTgzdz

> Jl—ZSeczz+4\/§Sec z—4 df =\2SeczTgzdz

Por lo tanto la integra se transforma en:
(\/_Secz— 2) 2Cos z
2Coszdz =

=) J((V2Zsec 2 -2) J V@ Dsemiay
2Cosz

i f\/(22(1 — Sen?z))’

dz

Por identidad trigonométrica se tiene:1 — Sen?a = Cos’a

I_f 2Cos z d_fZCoszd_f 1 d
B (@,/60522)3 2= ) 23Cos32z T ) 2Cos2z ™
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4
Donde por tabla de integral: [ Sec?udu =Tgu+ C

1
I = —fseczzdz

1
I=Zng+C

Del cambio trigopnométrico construimos el triangulo

x—2 c.opuesto

—-2=25 = S = =
* enz enz 2 Hipotenuza

Por teorema de Pitagoras

C.Adyasente = \/(2)2 —(x=-2)?= \/4x — x2

Hip S C Opuesto  x—2
C.Op §2=1 Adyasente  \[4x — x2
C. Ady Por lo tanto
=2 ( ik ) +C
4 \Vax — x2
04.- I = fx3 7 —2x2dx
El cambio trigopnométrico recomendado es:
V7 . :
x=—Sen z = Diferenciando = dx=-—=Coszdz
V2 V2

Por lo tanto la integra se transforma en:

= [ (Do) oo s e) Lo
= — oen z - — d€en 7z —UL0S Z dZ
V2 V2 V2
49
1= Tf Sen3z+/7 — 7Sen2z Cos z dz
Por identidad trigonométrica se tiene:1 — Sen?a = Cos?a

49
I = Tf Sen®z /7(1 — Sen?z) Cos x dz

49
I = = Sen3z 7 v/ Cos?z Cos x dz
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49T
4

Por identidad trigonométrica se tiene: Sen’a = 1 — Cos?a

Sen®z Cos?zdz = T,f Sen?z Cos®z Senzdz

49V7
[ = f(l—Cos z) Cos?zSenzdz

49\/—
f(Cos zSen z — Cos*z Sen z) dz
49\/7
= (j Cos?z Senz dz — f Cos*z Sen z dz)
Por cambio de variable
w=cosz = dw= —Senzdz= Senzdz=—-dw
Por tanto

49\/_<fw (—dw) — fw (- dw))

=¥(jw4 dW—JWZ dw)

vn+1

Donde por tabla de integral: [ v™ dv = +C
n+1
_AWT (wE WP P
4 \'S 3

Regresando el cambio:

497 (Cos®z Cos3z
I = +C

4 5 3

Por el cambio de variable trigopnométrica se tiene:

V7 c c V2x  C.Op
X =—=0€én 7z = en z = — = .
V2 V7 Hip
Hip Por teorema de Pitagoras
,A C. Op

C. Ady
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Autoevaluacion

C.Adyasente = \/(Hip)? — (C.Op)?

- |67 - (v’

C.Adyasente = 7 — 2x?
C.Adyasente V7 — 2x?

Cos z = - =
Hip V7
Por lo tanto
VT (W - 2x2>5 (W = 2x2)3 c
4 V7 V7

En la siguiente cuadricula coloque su numero de cedula de identidad

la cual generara algunos valores a usar en su actividad evaluativa. Si algun

valor es cero (0) cambielo en la actividad por 3

Dado:

A|B|C|D|IE|F|G|H

Realizar por la sustitucion trigonométrica indicando paso a paso con

sus palabras las propiedades o formula usada (tabla); operaciones.

Simplifique.
1 1
01 [ = J—dx 02 I :f dx
J(F + Ax?)3 Vx?+Bx+D
A 2
03 I = f dx 04 I = f ad dx
(Cx — Gx?)3 VH + Dx — x2
1
05 = f—dx 06 I = foN/A—FxZ dx
VBx% + G
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xZ
07 sz—dx 08 I=fx3\/D+Ex—Fx2dx
VA — Cx?
09 I f ! d 10 I f i d
= | ————dx = | ———dx
x2VB — Hx? [(A = Bx2)3
1 N 2
11 I= f— dx 12 [o [VEHRGXT
V (C + Dx?)3 x

Integrales que contienen potencias de senos y cosenos

Estudiaremos ahora las integrales de funciones que presentan
potencias trigonométricas, es decir, funciones con alguna de las siguientes
formas:

Sen™(u) Sen™(u)Cos™(u) Tan™(u)
Cos™(u) Tan™(u)Sec™(u) CTg™(u)
Sec™(w) CTg™(uw)Csc™(u) Csc™(u)

Integrales de la forma [ Sen™(x)dxy [ Cos™(x) dx

a) Cuando m es par; utilizamos las identidades de angulos dobles.

1-Cos (2x)

- Z(X) _ 1+Cos (2x)

Sen?(x) = .

y Cos
Integrales de la forma [ Sen™(x) Cos™(u)dx
La estrategia que debemos usar para integrar combinaciones de

productos y potencias de Sen (x)y Cos (X) es transformalas utilizando

identidades tipo sumas Yy diferencias de integrales de la forma
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[ Sen™(x) Cos (x)dx 6 [ Cos™(x)Sen (x)dx. Posteriormente se emplea el
método de sustitucion o integracion por parte. por ejemplos.
Resuelva la integral

= fCosS(x) Sen (x)dx
Solucion:
Se observa que por cambio de variable se tiene
Cos (x) =P difereicicmdo Sen (x)dx = dp

Por lo tanto la integral resulta
I= j p°dp

Por tabla de integrales se obtiene:

5+1

_b
5+1

Regresando el cambio; finalmente se concluye

1
I +C = I=2pt+c

1
I = gCos6(x) +C
Mediante este método, se busca determinar la integral de la forma
I = fSenm(x) Cos "(x)dx; donden,m € z*

En general, se intenta escribir un integrando en el que intervienen
potencias de seno y coseno en una forma donde se tiene solo un factor
seno (y el resto de la expresién en términos de coseno) o solo un factor
coseno (y el resto de la expresion en términos de seno). Usando identidad
Sen?(x) + Cos?(x) = 1, podemos transformar una parte a otra entre
potencias pares de seno y coseno.

Las integrales trigonométricas incluyen combinaciones algebraicas de
las seis funciones trigopnométricas basicas, siempre podemos expresar tales
integrales en términos de senos y cosenos.

Se presentan los siguientes tres casos.
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Caso 1: Cuando m es impar

Cuando m es impar entonces mes la formam = 2k + 1, podemos
apartar un factor del seno y en el factor elevado a la potencia par, sustituirlo

por la identidad Sen?(x) = 1 — Cos?(x), es decir

[ = fSenm(x) Cos™(x)dx = fSenZk“(x) Cos™(x)dx
I = fSenZk(x) Cos™(x)Sen (x)dx = j[Sen2 (x)]* Cos™(x)Sen (x)dx

I = f[l — Cos?(x)]* Cos™(x)Sen (x)dx

Al tener la integral de esta forma, se realizar el siguiente cambio de
variable

Diferenciando
q

p = Cos (x) dp = —Sen (x)dx

Sustituyendo en la integral se obtiene:
I= f(l —pH*ptdp
Desarrollando la potencia del binomio y multiplicamos por el siguiente
elemento se obtienen varias integrales polindmicas que se resuelve usando

la explicada en el método directo; luego se regresa el cambio de variable y

se obtiene el valor buscado.
Caso 2: Si n es impar

Cuando m es impar, se trata como en el caso anterior, pero la funciéon
a desarrollar es mes la formam = 2p + 1, podemos apartar un factor del
coseno y en el factor elevado a la potencia par, sustituirlo por la

identidad Cos?(x) = 1 — Sen?(x), es decir

= fSenm(x) Cos™(x)dx = fSenm(x) Cos?P*1(x)dx

53



I = fSenm(x) Cos?P(x)Cos (x)dx = fSenm(x) [Cos?(x)]PCos (x)dx

= f sen™(x) [1 — Sen?(x)]PCos (x)dx

Al tener la integral de esta forma, se realizar el siguiente cambio de

variable
u = Sen (x) Difereiciando du = Cos (x)dx
Sustituyendo en la integral se obtiene:
I = fum(l —u®)? du

Desarrollando la potencia del binomio y multiplicamos por el siguiente
elemento se obtienen varias integrales polinébmicas que se resuelve usando
la explicada en el método directo; luego se regresa el cambio de variable y

se obtiene el valor buscado.
Caso 3: Siny m son pares

Cuando n y m son numeros pares entonces pueden ser escritos como
n = 2k y m = 2p respectivamente, podemos aplicar las identidades de la

mitad de angulo

Senz(x) _ 1—C025 (2x)

y en ocasiones, es util usar la identidad:
Sen (2x) = 2 Sen (x)Cos (x)

1+Cos (2x)

y Cos?(x) = .

por lo que

I = fSenm(x) Cos™(x)dx = fSenZk(x) Cos?P(x)dx

— k p
I = j(Senz(x))k (COSZ(x))pdx _ f <1 Cos (2x)> <1 + Cos (2x)> i

2 2
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Luego se desarrolla las potencias de los binomios y la multiplicacién de los

polinomios.
Integrales que contiene potencias de tangentes y secantes

Al calcular integrales de la forma:
I = [Sec™(x)Tan™(x) dx; donden,m € Z*
Se puede usar una estrategia semejante a la anterior.

Sabemos que

dT (x) = Sec?
I an (x) = Sec*(x)

podemos separar un factor Sec?(x) y convertir la potencia restante
(par) de la secante en una expresion relacionada con la tangente por medio

de la identidad Sec?(x) = 1 + Tan?(x). por otro lado, sabemos que

d

aSec (x) = Sec(x)Tan(x)

se puede separar un factor Sec(x)Tan(x) y convertir la potencia restante

(par) de tangente a secante.

En este tipo de integral, se presentan los siguiente casos.
Caso 1: Cuando n es par

Si n es par entonces se puede escribir de la forma n = 2k, separamos

un factor de Sec?(x) y utilizamos la identidad Sec?(x) = 1 + Tan?(x), luego

I = fSec"(x)Tanm(x) dx = fSecZk(x)Tanm(x) dx
I = jSeCZk_Z(x)Tanm(x) Sec?(x)dx = fSecz("_l)(x)Tanm(x)Secz(x)dx

I = f[Secz(x)](k‘l)Tanm(x) Sec?(x)dx = f[l + tan?(x)]*DTan™(x) Sec?(x)dx
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Al hacemos el cambio de variable
p = Tan(x) bif ereil)ciando dp = Sec? (x)dx
la integral nos queda:
I= f[l +p?]*Vp™ dp

Que debemos desarrollar como una integral polinébmica
Caso 2: Cuando m es impar

Si m es impar entonces puede escribirse de la forma m = 2k + 1, el
truco estd en separar un factor de Sec(x)Tan(x) y emplear la identidad

Tan?(x) = Sec?(x) — 1, luego:

I = jSec"(x)Tanm(x) dx = jSec”(x)TanZk“(x) dx
I = jSec”‘l(x)TanZI‘(x) Sec(x)Tan(x)dx

I = jSec”‘l(x)(Secz(x) — 1)*Sec(x)Tan(x) dx

Realizando el cambio de variable

Diferenciando

p = Sec(x) dp = Sec(x)Tan(x)dx

La integral nos queda

I = Jpn‘l(pz —D*dp

Que debemos desarrollar como una integral polinébmica
La tangente tiene potencia par

Si s6lo se desea integrar la funcion Tan™(x) siendo n un namero par

entonces
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1= J.Tann(x) dx = fTanZI‘(x) dx = fTanZk_z(x) Tan?(x)dx
I = .[-Tanz"_2 (x) [Sec?(x) — 1]dx

I = fTanZk‘Z(x) Secz(x)dx—fTanZk‘z(x) dx

La secante tiene potencia impar

Si la funcién a integrar es la funcién Sec™(x) siendo n un numero

impar entonces para calcular
I = fSec”(x) dx = fSecZk“(x) dx

Se utiliza el método de integracién por partes.
El ejemplo clasico de este caso consiste en hallar la integral realizado

en el apartado integral por parte.
Ninguno de los anteriores

Cuando no existe forma aplicar ninguno de los pasos antes sefalado,
debemos transformar a Sen (x) y Cos (x) recordando que;
Sen (x) 1 1

Cos (x) Sec (x) = Cos (x) Cse (x) = Sen (x)

Tan (x) =

Sustitucion de Weierstrass

Es una sustitucion que permite transformar una funcién trigpnométrica

a funcion racional. Por ejemplo. Deseamos evaluar una integral de la forma

I = fR(Sen (x),Cos (x)) dx
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Donde

P(x,y)
R(x,y) = ; P,Q € R(x,y)
(o)) =Gty P € Ry
Se hace el cambio de variable
X
u="Tan (E)
por lo que
x u Y X 1
Sen (=) = — S
b= Q=
De donde se sigue que
2u Y 1 —u?
Sen (X)—m Cos (x)=1_|_u2
Por lo tanto ,no es dificil ver que
dx = 2 d
T irer™

Esta sustitucion permite reescribir la integral como
2u 1- u2> 1

, du
1+u?2’14+u?)1+u?

I = fR(Sen(x),Cos(x)) dx = 2fR<

Que resulta ser una funcion racional, de integracion mecéanica.
Integracion numeérica

La integracion  numérica comprende una amplia gama

de

algoritmos para calcular el valor numérico de una integral definida. Se usan

cuando no podemos aplicar un método de integracion o la funcion primitiva

resulta es muy complicada; por tanto su aplicacion resulta mas util, a fin de

obtener su valor numérico directamente.

El término cuadratura numéricaes semejante a la integracion

numeérica, en especial si es aplicada a integrales unidimensional, aunque
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para casos de dos o mas dimensiones (integrales multiples) también se

utiliza.
Ejemplos Integrales que tienen potencia de Senos y Cosenos

01 Realizar = fSen3(x) dx

Solucion.
I = jSen3(x) dx = jSenZ(x) sen (x)dx

Usando la identidad Sen?(x) = 1 — Cos?(x)

= f[l — Cos?(x)] Sen (x)dx = fsen(x) dx — j Cos?(x)Sen (x)dx =1, — I,

Donde

I = jsen(x) dx = —Cos (x); por tabla

I, = fCosZ(x) Sen (x)dx

Por cambio de variable

Diferenciando
f du
-

u = Cos (x) = —Sen (x)dx = Sen (x)dx = —du

Luego

u2+1 u3

LI
z+)_ 37

I, = juz (—du) = —

Regresando el cambio

Cos3(x)
= — +C
2 3
Reuniendo los resultados obtenidos se concluye
Cos3(x)
3

Cos3(x)
3

I=—Cos(x)—<— >+C=—Cos(x)+ +C
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02 Realizar I=fC0$5(4x) Sen(4x)dx

Solucién.

Por cambio de variable

Difereiciando du = 4dx

u 4x dx —
= = =

Luego

dx 1
I = f Cos®(u) Sen(u)r = Zf Cos®(u) Sen(u)du
Por otro cambio de variable

Diferenciando
_)

p = Cos (u) dp = —Sen (x)dx = Sen (x)dx = —dp

Por tanto

RN SIS
—4P p—4pp

n+1
Por ser polinémica la tabla nos sefiala [ u™ du = ’;T + C por tanto
1 5+1 1 6
4(5+1) 4(6) 24

Regresando los cambios se tiene:

=2 6()+c—1c 6(4x) + C
—24 os (u —24 oS X

03 Realizar , _ JSen7(x) Cos?(x)dx = JSen6(x) Cos?(x)Sen (x)dx

Solucion. Usando la identidad
= fSen6(x) Cos?(x)Sen (x)dx = f(.‘)“enz(x))3 Cos?(x)Sen (x)dx
Usando la identidad Sen?(x) = 1 — Cos?(x)
I = f(l - Cosz(x))3 Cos?(x)Sen (x)dx

Por cambio de variable
Dif ereil)aando dp

p = Cos (x) = —Sen (x)dx = Sen (x)dx = —dp

Luego
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1=jk1—p53p%—dnﬁ=—Jkl—pﬁ3p%w
Desarrollando la potencia del binomio y el producto de polinomios
1=-—f(1—3p2+3p4—zf)p%h>=-—f(p2—3p4+3p6—rﬁ)dp
Al separar las integrales todas son polinbmica y aplicando la tabla
que nos sefiala [ u" du = ’;n—: + C resulta

2+1 4+1 6+1 8+1
j=—(2 -3 43P P +C
2+1) “4+1 (6+1) (B+1)
Simplificando y regresando el cambio
[ = (13 35_|_37 19)+C
- 3P TP TP TP

3 3 1
Cos3(x) + 56055(x) —76057 + (x)gCosg(x) +C

[ 1
3

04 Realizar | = fgen2(3x) Cos?(3x)dx

Solucion.

Usando la identidad

1 — Cos(2x) 1+ Cos(2x)
2 2

[ = f (1 — C;S(6x)> <1 + C(Z)S(6x)> dx = %f(l — Cos(6x)) (1 + Cos(6x))dx

Por cambio de variable

sen?(x) = y Cos?(x) =

Diferenciando du

u = 6x du = 6dx =>dx=?

_)
Luego
1 du 1
I = Zf(l — Cos(u)) (1 + Cos u)? = ﬁf(l — Cos(u)) (1 + Cosu)du
Aplicando producto notable y la identidades
1— Cos?(u) = Sen?(u) y Sen?(u) = %S(Zu)
1 (1-Cos(2u)
———du

1 1
= - 2 = — 2 = —
I = 24f(l Cos?(u)) du 24[5911 (uw) du 7 >

1 1 1
I = Ef(l — Cos(Zu)) du = EU du — f Cos(2u) du] = E([1 - 1)
Donde por tabla se tiene
I = fdu =u+C
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I, = fCos(Zu) du

u Diferenciando

t = dt = 2du = du=—
- 2

I, = f Cos(t)% = %f Cos(t)dt = %Sen t+cC
Regresando el cambio
I, = %Sen Qu)+C
Reuniendo los valores obtenidos

1 1
I = E(u — ESen (2u)> +C
Finalmente regresando el primer cambio de variable

1 1
I = Eu — %Sen (12x) + C

05 Realizar I =fTan2(x) Sec3(x)dx

Solucion.
Usando la identidad Tan?(x) = Sec?(x) — 1

I = j[SecZ(x) — 1] Sec3(x)dx = f[Secs(x) — Sec3(x)] dx

I= JSec5(x) dx — jSec3(x) dx =1, — I,
Donde
I = fSecS(x) dx = fSec3(x) Sec? (x)dx

Integrando por parte. En este caso los tomamos

3(x) diferenviando d

. u = 3Sec3(x)Tan (x)dx

u = Sec

dv = Sec?(x) dx Integ;ando f dv = fSecz(x) dx = v =Tan (x)

Aplicando la formula sustituyendo estos valores

I = fudv=uv—]udv

I, = Sec3(x)Tan (x) — f Tan (x) 3Sec3(x)Tan (x)dx
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I, = Sec3(x)Tan (x) — 3 f Tan? (x) Sec3(x)dx = Sec3®(x)Tan (x) — 31
Ahora determinemos
I, = fSec3(x) dx = fSecz(x) Sec (x)dx
Integrando por parte En este caso los tomamos

diferenviando
f N du =

dv = Sec?(x) dx Integ;;ando f dv = fSecz(x) dx = v =Tan (x)

Aplicando la formula sustituyendo estos valores

I = judv=uv—Judv

I, = Sec(x)Tan (x) — f Tan (x) Sec(x)Tan (x)dx

u = Sec(x) Sex (x)Tan (x)dx

I, = Sec(x)Tan (x) — f Tan? (x) Sec(x)dx = Sec(x)Tan (x) — I5
Donde por la identidad Tan? (x) = Sec? (x) — 1
I; = fTan2 (x) Sec(x)dx = f(Sec2 (x) — 1) Sec(x)dx
Usando la tabla de integrales
I; = jSec3 (x)dx — jSec(x) dx = I, — Ln|sec (x) + Tan (x)| + C

Reuniendo los valores obtenidos y simplificando
I, = Sec(x)Tan (x) — (I, — Ln|sec (x) + Tan (x)|)
I, = Sec(x)Tan (x) — I, + Ln|sec(x) + Tan (x)|
I,+1, = Sec(x)Tan (x) + Ln|sec(x) + Tan (x)|
21, = Sec(x)Tan (x) + Ln|sec(x) + Tan (x)|

1 1
I, = ESec(x)Tan (x) + ELnIsec(x) + Tan (x)|
Por otro lado
1 1
I=1,—1, =Sec3(x)Tan (x) — 31 — (ESec(x)Tan (x) + ELnIsec(x) + Tan (x)l)
1 1
I+ 31 = Sec3(x)Tan (x) — ESec(x)Tan (x) — ELnlsec(x) + Tan (x)|
1 1
4] = Sec3(x)Tan (x) — ESec(x)Tan (x) — ELnlsec(x) + Tan (x)|
Finalmente
1 1 1
I = ZSec:"'(x)Tan (x) — §Sec(x)Tan (x) — §Ln|sec(x) + Tan (x)|
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Autoevaluacion

Resuelva paso a paso las siguientes integrales usada el método de
integrales de potencias de funciones trigopnométricas, sefale las
operaciones, simplificaciones realizadas, explique con sus palabras las
propiedades o identidades que emplee y las formulas de integracion
(tabla),.

01.- I =fCos5(3x) dx 02.- I = jSen3(4x)Cos (4x) dx
03.- I= fSen5(4x) Cos3(3x)dx 04.- I = fSen6(3x) dx
05.- I = ng3(4x) dx 06,- I = ngG(4x)Sec4(4x)dx
07. I = fTanS(Sx) dx 08.- I=fCTgG(3x) Csc*(3x)dx
09 - I =JCSC5(7X) dx 10.- f Tg” (Zx)
m

10 I = ]Sen7(x) Cos (x)dx

Integracion de Funciones Racionales por Descomposicién en
Fracciones Simples.

Las fracciones parciales o simples es un método de integracion que
permite resolver integrales de funciones racionales que no podemos
calcular por los otros métodos ya desarrollados (primitivas, aplicando tabla,
por partes, cambio de variable), iniciamos sefialando que es una fraccion
raciona:

Es el cociente no efectuado de dos funciones cualesquiera pero el

denominador necesariamente debe ser distinto de cero.
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El método de descomposicion en fracciones simples consiste en
descomponer un cociente de polinomios en una suma de fracciones de
polinomios de menor grado. Es utilizado en el célculo integral para
transformar un integrando complejo en fracciones mas sencilla. El requisito
mas importante es que el grado del polinomio del denominador sea
estrictamente mayor que el del numerador. Ejemplo.

Dado la fraccion siguiente exprésela como otra mas simple

x3 + 3x
x?—2x—3

Observe que el numerador y denominador son polinomios; pero,
cuando el grado del polinomio del numerador es mayor o igual al del
denominador, se realiza la division de los polinomios para obtener un
polinomio mas una nueve fraccion, resultando:

x3 4 3x Cet24 10x + 6
X2 —2x—-3 x2 —2x—3

La expresidn gque resulta en este caso es una fraccion donde el
polinomio del numerador tiene menor grado que el polinomio del
denominador, ahora la fraccion puede transformarse en una suma de

fracciones parciales, pero el polinomio del denominador lo factorizamos,

guedando:
10x+6 10x+6 A N B A(x+1)+B(x—3)
x2—-2x—-3 (x=-3)(x+1) x-3) (x+1)  (x-=-3)(x+1)

Comparando los numeradores
Ax+A+Bx—3B=10x+6 = (A+B)x+A—-3B=10x+6

Por lo tanto
A+B=10 3 [A+B=10 34 + 3B = 30 _
A—3B=6 1[A—3B=6 = [A—SB=6 =44 =36
a=3 A=9
= — = =
4
A+B=10 1 [A+B=10 A+B =10 B
[A—3B=6:>—1 [A—3B=6 = |_a+3p=—6 =14
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B=- = B=1
4
Por lo tanto la fraccion parcial no queda
10x + 6 10x + 6 9 1

= — +
x*?-2x—3 (x—-3)x+1) x-3) (x+1)
Una definicibn més exacta del método de fracciones parciales seria:

. ., . P ., . .
Si una funcion racional % es una fraccion propia, si el grado del

polinomio P(x) es menor que el grado del polinomio Q(x). De no cumplirse
esto se realiza el cociente para obtener un polinomio cociente mas una
fraccion propia
P(x R(x
() _ oy 4 R
Q) Q(x)

Existen 4 casos de fracciones parciales:

Caso 1: Factores lineales distintos.
Cuando cada factor lineal de la forma ax + b del denominador le
corresponde una constante, aumentando en numero de constantes segun la

cantidad de factores que se tenga en el denominador.

Nota: Todas las integrales que utilicen este caso su resultado sera el

logaritmo natural de cada uno de los factores.
Caso 2: Factores lineales repetidos
El ndmero de factores serd igual al grado (exponente) del polinomio;

es decir; a cada factor lineal ax + b que figure n veces en el denominador le

corresponde una suma de fracciones de la forma:
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PO PX) A B N
000 (@ +b)y (ax+b) @rbyr T @t

Nota: Una de las integrales correspondientes a este caso da como

resultado un logaritmo natural, mientras que las restantes se resuelven
mediante un cambio de variables. Por ejemplo:

x2—3x+4_ A N B N C
(x +2)3 _(x+2) (x+2)2 (x+2)3

Caso 3: Factores cuadraticos distintos

En este caso a cada factor le corresponderan dos constantes, de las
cuales una de estas sera el coeficiente del término lineal. EI denominador
contiene factores de segundo grado, pero ninguno de estos se repite.
A todo factor no repetido de segundo grado, como

xZ+sx+p
le corresponde una fraccion parcial de la forma
Ax + B
X2 +sx+p
Por ejemplo
4x%2 —8x + 1 4x% —8x + 1 A Bx +c

= = +
x3—x+6 (x+2)(x?2=-2x+3) x+2 (x?-2x+23)
Caso 4: factores cuadraticos repetidos
El denominador contiene factores de segundo grado y algunos de
estos se repiten. A todo factor de segundo grado repetido n veces, como

(x? + sx +p)"

Corresponderd la suma de n fracciones parciales, de la forma
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Ax + B 4 Cx+D R Lx+ M
(x?2+sx+p)* (x2+sx+p) (x?2+sx+p)*

Ejemplos Integrales por fracciones parciales

1.- I =

3 Factorizando el Denominador.
f > dx

x? + 3x x>+ 3x =x(x+3)
Luego la expresion a integral se puede expresar como
3 A B A(x+3)+Bx

= + =
x24+3x x x+3 x(x + 3)
Por lo tanto podemos sefalar que:
3=A(+3)+Bx

Dando a “x” el valor (x = 0), que elimina una de los valores buscado

(B), podemos obtener la otra (A)
3
3=Ax+3)+Bxl,.0 = 3=A0+3)+B(0) = 3=3A = A=z=1

Dando a “x” el valor (x = -3), que elimina una de los valores buscado
(A), podemos obtener la otra (B)
3=AX+3)+Bx|,..3 = 3=A(-3+3)+B(-3) = 3=A(0)-3B

3
= 3=-3B> B=—=-1

Por lo tanto la integra se transforma en

R PR A S P
) x%2 4+ 3x x= X X+3 X = X x+3 x= X x+3

Por tabla se tiene

Kx
I=Ln|x| —Ln|x+3|+C = I=Ln|x|+LnC—Lnlx+ 3| = I=Ln| 3
X
5 f 3x +1 Factorizando el Denominador.
- ] = | ———dx
X%+ 4x +3 x2+4x+3=x+1(x+3)

Luego la expresién a integral se puede expresar como
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3x+1 A B Ax+3)+Bx+1)
Z+ax+3 G+D x+3) G+DE+3)
Por lo tanto podemos sefalar que:
3x+1=A(x+3)+B(x+1)

Dando a “x” el valor (x = -1), que elimina una de los valores buscado

(B), podemos obtener la otra (A)
3x+1=A+3)+BEx+ 1|0 = 3(-1)+1=A(-1+3)+B(-1+1)
-2

> —3+1=2A = A=—=-1

Dando a “x” el valor (x = -3), que elimina una de los valores buscado
(A), podemos obtener la otra (B)
3x +1=Ax+3)+Bx+ D],z = 3(=3)+1
=A(-3+3)+B(-3+1)
> —9+1=A(0)-2B=> -8=-2B> B=—=4

Por lo tanto la integra se transforma en

I:f%dx:f((x-lA-l)-l_(XES))dx:f<(X;11)+(X13)>dx

- dx +4 dx
B (x+1) (x+3)

Por tabla se tiene
[=—-Ln|x+1|+4Ln|x+3|+C = I=Lnx+3)*+LnC—Ln|x+1|=> I

K(x + 3)*

[=L
n (x+1)

3 I_f 5x% + 3 4
' ) x2(x2 4+ 2) x

Luego la expresién a integral se puede expresar como
552+3 A B Cx+D Ax(x*+2)+Bx?+2)+ (Cx+ D)x?
m:;+x_2+xz+2: x?(x% 4+ 2)
Por lo tanto podemos sefalar que:
5x% 4+ 3 = Ax(x? + 2) + B(x? + 2) + (Cx + D)x?
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3 7
I—] 5x% + 3 4 _f(A+B+Cx+D)d _f 7+ 5
) x2(x2 +2) x= X X% x%2+42 x= X2  x%24+2

I

Desarrollando se tiene:
5x% 4+ 3 = Ax® + 2Ax + Bx? + 2B + Cx® + Dx?
=(A+0)x3+ (B+ D)x?+ 2Ax + 2B
Formamos el sistema por comparacion

A+C=0
B+D =5
2A=0
2B=3

Sustituyendo en las otras dos se obtiene

C=0
{D 5 3 D 7
=5 -—>= R
2 2

Por lo tanto la integra se transforma en

A
= por las dos ultimas se tiene B

N WO

1—3f ~2d +7f ax —3I+71
T2 Ty ey 2T

Donde

-1

X 1
I =fx‘2dx#portabla" I =_—1+C = 11=—;+C

- J dx
27 I x2 42
Por cambio trigopnométrico
x=V2Tga = dx=+/2Sec? ada
V2Sec? a Sec’ a Sec’ a
=j 5 \/_JZ P da —\/_f—z 5 1 da
(V2Tg a) +2 Tg (Tg*a+1)
Sec’ a V2 V2 V2 X
= — =— | da=— C=—ArcTg(—=)+C
fSeca 2f @ 2a+ 2 re g(\/f)+
Por lo tanto

dx
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1—31+71—3( 1)+7 ﬁA Ta (o)) + ¢
=ghtzl=5\=7) T\ FArcT9 (H)

7
3 7V2 x
= —§+—4 ArcTg (ﬁ) +C
3 / 2x + 7 Factorizando el Denominador por
: B fxz +2x—4""

resolvente cuadratica.
x2+2x—4=0
Al comparar con la ecuacion de segundo grado
Ax?+Bx+C=0

é - % se obtiene las raices por la formula x,, = MS—AZ‘W —
C=-4

24 /@2-4 (D)
2(1)

—2+V4+16 —2+v20 -2+V45 2425

X1,2 = 5 2 > > =-1++5
N {X1=_1+\/§
X2=—1—\/§
1-v5)=0
{EX+1 gi Oporlotanto x2+2x—4=(x+1—\/§)(x+1+\/§)
x+1+ =

Luego la expresion a integral se puede expresar como
2x +7 A B

(+1-VB)(x+1+v5) (x+1-v5) @ (x+1+5)
_A(x+1++5)+B(x+1—+5)
(x+1-+5)(x+1++5)
Por lo tanto podemos sefialar que:
2x+7=A(x+1+V5)+B(x+1-5)

Dando a “Xx” el valor (x =

—1 — +/5), que elimina una de los valores
buscado (A), podemos obtener la otra (B)

2x+7=A(x+1+V5)+B(x+1-V5)| -
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= 2(-1-V5)+7=A(-1-vV5+1++V5)+B(-1-V5+1-+5)

5—2v5
—2-2V5+7=A(0)+B(-2V5) 5-2V5=-2V5B = B=
—2/5
5 —2v5 V5
B = -|— — -
—-2V5  -2v5 2
Dando a “x” el valor (x = —1 + +/5), que elimina una de los valores
buscado (B), podemos obtener la otra (A)
2x+7=A(x+1+V5)+B(x+1-V5)| -
= 2(-1+V5)+7=A(-1+V5+1++V5)+B(-1++V5+1-5)
5+ 25
—2+2V5+7=A(2V5)+B(0) =5+2V5=2V5A = A= 7

PO R
25 2v5 z

Entonces

I_f 2x + 7 4 _f< A N B )d
Y e (x+1-v5) (x+1++5) ¥

LB (58
I:f (><<++12\/2)+(><<+1+2x/2)/dx

() e () s

5 5
I=<1+§>Ln|x+1—\/§|+<1—§>Ln|x+1+\/§|+C

x —3 Factorizando el Denominador.
4.- I = f > dx
x2 —49 x> =49 =(x-7(x+7)

Luego la expresion a integral se puede expresar como
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x—3 A B _A(x+7)+B(x—7)
GG+ G=-D &G+ G=D&+D

Por lo tanto podemos sefialar que: x —3 = A(x+7) + B(x—7)

({3l

Dando a “x” el valor (x = —7), que elimina una de los valores buscado
(A), podemos obtener la otra (B)
x—=3=AR+7)+BE—leey = -7-3=A(-7+7)+B(-7-7)
—-10 5
—-10 =A(0) +B(-14) = —-10=-14B = B=—7 = B=;
Dando a “x” el valor (x = 7), que elimina una de los valores buscado
(B), podemos obtener la otra (A)
x—3=AE+7)+BE—7)ly=s =2 7-3=A(7+7)+B(7-7)
4 2
4=A(14)+B(0) =4=14A > A=ﬁ = A=7
Entonces

5

2
’:f%d":f((xé7)+(xf7)>dx:’:f (Xz7)+(x-|7-7) dx

2 dx 5 dx

RN e

2 5
I =;Ln|x—7| +7Lnlx+7| +C

1
5.- I = dex

Luego la expresion a integral se puede expresar como
1 A B A(x+2)+B
G+2? (x+2) 22 (x+2)7?
Por lo tanto podemos sefialar que: 1 =A(x+2)+B=Ax+24A+B

Construyamos el sistema por comparacion

{ A=0

2A+B=1 B=1
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Entonces

1:fﬁd“[((xizﬁ(XEZ)Z)‘“:f((xizﬁ(x:zy)dx:

1
’=f<x+—z>zd’“

Por cambio de variable simple

x+2)=p = dx=dp

I—f ! —fld —f g P o=ty
IR T A e ™

Regresando el cambio

:_x+2+c
5x =7
o 1= e aeoe®
Luego la expresion a integral se puede expresar como
S5x —7 Ax + B C (Ax+B)(x—3) + C(x? + 2)
P+ -3) (2+2) x-3) G +2)(x-3)

Por lo tanto podemos sefalar que: 5x —7 = (Ax+ B)(x—3) +
C(x% +2)
5x —7 = Ax? —3Ax + Bx — 3B + Cx? + 2C
=(A+C)x*+ (-34+B) + (=3B + 20)

Construyamos el sistema por comparacion

A+C=0 3
{—3A+B:5 = delaprimerasetiene A=—-C = {_33%_6)2-'6'6_75
—3B+2C=-7 38420 = -

3B+9C =15

3 B+3C=5
= {—3B+ZC——7 =>{—BB+ZC=—7 = c:%

- 11C =8

Luego

A C C 8
= — = = ——
11

74



B+3C=5 = _5—3(8)_5_2_4=55_24 I
11 11 11 11
Entonces
. 5x—7 dx=f<AX+B+ C )dle
(x2+2)(x—3) (x2+2) (x-3)
8 31 8

_((-Ta*t1I, 11 _
|t

11U (fc;f:zs)l f(xf;'a’)dx]
I=1—11[—8fﬁdx+31j(xz—iz)dx+8j(x_;3)dx]

1
= 5 [~8l, + 311, + 81]

Calculando cada integral por separado

I, = f( 212) dx Por cambio de variables simple

dw
x24+2=w = 2xdx=dw = xdx=7

J(Z j—=— —=%Ln|WI+C

Regresando el cambio

1
I, = ELnlxz +2|+C

1

I =fmdx Por cambio de variable trigonométrica con el cambio

recomendado

x=vV2Tg8 = dx =+/2Sec?0do
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o]
=
Il

J‘ V2Sec?6 do _f \V2Sec?6
(Vzrge) +2 J 2Tg?0+2

7 [ Sec?d 7 [ Secd 7
—\/_f ec’d o V2 [Sec d9=§fd9

2 )Tg20+1 " 2 ) Sec?s
V2

Regresando el cambio:

I, = —Tg™ !
b 29

V2

I, = f()(Tlg)dx Por cambio de variables simple

Fro () +c - Faers ()

x—3=z = dx=dz

1—f ! d—de—L||+C
=) Gogt= |, =lnlz

Regresando el cambio
I.=Lnlx-3|+C

Finalmente reunimos los valore obtenidos:

1—1 4L|2+2|+31\/§T‘1<x)+8L| 31+ C
=11 nlx > g NG nlx

1 Factorizando el Denominador.
j9x4—+xzdx 9x* + x? = x2(9x%2 + 1)

Luego la expresion a integral se puede expresar como

1 1 A B Cx+D

x4 +x2 x2(9x2 + 1) :;+x_2+m
_ Ax(9x* +1) + B(9x* + 1) + (Cx + D)x?
x%(9x%2 + 1)
Por lo tanto podemos sefialar que:
1=9Ax3 + Ax + 9Bx? + B + Cx3 + Dx?
Por factor comun se tiene: 1 = (9A + C)x3 + (9B + D)x? + Ax + B
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Formando el sistema de ecuacion por comparacion de términos semejantes

en la igualdad

9A+C =0

9B+D =0 C=0
A=0 ~ D=-9
B=1

Entonces
1_f 1 4 _j(A+B+ Cx+D )d _j 0+1+(0)x—9 p
) 9x% 4 x2 x= x x% (9x2+1) x= X x2 (9x2+1) x

I—fdx 9-[- dx =] 91
) x? (9x2+1) 1 2

Donde

-1

dx _ X 1
Il:fﬁzfx dx por tabla 11=_—1+C = 11=—;+C

dx 1
I, = ]m por cambio Trigonometricos x = ng 6 = dx

1
= —Sec?6do
3
1
1 fgSeczﬁdH lf Sec? 0 de 1f5ec20d9 1fSeczt9d9
5 = > -l = -"="-——-——==| —
3] 1 3)Tg20+1 3) Sec?6
9(3Tg6) +1 95Tg 20 +1 g .

1 1 1 1
12=§jd9=§9+6 = 12=§Arch(3x)+C=§Tg_1(3x)+C
Finalmente reuniendo los valores obtenidos.
1 1 1
[=1,—-9], = - 9§ Tg 1(Bx)+C = = 3Tg '(3x)+C

Autoevaluacion

Resuelva paso a paso las siguientes integrales usada el método de

fracciones parciales o simples, sefale las operaciones, simplificaciones que
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realice y las férmulas de integracion (tabla), explicando con sus palabras las
propiedades o formula usada.

1 2 _ gy _
01.- sz—dx 02.- I=f$dx

x2+7x+6 x3 + x2 — 2x
X 1
03.- I= f—dx 04.- | =.I- dx
x2—-3x—-4 x2 -9
x3 2x3
05.- I = 06,- I= f—d
jx?’—ldx @+
x%+4 f x+1
. B - I=| ————d
07 ! ,[xz—4x+4dx 08 Bra2—6x
B+x—1 xr+8x3—x2+2x+1
09.- 1= |*X"X"24 10.- :f
GZ+1z @+3)@+1)

Funciones hiperbdlica

Las funciones hiperbodlicas son aquellas cuyas definiciones estan
basadas en la funcién exponencial donde aparecen como operaciones
racionales y son semejantes a las funciones trigopnométricas. Como sugiere
el nombre, el grafico de una funcion hiperbdlica representa una hipérbola
rectangular, y su formula suele verse en las férmulas de una hipérbola. Se
definen utilizando una hipérbola en lugar de un circulo unitario como en el
caso de la trigonometria. Las funciones hiperbdlicas son analogas a las
funciones trigonométricas, pero se derivan de una hipérbola, al igual que las
funciones trigonométricas se derivan de un circulo unitario.

Las funciones hiperbdlicas se expresan en términos de la funcion
exponencial e*. Hay seis funciones hiperbdlicas: Senh x, Cosh x, Tanh x,
CTgh x, Sech x, Csch x.

En la funcion trigonométrica ordinaria son definidas sobre un circulo
unitario; una funcién hiperbdlica se define de forma similar para una

hipérbola unitaria. Para la trigonometria ordinaria, son usadas el Seno ,
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Coseno y otras funciones. Para las funciones hiperbdlicas, usamos Senh,
Cosh, Tanh, CTgh, Sech y Csch.

De igual manera en la funcidbn trigonométrica ordinaria, las
coordenadas de los puntos en el circulo unitario son (Cos 6, Sen 0),
similarmente en las funciones hiperbdlicas, (Cosh 8, Senh 0) forma la mitad
derecha de la hipérbola equilatera.

Las funciones hiperbdlicas basicas son:

< Seno hiperbdlico "sinh" < Coseno hiperbolico "cosh”

Que origina las funciones
Tangente hiperbdlica "tanh" Cosecante hiperbdlica "csch" o "cosech".

secante hiperbdlica "sech" Cotangente hiperbdlica "coth"

Significado hiperbdlico

Las funciones hiperbdlicas se definen de forma semejante a las
funciones trigonométricas. Tenemos seis funciones hiperbdlicas principales,
a saber, Senh x, Cosh x, Tanh x, CTgh x, Sech x y >Cosech x. Se pueden
expresar como una combinacion de la funcién exponencial. Estas funciones
se derivan utilizando la hipérbola, al igual que las funciones trigopnométricas

se derivan utilizando el circulo unitario.

Formulas de funciones hiperbdlicas

Las funciones hiperbdlicas se definen mediante expresiones
algebraicas que incluyen la funcién exponencial (e*) y sus funciones
exponenciales inversas (e ™), donde e es la constante de Euler, donde:

v Sinh (x): Esta es la parte impar de las funciones exponenciales. La

expresion hiperbdlica es:
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X

e*—e™*
Senh (x) = (—)
2
v Cosh x: Esta es la parte par de la funcion exponencial. La expresion

hiperbdlica es:

X + —-X
Cosh (x) = (%)
v Tanh x:
Tanh (x) = Senh (x) _ (ex —€_x>
T = Cosh () \ex +e*
v Coth x:
1 Cosh (x) (e*+e™™*
(Tgh () = CTanh () = 7050 = Senh o)~ (ex - e-x)
v Sech x:
Sech () =z = (e
e )= Cosh (x) \eX+ex
v Csch x:

Csch (x) =

2
Senh (x) (ex - e‘x)
Gréficas de funciones hiperbdlicas
La gréfica de una funcién hiperbodlica, representa una hipérbola

rectangular . A continuacion se muestra un cuadro de graficos de diferentes

funciones hiperbdlicas:
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Identidades trigonométricas hiperbdlicas

Las identidades trigonométricas hiperbdlicas son similares a las
identidades trigonométricas. La regla de Osborn establece que las
identidades trigonométricas se pueden convertir en identidades
trigonométricas hiperbolicas cuando se desarrollan completamente en
términos de potencias integrales de senos y cosenos, lo que incluye
cambiar seno a senh y coseno a cosh. Se debe reemplazar el signo de

cada término que contenga un producto de dos senos.
+
Senh (a) — Senh (B) = 2Cosh (#) Senh (%)
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Senh (a) — Senh (B) = 2Senh (#) Cosh (—)

2
Cosh (a) + Cosh () = 2Cosh (#) Cosh (%)
Cosh (a) — Cosh (B) = 2Senh (#) Senh (?)

2Cosh (a)Senh (B) = Senh (a + B) — Senh(a — B)
2Senh (a)Senh (B) = Cosh (a + B) — Cosh(a — )
2Cosh (a)Cosh (B) = Cosh (a + B) + Cosh(a — B)

Senh (a + B) = Senh(a)Cosh (B) + Cosh(a)Senh(B)
Cosh (a £ B) = Cos(a)Cosh (B) + Senhh(a)Senh(p)

(Tanh(a) £ Tanh (B))

(1 £ Tanh(a)Tanh(pB))

(CTgh(a)CTgh (B) £ 1)
(CTgh(B) £ CTgh(a))

Tanh (a = B) =

CTgh(a+p) =

Cosh?(a) — Senh?(a) = 1
Tanh?(a) + Sech?(a) = 1
CTgh?(a) + Csch?(a) = 1

Integrales y derivadas de funciones hiperbdlicas

La derivada e integral de una funcion hiperbdlica son similares a la
derivada e integral de una funcién trigonométrica. A diferencia de la
derivada de las funciones trigonométricas, el cambio de signo en la
derivada de la funcion secante hiperbdlica. Las integrales de las funciones
hiperbdlicas fueron sefialadas en la tabla de integrales Funciones

hiperbdlicas inversas
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La inversa de una funcion hiperbdlica se denomina funcién hiperbélica
inversa. Por ejemplo, si x = senh y, entonces y = senh * x es la inversa de
la funcion seno hiperbdlica. Las funciones hiperbdlicas inversas expresadas

en términos de funciones logaritmicas se muestran a continuacion:
Senh™1(x) = Ln (x +/(x2 + 1)) Cosh™(x) = Ln (x ++/(x2 — 1))

1N 1+x) 1y (x+1)
Tanh (x)—Ln<(1_x)> CTg (x)—Ln<(x_1)>

1+,/(1—x2)] 1+/(1 + x2)
X X

Sech™1(x) = Ln Csch™'(x) = Ln

Ejemplo de resolucidon de integrales hiperbélicas

Par realizar una integral hiperbdlica se debe resolver mediante su
equivalente exponencial o logaritmico; luego de obtener el resultado

simplificado tratar de escribirlo como hiperbdlico. Por ejemplo
01 Realizar I = f Senh (f) dx
3

Por cambio de variable se tiene

_ X Jdiferenciando _ % B
P=3 5 dp=— = dx=3dp

Por lo tanto la integral nos queda transformando por su equivalente

exponencial y por tabla

I=3j5enh(p)dp=3f(ep_2—e_p)dp= ;Uepdp—fe_pdp]

eP +e7?

3
I=§(ep+e‘p)+C=3< >

) + C = 3Cosh(p) = C
Finalmente regresamos el cambio

I = 3Cosh (g) * C
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02 Realizar I = f Cosh (4x) dx
Por cambio de variable se tiene

p = 4x difereiciando dp = 4dx

d 1d
= =—
x =dp

Por lo tanto la integral nos queda transformando por su equivalente

exponencial y por tabla

= fesnore 3 [E5T- ffr [ra
=3 os(p)p—4 3 p=g|| e dr e Pdp

= Leer —v)+c—1(
—g ¢ ~ 3

Finalmente regresamos el cambio

ep — e_p

1
> >+C=ZSenh(p)*C

1
I = ZCosh(4x) * C

2
03 Realizar I = fSech2 (gx + 4) dx

Por cambio de variable se tiene

diferenciando d 2

2 3
p=§x+4 p=§dx = dxzzdp

Por lo tanto la integral nos queda transformando por su equivalente

exponencial y por tabla

3
1= EjSechz (p)dp

Empleando la tabla que nos dice [ Sech? (v) dv = Tanh (v) + C

3
[ ==Tanh (p) + C

2
Finalmente regresando el cambio
I =2 Tanh (2 +4)+C
= 2 an 3x

Autoevaluacion
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Realice las siguientes integrales hiperbdlicas, sefialando los pasos y

propiedades:

01 I = f Senh(x — 8) dx 02 I= f CTgh(2x + 3) dx
03 I = f Cosh(5x + m) dx 04 I = J Cch(x —3)dx
5 5
05 I =| Cos*(4x + 1) dx 06 I=| Sech (Bx —§> dx
X
07 = jTanh2 (4x + 1) dx 08 I= jSenh2 (E + 3) dx

09 sz Csch(x —2)CTg(x —2)dx 10 szCsch2 (3x) dx

Teorema del Valor Medio en el Calculo Integral.

El teorema de valor medio (de Lagrange), teorema de los incrementos

finitos, teorema de Bonnet-Lagrange o teoria del punto medio es una

propiedad de las funciones derivables en un intervalo.
De manera precisa el teorema
enuncia que si f es una funcion ty -
continua en un intervalo cerrado [a, Secant '
b] y diferenciable en el intervalo
_ _ y=f(x)
abierto (a, b) entonces existe un

punto “c” en (a, b) tal que la recta e

tangente en el punto “c” es paralela a

Tangent at c

la recta secante que pasa por los
puntos (a, f(a)) y (b, f(b)), esto es

Sce (ab)f(c) =212

Demostracion

=y
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Consideramos dos puntos (a, f(a)) y (b, f(b)) que pertenecen al grafico de la

funcion. La ecuacién de la recta que pasa por estos dos puntos se expresa

como:
y=f@+ B T@D g
Se define una funcion auxiliar:
960 = £~y = £ - [p@) + LT D g

Dado que f es continua en [a, b] y diferenciable en (a, b) entonces g

también lo es. Ademas g satisface las condiciones del Teorema de Rolle en

[a, b] ya que:
9(a) = f(a) - f()—M( —a)=0- M(O)—O
g) = f(b) - f()—w(b— a)=fb)-f@—-fb)+f(a=0

Por el Teorema de Rolle, como g es diferenciable en (a, b), y g(a) =
g(b) entonces existe un punto c € (a, b) tal que 0 = g’(c) = 0 y por tanto:

b
- g0 - 0 - LOI@

y asi

o) - f(b) f(@)

—a

gue es lo que se queria demostrar.

Nota: existe otra forma de demostracion analizando la pendiente de la
recta secante, la cual se la dejamos al alumno para su investigacion.

El teorema del valor medio para integrales o teorema de la media dice
que:

Si una funcion es continua en un intervalo cerrado [a, b], existe un

punto c en el interior del intervalo tal que:
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b
1= fedx = - ar©

fx)

fc)

Ejemplo de teorema del valor medio

1. Determine el valor de c, del teorema de la media, de la funcion
f(x) = 2x?%; para el intervalo [-3, 2]

Solucién:

Dado que la funcion polindbmica indicada es continua en el intervalo

[-3, 2], podemos aplicar el teorema de la media.

_ [ 23] 2 223 = (=3)%) = (8 — (—27)) = 2
I—J_32x2dx—3x3 Sy =3@) (3)3)—3(8 (27))—3(8+27)

1_2(35)_70
3 3

Por lo tanto

I=0-af©) = 2=2-CfE = 2 =©GF©

O 0
fle) =15 =5~ 406.

La solucion no es valida, ya que no pertenece al intervalo sefalado.
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2. ¢Es aplicable el teorema del valor medio del céalculo integral a la

siguiente funcion en el intervalo [0, 2]?

X
fO) ==

La funcion es continua en [0, 2], se puede aplicar el teorema de la

media

2 x
1=]
0o Vx2+1

Por cambio de variable se resuelve y resulta

I=\/x2+1lg=\/§—1

V5-1 V5-1
Como deseamos saber el valor de ¢ aplicamos la formula

c c V5 -1
= =
Vez +1 Vez +1 2

Despendo, para ello elevamos al cuadrado ambos términos vy

fe) =

simplificamos
¢ 5-2V5+1
c2+1 5
= (¢ + 1)(6 — 2V5)
5c2 =c?(6—2V5)+6 —2vV5 = 2V5 — 6 = c2(6 — 2V5) — 5¢?
2V5 —6
1-2v5

= 5¢2=(c2+1)(6— 2\/3) = 5¢?

c?(6-5-2V5)=2V5 -6 = c?(1-2V5)=2V5 -6 =c?=

2v5 ~ 6 0,6634
c = — R U,
1-25

Finalmente

88



Autoevaluacion

1.- Determine el valor promedio de la funcion f(x) = x*+1;en el
intervalo [-1, 2].

2.- Determine el punto promedio de la funcién f(x) = 4x — x?; en el
intervalo [0, 4].

3.- indique el punto promedio en el intervalo [0, 3]. para f(x) = 4 — x;

4.- Determine el valor promedio de la funcion f(x) = 3x2 — 2x; en el
intervalo [1, 4].

5.- Determine los numeros b tal que el valor promedio de la

funcion f(x) = 2 + 6x — 3x? en el intervalo [0,b] sea igual a 3.

El teorema fundamental del calculo

Mediante la aplicacion de dicho teorema podemos afirmar que
la derivada es una operacioén inversa a la integral y viceversa. Esto significa
gue toda funcion acotada e integrable (continua o discontinua en un nimero
finito de puntos) verifica que la derivada de su integral es igual a ella misma.
Este teorema es central para el analisis matematico o calculo infinitesimal.

El teorema fue fundamental ya que el célculo aproximado de areas
(integrales) trabajadas desde la antigiiedad (Arquimedes) estaba separado
del calculo diferencial que desarrollando por Isaac Newton, Isaac Barrow y
Gottfried Leibrit para el siglo XVIII, dando lugar a conceptos como el de las
derivadas. Las integrales eran investigadas como formas de estudiar areas
y volimenes, donde ambos puntos de estudio convergieron, con su
demostracion el estudio del “area bajo la curva de una funcién” estaba
intimamente unido al calculo diferencial, resultando la integracion la

operacion inversa a la derivacion.
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La regla de Barrow es una consecuencia directa de este teorema, que
en ocasion se denomina segundo teorema fundamental del calculo, que
permite calcular la integral de una funcién usando la integral indefinida de la
funcidn al ser integrada.

El teorema fundamental del calculo vincula la diferenciacién e
integracion, demostrando que estas dos operaciones son esencialmente
inversas la una de la otra. Antes del descubrimiento de este teorema, no se

reconocio que estas dos operaciones estaban relacionadas

Intuicion geométrica

=) Exre

™

® x+h
[N——
h

Supbéngase que se tiene una funcion continuay = f(xX)cuya

representacion grafica es una curva. Entonces, para cada valor de x tiene
sentido de manera intuitiva pensar que existe una funcién A(x) que
representa el area bajo la curva entre 0 y x alin sin conocer su expresion.
Supbngase ahora que se quiere calcular el area bajo la curva
entre “x” y “x + h”. Se podria hacer hallando el area entre 0 y "x + h” y luego
restando el area entre 0 y “x”. En resumen, el area seria A(x + h) - A(X). .
Otra manera de estimar esta misma area es multiplicar h por f)x) para

hallar el area de unrectangulo que coincide aproximadamente con la
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“Seccion®. Notese que la aproximacion al area buscada es mas precisa
cuanto mas pequefio sea el valor de h.

Por lo tanto, se puede decir que A(x + h) - A(x) es aproximadamente
igual a f(x).h, y que la precision de esta aproximacion mejora al disminuir el
valor de h. En otras palabras, f(x).h =~ A(x + h) — A(x), convirtiéendose
esta aproximacion en igualdad cuando h tiende a 0 como limite.

Dividiendo los dos lados de la ecuacién por h se obtiene
A(x + h) — A(x)

h
Cuando htiende a0, se observa que el miembro derecho de la

f(x) =

ecuacion es sencillamente la derivada A’(x) de la funcién A(xX) y que el
miembro izquierdo se queda en f(x) al ya no estar h presente

Se muestra entonces de manera informal que f(x) = A'(x) es decir,
que la derivada de la funcion de area A’'(x) es en realidad la funcién f(x)
Dicho de otra forma, la funcion de area A(x) es la antiderivada de la funcién
original.

Lo que se ha mostrado es que, intuitivamente, calcular la derivada de
una funcién y «hallar el &rea» bajo su curva son operaciones «inversas», es

decir, el objetivo del teorema fundamental del calculo integral.
Enunciado de los teoremas.

» Teorema fundamental del calculo. Sea f una funcion real integrable
definida en un intervalo cerrado [a, b]. Si se define F para cada x de
[a, b]

F(x) =f f(x)dx

Entonces F(x) es continua en [a, b]. Si f es continua en x de [a, b] ,

entonces F es derivable en x, y F’(x) = f(x)
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» Segundo teorema fundamental del célculo. Sea f una funcién real,
integrable definida en un intervalo cerrado [a, b]. si F es una funcién
tal que F’(x) = f(x) para todo x de [a, b] (donde F es una primitiva de

f), entonces

b
[ e dx=ro) - F@

v'Colorario. Si f es una funcién continua en [a, b], entonces f es

integrable en [a, b], y F, definida por

b
F(x) =f f(x)dx

Es una primitiva de f en [a, b]. Ademas,

b
f f(x)dx = F(b) — F(a)

Ejemplos del teorema fundamental del célculo

El teorema fundamental del calculo dice que la derivada de la integral
F(x) de la funcién continua f(x) es la propia f(x).
F'(x) = f(x)
El teorema fundamental del célculo nos indica que la derivacién y la
integracion son operaciones inversas. Al integrar una funcion continua y
luego derivarla se recupera la funcién original. Por ejemplo:

1.- Hallar la derivada de

* 1
F(x)=f1 t2+1dt

a) Notamos que t = x, por lo que su diferencial dt = dx

b) Aplicando el teorema fundamental del célculo tenemos

F'(x) =

x2+1
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2.- Hallar la derivada de

S |
F(x) = d
2 fxt2+1 ‘

a) Primero cambiamos los limites de integracion, ello produce que la

integral cambie de signo

S | |
F(x) = dt = — dt
) fxt2+1 flt2+1

b) Notamos que t = x, por lo que su diferencial dt = dx

c) Aplicando el teorema fundamental del calculo tenemos

1

F'e)=-2771

3.- Hallar la derivada de

2

o1
F(x)=j dt
. t2+1

a) Notamos que t = x?2, por lo que su diferencial dt = 2xdx

b) Aplicando el teorema fundamental del calculo tenemos

F'(x) = 1 2y = 2x
x) = (x2)2+1° x_x4+1

4.- Considérese la integral

T

F(x) = f Cos (x) dx
0

Se tiene que F(x = Sen (x) pues su primitiva es F'(x) = f(x) = Cos (x)

por lo que
s
F(x) = f Cos (x) dx = Sen (x)]z = Sen(m) —Sen(0) =0—-0=0
0
5.- Considérese la integral

F(x) = e%

1
Se tiene que F(x = Ln|x| pues F'(x) = f(x) = i por lo que

F(x) = fe%=Ln IxI]Z =In(e)—Ln(1)=1-0=1
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Como se puede integrar inmediatamente.

Autoevaluacion

. Utilice el teorema fundamental del calculo, Hallar la derivada de las

funciones

X X
1
01 F(x) =f Jt2 +4dt 02 F(x) =f t3+1dt
0 0

Vx x
03  F(x)= f Sen(tydt 04  F(x)= J
0 0

x3 x

05 F(x) =f et’ dt 06 F(x) =f Cos (t)dt
0 0

Integrales Impropias

En calculo, una integral impropia de una funcion es el limite de una
integral definida cuando uno o ambos extremos del intervalo de integracion
se acercan a un numero que no esta dentro de su dominio, a +oo, 0 a -co.
Por otro lado, wuna integral definida es impropia cuando la funcion
integrando de la integral definida no es continua en todo el intervalo de

integracién. También se pueden dar ambas situaciones.

Punto singular en el infinito.
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[T} [Tl

Dada la funcién f(x) al ser integrada desde “a” hasta “c” posee una
discontinuidad en “c”, especialmente en la forma de una asintota vertical, o

si ¢ = oo entonces la integral

I = fcf(x) dx

/' !”J.ff.i"
J Ve—uir

Al

Punto singular en c.
Es més conveniente reescribirla 6 redefinirla de la siguiente forma:
b
[ = lim f f(x)dx
b—c~ a
Existen casos, donde la integral desde “a” hasta “c” no esta definida,
puesto que las integrales de la parte positiva y negativa de f(x)dx entre “a@”
y “c” ambas son infinitas, pero el limite puede existir. Estos casos
corresponden a las llamadas “integrales impropias”, es decir, aquellas

cuyos valores no pueden definirse excepto como limites.

La integral puede interpretarse como
/- j’oo dx _ b ax
)y x2+1 I_gg?oox2+1

pero desde el punto de vista del andalisis matematico no
es obligatorio interpretarla de tal manera, ya que puede interpretarse como
una integral de Lebesgue sobre el intervalo (0, o). Ademas, el uso del
limite de integrales definidas en intervalos finitos es util, aunque no sea
como forma de calcular su valor.

Podemos sefialar como caso opuesto a la antes sefalado,
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* Sen
/= f Sen(®) .
0 X

no puede ser interpretada como una integral de Lebesgue, ya que
“1Sen (x
0 X
Esta es una "verdadera" integral impropia, cuyo valor esta dado por

©S bs
I = f ey ) dx = limj ey ) dx=E
0 b b-oo ) X 2

X = 00

Llamamos singularidades de una integral impropia a los puntos de la recta
real extendida en los cuales debemos utilizar limites.

Tales integrales son frecuentemente escritas en forma simbdlica de
igual forma que una integral definida, utilizando un infinito como limite de
integracion. Esto no hace mas que "ocultar" el debido proceso de calcular
los limites de la integral. Utilizando la mas avanzada integral de
Lebesgue en lugar de una integral de Riemann, uno puede a veces evitar
tal operacion. Pero si solo se desea evaluar el limite para obtener un valor

definido, tal mecanismo pudiera no resultar de ayuda.
Limites infinitos de integracion

Las integrales impropias mas basicas son integrales de la forma :

I_j‘” dx
)y x2+1

Como se sefald anteriormente éstas no necesitan ser definidas como

una integral impropia, ya que pueden ser construidas como una integral de
Lebesgue. Sin embargo, para propdsitos de calcular esta integral, es mas
conveniente tratarla como un integral impropia, por ejemplo, evaluarla

cuando el limite superior de integracion es finito y entonces coger el limite
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ya que este limite se acerca a co.. La primitiva de la funcién que esté siendo

integrada es ArcTan (x). La integral es
b

I = gl_r)glo P dx = gi_r)gloArc Tan (x)Jg = gi_r)glo[Arc Tan (b) — ArcTan (0)]
I = r 0= z
2 2

por lo que el area bajo la curva nunca puede ser definida de forma

verdadera.
Asintotas verticales en los limites de integracion

Consideremos:

I_jl dx
0 x2/3

Esta funcién involucra una asintota vertical en 0.
Se puede obtener el valor de esta integral evaluandola desde “b” a 1, y
entonces tomando el limite como “b” tendiendo a 0. observe que la anti

derivativa de esta funcién es
3x1/3

la cual puede ser evaluada por sustitucion directa para dar el valor
3(1-b"s)

el limite cuando b — 0 es 3 (1 — (0)1/3) =3

Caracter y valor de las Integrales Impropias

Si la integral que nos ocupa es de facil resolucion podemos determinar

su caracter mediante el calculo de la integral impropia. Segun el resultado
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gue obtengamos sabremos si es convergente o divergente. Primero

clasifiguemos las integrales en 3 tipos:

Primera especie

Sondeltipo I =["f(x)dx 61= f_boof(x)dx

Presentan una asintota horizontal.

Segunda especie

Son del tipo I = f:f(x)dx , donde f(x) no est4 definida en todo el

intervalo o los extremos de integracion.

Tipicamente, el integrando presenta una asintota vertical.
Tercera especie

Son mezclas de los dos tipos anteriores, es decir, que presentan un
infinito en los extremos de integracion y la funcién se hace infinito en uno o
mas puntos del intervalo de integracion.

Este tipo de integrales impropias se pueden dividir en suma de dos
integrales: una de primera especie y otra de segunda especie. Por lo tanto
deberemos seguir los pasos anteriores para determinar su caracter, y tener
en cuenta que para que sea convergente tanto la integral de primera
especie como la de segunda especie tienen que ser convergentes, si no, en

cualquier otro caso, diverge.

Resolucion de Integrales Impropias.
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01.- Hallar el &rea entre el grafico de f(x) = iy el eje x en el intervalo

[1. +00) .
Solucion.
Primero realizamos la grafica T
de la funcion, donde colocamos los
margenes que abarca los limites 1t f(x) %

sefalados

x |11 ]2 [3 [4 [5 | —_ 5
) |-1 |1 | 12| 13| 14|15 “\

Se observa en la grafica que el &rea buscada se obtiene por la

expresada

* dx . tdx
A=j —= lim | —
1

X t-+oo 1 X
Realizando la integral como un limite.
: t
A= tl—l>r-l¥loo [Lnlxl]l]
Calculando la antiderivada y evaluando
A= tliin [Ln|t] — Ln[1]] = 40— 0 =+

El area de la region es infinita. Luego la integral impropia diverge a 4+

02.- Calcule el volumen del sélido obtenido cuando se gira la region
delimitada por el grafico de f(x) = % y el eje x en el intervalo [1. +o0)

alrededor del eje x.

Solucién:
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El s6lido se muestra en la de la
izquierda Utilizando el método del

disco, vemos que el volumen V es

+0oo 1
Vv :’}T/ —zda:.
1

I

® dx _ tdx
Vznf — =m lim —
1

x2 t—+oo 1 XZ

Realizando la integral como un limite.

V=l 1¢
=171 lIm _;J].:l

t—>+o0
Calculando la antiderivada y evaluando
1
V =m lim ——+1]= I8
t—>+00 t

La integral impropia converge a 1. Por lo tanto, el volumen del sélido de

revolucion es 1.
Autoevaluacioén

Realizar los siguientes ejercicios de integrales impropias

*1 * 1
01 I:f —de 02 I:f —de
1 X 1 X
0 E
= x I =
03 I J_ooe dx 04 j_oox2+1dx
® x 6 1
05 I=f —xdx 06 I = dx
1 € 2 Vx —2
2 1 4 1
07 sz dx 08 I=f dx
0 X—2 o x—1

100



UNIDAD 2

Aplicaciones de la integral definida

Calculo de areas planas por integraciéon

Jx)

La integral definida de una funcion representa el area limitada por la

gréfica de la funcion, en un sistema de coordenadas cartesianas con signo

positivo cuando la funcién toma valores positivos (encima del eje de las

abscisas) y signo negativo cuando toma valores negativos (debajo del eje

de las abscisas).

Dada una funcion f(x) de una
variable real “x” y un intervalo [a, b] de
la recta real, laintegral es igual al
area de la region del plano xy limitada
entre la gréfica de f(x), el eje ’x”, y las
lineas verticales x = ay x = b, donde
son negativas las areas por debajo del

eje "x
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A= [ f(x)dx

Region negativa

Si la regidn se encuentra en el semiplano inferior f(x) < 0, entonces, la
integral sigue siendo el area de la region, pero con signo negativo:
¥

\ & b/

y = F(x)

Luego, el area es el valor absoluto de la integral:

A= [ fx)dx|

Regién negativa y positiva

Si la regidén se encuentra dividida por el eje de las abscisas, para

calcular el area se debe calcular una integral definida para cada region.

¥

y=F(x) / B

ai yb C
T

X
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En las regiones de la parte superior, el resultado es positivo. En las de
la parte inferior, es negativo.

En el caso representado en la grafica superior, el area de la region es

b c
A+B =[] foo)dx|+ [ f(x) dx
Si no se calculan las integrales por separado, el resultado de la
integral es menor o igual que el area, puesto que estamos sumando areas

positivas y negativas.

Area entre dos gréficas

¥
y=f(x)
A y=g(x)
a b :

El area encerrada entre las gréficas de las funciones f(x) y g(x) en el
intervalo [a, b] viene dada por la integral de la resta de las funciones:

b b b
A=f (F() - g(2) dx=j FG)dx —f g(x) dx

Nota: Observad que la integral anterior es la resta de las areas que
encierran, por separado, ambas graficas con el eje de abscisas:

Debemos tener en consideracion:
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< El integrando debe ser la funcidon cuya gréafica esta arriba menos la

funcion cuya gréfica est4 debajo.

< Cuando la region este dividida por el eje de las abscisas o bajo dicho

eje, debemos aplicar lo sefalado.

< Los limites de la integral son los puntos donde las graficas se

intersectan.

Ejercicios de Areas de Funciones.

El uso de funciones matematicas nos modela diversos eventos de

estudios en diferentes disciplinas del desarrollo cientifico tecnolégico de la

humanidad los siguientes ejemplos nos permite comprender como hallar

el areas bajo curvas de funciones.

El célculo integral se emplea para determinar el area bajo una curva

de funcién

01.- Calcular el area del recinto limitado por la curva y = —x? + 4x y el

eje Ox.

Soluciéon
Iniciamos con la determinacion de

los puntos de corte con el eje 0x, luego

realizamos la representacion de la curva,

donde obtenemos los limites de

integracion.

Por la ecuacion factorizamos
—x?>4+4x=0 = x(—x+4)=0

x=0

= x =4

Ahora procedemos a calcular la integral:

44
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4 3
A=L(—x2+4x)dx= <—%+2x2> g
3
(-9 (L)
6 96 — 64 32
NERINCLE

Finalmente el area es:
2 32
=—u
3

02.- Hallar el area de la region del plano encerrada por la curvay = Ln

2

x entre el punto de corte con el eje Ox y el punto de abscisa x = e..
Solucién
Iniciamos calculado el punto de corte con el eje de abscisas.

Inx=0 = e°%=1porlotanto el ponto A(1,0)

N _—

-14

Procedemos a calcular el area mediante la expresiéon

e
A= j Inx dx
1
Esta integral se resuelve mediante el método de integracion por partes
] 1
U= Lnx Derivando du = -
- X

dv = dx integrando v =

Aplicando la formula de integracién por parte se tiene
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1
I=uv—fvdu = I=anx—Jx;dx = I=anx—de

= xlnx —x

Por lo tanto nuestra area sera:
e
A= f Inxdx = (anx—x)Ii =(elne—e)—(1Ln1-1)
1

A=(e—e)—(0-1)
A=1u?
03.- Hallar el area limitada por la recta x + y = 10, el eje pxy las
ordenadas de x =2y x = 8.

Soluciéon
10y

N\

" a 4 ¥ 12

Para determinar el area aplicamos la formula e integramos por tabla

8 x*\| 8 (8)2 (2)?
A= L (10 — x) dx = <10x - 7) S = <10(8) _T> - <10(2) ——)

2
A=(80-32)—(20—2) =48 — 18 = 30u?

04.- Encuentra el area entre la curva f(x) =e*y la curva g(x) =
e * enelintervalo [-1, 1] .

Solucion

Iniciamos analizado los puntos de interseccion de dichas curvas.

Notemos que en los puntos x = 1 y x = -1, la funciéon posee las
siguientes imagenes
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f(-1)=e1~0,3679 g(1) =e' = 2,7183

f(1) =e! ~2,7183 g(1) =e1%~0,3679

Podemos asegurar que f(x)= |
g(—x) para todo “X”, observe
que, f(0)=g(0)=1. Luego, para
calcular el area, debemos separar la

integral en este punto, donde se

encuentra el cambio de la funcién

dominante (la que tiene el valor mas

grande).

Como notamos anteriormente, e™ > e* en el intervalo [-1, 0], pero
luego e* > e en el intervalo [0, 1]. Por lo tanto, el &rea entre las curvas es
0 1
A = A +A2f (e™* — ex)dx+f (e*—e™)dx =

-1 0
0
-1
Ac=[(—e®— e —(-e' — e+ (e’ + e™) = (e’ + €]
Ar=[-1-1D—-(-e—eDl+[lete)—(1+ DI
Ay =-2+e+el+etel—2=—4+2e+2e 1 =217

A= (—e" = 9] O + (e + e}

05.- Encuentra el &rea entre la curva f(x) = Cos(x) y la curva
g(x) = Sen (x) en el intervalo [O, g] .
Solucion

Iniciamos analizado los puntos de interseccion de dichas curvas.

Observe queenlospuntosx =0y x = g tenemos

f(0)=Cos(0) =1 g(0) =Sen(0) =0
(@)= @m0 o(=sen(D)~s
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Ademas en x =§ tenemos Sen G) =

2 . .
Cos G) = g Entonces, el area bajo la curva es

la integral de f(x)—g(x)en el intervalo

[O,H mas la integral de g(x)—f(x)en el ..
intervalo Egl

TE/4- T[/Z
A=A +A2j (Cos (x) — Sen (x))dx + j (Sen (x) — Cos(x))dx =

0 /a
”/2
N

A; = (Sen (x) + Cos (x))Jﬂé4 + (=Cos (x) — Sen (x))|;

A, = [(Sen (%) + Cos (g)) — (Sen (0) + Cos (O))]
+ [(—Cos (g) — Sen (E)) - (—Cos (%) — Sen (%))]

(@ e fen-(5- )

Ac=V2-1-1+V2=2v2-2=2(2-1)
Autoevaluacion

01.- Calcular el area limitada por la curva y = —3x3 + 6x% y el eje de
abscisas.

02.- Calcular el area de las regiones del plano limitada por la curva
f(x) = x3—6x%+8xyeleje

03.- Calcular el area del circulo de radio r

04.- Hallar el area de una elipse de semiejesayb

05.- Calcular el area limitada por lacurvay = x? = 5x + 6 yla y = 2x.

06.- Calcular el area limitada por la parabola y? = 4x y larectay = x
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07.- Calcular el area Ilimitada por las gréficas de las
funciones 3y =x%e.y=—x%+4x

08.- Calcula el éarea de Ila figura plana limitada por las
pardbolas y=x%-2x,ey=—x%+4x

09.- Encuentra el area entre la curva f(x)=e* y la curva

g(x) =e+1—x enelintervalo [0, 1].

10.- Encuentra el &rea entre la curva f(x) = L y la curva g(x) = 2x en

X

el intervalo [1, 2].

Solido de revolucién

Un volumen con forma de toro se obtiene por la rotacion de un circulo

Un sélido de revolucion es un cuerpo regular que puede obtenerse
mediante la rotacién de una curva plana alrededor de una recta que esta
contenida en su mismo plano. Dicha recta llamada eje de revolucion. La
superficie creada por esta rotacion y que encierra el sélido se
denomina superficie de revolucion.

Cualquier solido con simetria axial o cilindrica es un solido de

revolucion.

Rotaciones alrededor de los ejes cartesianos
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El volumen de los sélidos generados por revolucién alrededor de los
ejes cartesianos, pueden obtenerse mediante las ecuaciones cuadréaticas

siguientes.
Rotacion paralela al eje de abscisas Ox.

El volumen de un sélido generado por el giro de un area comprendida
entre dos funciones f(x) y g(x) definidas en un intervalo [a, b] alrededor de
un eje horizontal, ose, unarecta paralela al eje Ox de expresiony =

k siendo k constante, viene dado por la siguiente férmula genérica:

b
Ven j (LFGO) — K12 - [g(x) — k]?) dx

En particular, si se gira una figura plana comprendida entre y = f(x),
y =0, x =ay x = b alrededor del eje 0x, el volumen del sélido de revolucion

viene generado por la formula:

b
Vznf f(x)?dx

Método de discos.

Ambas expresiones se deducen de que al girar un area formada por
infinitos rectangulos de base dx y altura f(x), alrededor del eje 0x, se forman
discos colocados verticalmente cuyos volumenes sumados resultan en
el volumen de todo el solido.

Cada disco tiene por volumen el de un cilindro parecido a una moneda
colocada verticalmente, 6sea, V = nr?h donde el radio de la base del
cilindro es f(x), y la altura del cilindro es dx, por lo que el volumen del
cilindro resulta serdV =nf?(x)dx y la suma de todos

estos volumenes parciales, es el volumen total que resulta en la expresion:

b
V=n f O dx
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» Si son dos funciones f(x) y g(x), el volumen total sera la resta del

volumen mayor R menos el volumen menor r tal que

b
Ven f (RGP - [rGO]?) dx

» Si el giro es alrededor de una recta paralela al eje Ox:y = K,
entonces la expresion resultante es (siempre que K < x en para

todo Xx):

b
V=n f (LFG0) = kT2 - [g(x) — KI?) dx

» Por dltimo, en el caso en el que K > x, es decir la rectay = K que

se encuentre debajo de las funciones, se debe aplicar:

b
V= [ (= £GP - K - g1 dx
a
Rotacion paralela al eje de ordenadas

Otro método que permite la obtencion de volimenes generados por el
giro de un area comprendida entre dos funciones cualesquiera, f(x) y g(x),
en un intervalo [a, b], con f(x) > g(x) en el intervalo [a, b]. Alrededor de un
eje de revolucién paralelo al eje de ordenadas cuya expresion es x = K
siendo K constante positiva. La férmula general del volumen de estos

sélidos es:

b
V=2n f (x - DIF () — g(0)] dx

Nétese que x — k >0, por ende, esta férmula funciona si la recta se
encuentra a la izquierda de Ila regidn R comprendida entre las

curvas f(x) y g(x), para que nuestra integral sea positiva.
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Esta formula se simplifica si giramos la figura plana comprendida
entrey =f(x),y =0, x =ay x = b alrededor del eje Oy, ya que el volumen del

sélido de revolucion viene generado por:

b
V= 27rf xf(x)dx

(método de cilindros o capas)
Ejemplos de determinacion de volumenes de solidos

El volumen del cuerpo de revoluciéon engendrado al girar la curva

f(x) alrededor del eje Ox y limitado por x = ay x = b, viene dado por:

b
Ven f ()2 dx

01.- Hallar el volumen del tronco de cono engendrado por la rotacion
alrededor Ox del &rea limitadapory=6-x,y=0,x=0,X=4
Solucién

Realizando la gréfica del problema

Ahora en la expresion que se emplea para hallar este tipo de volumen,

sustituimos los valores dados y determinamos el volumen solicitado
4

b
V=7TJ [f(x)]zdxznf [6 — x]? dx
a 0
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Para resolver la integral, desarrollamos el binomio y aplicamos tablas

4

4 3
Vznf (36—12x+x2)dx=n<36x—6x2+—> 0
0

3

Nota: también podemos usar otro meétodo para obtener la integral. Al
tratarse de una integral definida, podemos prescindir de la constante de
integracion

Ahora, evaluamos en los extremos de integracion y simplificamos
4)3 0)3
(36(4) —6(4)* + %) — <36(0) - 6(0)2 + %)l

64
=7T<144—96+?>

V=mn

144 + 64\ 208
:”( 3 ): T

3
. 208 3
Finalmente el volumen esV = — Tu

02.- Hallar el volumen engendrado por las superficies limitadas por la
curva y = Sen (x) ylasrectasx =0y x = m, al girar en torno al eje OX
Solucion

Iniciamos con la grafica del problema

Ahora en la expresion que se emplea para hallar este tipo de volumen,

sustituimos los valores dados y determinamos el volumen solicitado

b T
V= nf [f(x)])?dx = nf Sen?(x) dx
a 0
Al resolver la integral, consideramos la identidad Trigonométrica

Sen?(x) = %(1 — Cos (2x))

113



por lo que la integral se expresa

Vi

V= nfOnSenz(x) dx = nj; %(1 — Cos (2x)) dx = gj:(l — Cos (2x)) dx

Esta integral ya la hemos realizado por tabla y cambio de variable,

resultando

- E(x B Sen2(2x)>| g

Evaluamos en los valores indicados

T Sen(2m) Sen(2(0)) s 2
V=§[(”‘T)‘(°‘Tﬂ =2M=7

2
Por lo tanto Luego el volumenes V = %u3

03.- Calcular el volumen engendrado por una semionda de la
sinusoide y = Sen (x), al girar alrededor del eje Ox.
Solucion

Como en el ejemplo anterior su grafica es y trabajando de manera

N
I

Ahora en la expresion que se emplea para hallar este tipo de volumen,

similar

sustituimos los valores dados y determinamos el volumen solicitado

b T
V= nf [f()])?dx = nf Sen?(x) dx
a 0
Al resolver la integral, consideramos la identidad Trigonométrica
1
Sen?(x) = > (1 — Cos (2x))

por lo que la integral se expresa
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Vi

V= nfOnSenz(x) dx = nj; %(1 — Cos (2x)) dx = gj:(l — Cos (2x)) dx

Esta integral ya la hemos realizado por tabla y cambio de variable,
resultando

- E(x B Sen2(2x)>|g

Evaluamos en los valores indicados

T Sen(2m) Sen(2(0)) s 2
V=§[(”‘T)‘(°‘Tﬂ =2m=7

2

Por lo tanto Luego el volumenes V = ?u3

04.- Hallar el volumen del cuerpo revolucion engendrado al girar
alrededor del eje O0x, la region determinada por la funcion

fx) = %+ Cos (x), el ejede abscisasy lasrectasx =0,x =1

Solucién
Ahora en la expresion que se emplea para hallar este tipo de volumen,

sustituimos los valores dados y determinamos el volumen solicitado
2

b T 1
V= nf [f(x)]?dx = nf <§+ Cos (x),) dx
a 0
Desarrollando eo producto notable del integrando
Tl
V= nf (Z + Cos (x) + cosz(x)> dx
0
Al resolver la integral, consideramos la identidad Trigonométrica
1
Cos?(x) = E(l + Cos (2x))

por lo que la integral se expresa

. J” 1+C ()+1+Cos(2x) p
—no 7 Cos () +2 > X
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Cos (2x)

> ) dxx

T3
V=nf (—+Cos(x)+
0o \4

Esta integral ya la hemos realizado por tabla y cambio de variable,
resultando

Sen(Zx))| T

3
V=7T<Zx+ZSen(X)+ 2 0

Evaluamos en los valores indicados

V=n K%n + 2Sen(m) + w> _ (Z (0) + 25en(0) + w»
3m 31?2
V= T (m) = T

2

3
Por lo tanto Luego el volumen es V = %u3

05.- Hallar el volumen engendrado por el circulo x? + y? — 4x = —3 al
girar alrededor del eje Ox

Solucion

Expresamos la ecuacion del circulo en su forma ordinaria para ello

x?+y?—4x=-3 = x?—4x+4+y*=-3+4 > (x—-2)>+y*=1

El centro de la circunferencia es C(2, 0) y el radio r = 1. Los puntos de
corte con el eje 0x son: A(1, 0); B(3, 0)

A partir de la ecuacion general del circulo obtenemos la funcién

(x—=2)2+y*’=1 =2y?°=1-(x—-2)>=> y=v—x2+4x-3
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-1
Sustituimos en la formula para encontrar el volumen
Ahora en la expresion que se emplea para hallar este tipo de volumen,

sustituimos los valores dados y determinamos el volumen solicitado

V=7rfab[f(x)]2dx=njl3(\/—x2+4x—3)2dx=njl3(—x2+4x—3)dx

Desarrollamos el integrando

SC3 3
2
V=m (- + 2x 3X>|

V=nm [(—3;+ 2(3)%2 - 3(3)) - <—(1—3)3 +2(1)% - 3(1))}

V=1T[(—9+18—9)—(—%+2—3>]=n[(0)—<—§>]= gn

Luego el volumen es

Autoevaluacion

01.- Calcular el volumen engendrado al girar alrededor del eje 0Ox,

limitado por las graficasde y = —x2 + 3,y = —2x + 1
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02.- Calcular el volumen del cuerpo engendrado al girar alrededor del
eje Ox limitado por las graficasde y = x2 — 8x, y = x

03.- Calcular el volumen que engendra un triangulo de vértices A(3, 1)
B(7, 2), C( 6, 1) al girar 360 alrededor del eje 0x

04.- Hallar el volumen de la figura engendrada al girar la elipse
’;—2 + %2 = 1 alrededor del eje Ox.

05.- Calcular el volumen del cilindro engendrado por el rectangulo
limitado por las rectasy = 3, x = 2, x = 5, y el eje Ox al girar alrededor de
este eje.

06.- Calcular el volumen de la esfera de radio r =3..

07.- Calcular el volumen engendrado por la rotacién del area limitada
por la pardbola y? = 4x y la recta x = 3, alrededor del eje Oy.

08.- Hallar el volumen del elipsoide engendrado por la elipse
25x?% 4+ 16y? = 400, al girar alrededor del eje.

09.- Encuentra el volumen del sélido de revolucion generado al
revolucionar la funcion 4@, definida en el intervalo [0. /2], alrededor
del eje Ox.

10.- Hallar el volumen engendrado por las superficies limitadas por la

curvay = Sen (x) y las rectas x = 0, x = 1, al girar en torno al eje 0x
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RECURSOS INTERACTIVOS

X/
*

X/
*

R/
X4

D)

R/
X4

D)

X/
*

https://www.youtube.com/watch?v=gX CpzfWFdo

https://www.youtube.com/watch?v=a990Bkglylo

https://www.youtube.com/watch?v=carzL5yQakKs

https://www.youtube.com/watch?v=UZyG4{CBMqU

https://www.youtube.com/watch?v=zCId XOtAKQo

https://www.youtube.com/watch?v=93kW5colCAU

https://www.youtube.com/watch?v= T7AE2KEaJY

https://www.youtube.com/watch?v=0r5zBGwjW2s

https://www.youtube.com/watch?v=qzG4 jtwcXU

https://www.youtube.com/watch?v=6pFmUh41jsO

https://www.youtube.com/watch?v=nnDxN90bVUM

https://www.youtube.com/watch?v=YnNgR370myqg

https://www.youtube.com/watch?v=k-33sj2zJqc

https://www.youtube.com/watch?v=VW4ZhNrkbBE

https://www.youtube.com/watch?v=ZdEfzXWusqgc

https://www.youtube.com/watch?v=SCKpUCax5ss

https://www.youtube.com/watch?v=qFvvD4ktfzk

https://www.youtube.com/watch?v=3JnjuJhUxjO

https://www.youtube.com/watch?v=Fus5WGVzjghw

https://www.youtube.com/watch?v=kXxUIQzAA5A

https://www.youtube.com/watch?v=0iaW30LTZJg

https://www.youtube.com/watch?v=K15rvmw2WwI

https://www.youtube.com/watch?v=3z1D8uSuC5U

https://www.youtube.com/watch?v=7gdCygkCJgA

https://www.youtube.com/watch?v=JB3Fqto7rjQ

https://www.youtube.com/watch?v=94vepPBCIjA

https://www.youtube.com/watch?v=nQ9lemjpnys
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