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INTRODUCCION A LA
ASIGNATURA

—

En estadistica I, se presentd distribucion de frecuencias como una forma Uutil de
resumir las variaciones en los datos observados. Se explicé las tablas de distribucion de
frecuencias haciendo una lista de todos los resultados posibles de un experimento vy,
después, indicando la frecuencia observada de cada resultado posible. Fue una herramienta
de como debemos ordenar, clasificar y evaluar los resultados de dichos experimentos, en
esta guia se dard a conocer sobre aspectos relacionados con Estadistica Il, basado en las
distribuciones de probabilidad quienes estan relacionadas con las distribuciones de
frecuencias.

De hecho, podemos pensar en la distribucion de probabilidad como una distribucién
de frecuencias tedricas, debido a que estas distribuciones tratan sobre expectativas de que
algo suceda, resultan ser modelos Utiles para hacer inferencias y tomar decisiones en
condiciones de incertidumbre. La Estadistica Il, se basa en determinar las diferentes
maneras de obtener probabilidades de acuerdo a su poblacion a muestra que se desea
estudiar.

OBJETIVOS:

e Dotar al estudiante de los principales conceptos y teoremas de la teoria de la
probabilidad que son necesarios para el estudio de la estadistica.

e Proporcionar las herramientas necesarias para calcular las probabilidades, a
través de variables aleatorias.

e Iniciar al estudiante en el estudio de las distribuciones probabilisticas (tanto
discretas como contindas) de mayor aplicacién en las distintas areas de la
carrera.

Licdo. Luis Aponte
Profesor de la Asignatura

Una Publicaciéon de:

Instituto
Universitario

de Tecnologla

para la Informatica
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UNIDAD | TEORIA DE LAS PROBABILIDADES

PROBABILIDADES

Entre los primeros tedricos de la probabilidad se encuentran Jacob Bernoulli (1654—
1705), Abraham de Moivre (1667—1754), el reverendo Thomas Bayes (1702-1761) y Joseph
Lagrange (1736—hum 1813) quienes desarrollaron férmulas y técnicas para el célculo de la
probabilidad. En el siglo XIX, Pierre Simén, Marquez de Laplace (1749-1827), unificd todas
estas primeras ideas y compilé la primera teoria general de probabilidad. La teoria de
probabilidad fue aplicada con éxito en las mesas de juego y, lo que es mas importante en
nuestro estudio, en problemas sociales y econdémicos, muchos centros de aprendizaje
estaban estudiando la probabilidad como una herramienta para el entendimiento de los

fendbmenos sociales.

En la actualidad, la teoria matemética de la probabilidad es la base para las
aplicaciones estadisticas tanto en investigaciones sociales como en la toma de decisiones.
La probabilidad es una parte de nuestras vidas cotidianas, en la toma de decisiones
personales y administrativas, nos enfrentamos a la incertidumbre y utilizamos la teoria de la
probabilidad, admitamos o no el uso de algo tan complejo. Cuando escuchamos una
prediccion de un 70% de posibilidades de lluvia, cambiamos nuestros planes de salir de dia

de campo y nos quedamos en casa divirtiéndonos con juegos de mesa.

Los Administradores que se encargan del inventario de ropa de moda para mujer
deben preguntarse sobre las posibilidades de que las ventas alcancen o excedan un cierto
nivel. Vivimos en un mundo que es incapaz de predecir el futuro con total certidumbre.

Antes de profundizar en la forma como se utilizan las probabilidades, es necesario conocer

de cierta manera de donde provienen. Hay tres formas de calcular o estimar la probabilidad.

El enfoque clasico o a priori proveniente de los juegos de azar o definicion clasica de
Laplace que se emplea cuando los espacios muéstrales son finitos y tienen resultados
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igualmente probables; la definicion empirica, a posteriori o frecuencia relativa de ocurrencia

de un evento con respecto a un gran numero de ensayos repetidos y por ultimo. La

probabilidad mide la frecuencia con que se obtiene un resultado (o conjunto de resultados) al

llevar a cabo un experimento aleatorio, del que se conocen todos los resultados posibles,

bajo condiciones suficientemente estables. La probabilidad es simplemente que tan posible

es que ocurra un evento determinado.

Cuando no estamos seguros del resultado de un evento, podemos hablar de la

probabilidad de ciertos resultados: que tan comun es que ocurran.

DEFINICIONES BASICAS DE PROBABILIDAD:

Probabilidad: Es una medida numérica de la posibilidad de que ocurra un evento. Por
tanto, las probabilidades son una medida del grado de incertidumbre asociado con

cada uno de los eventos previamente enunciados.

Evento: En teoria de la probabilidad, un evento es uno o mas posibles resultados de
hacer algo. Por ejemplo, lanzar una moneda al aire, si cae cara es un evento, y si cae
sello (cruz) es otro evento, elegir un estudiante de 100, para que responda una
pregunta, cuando escuchamos las pocas gratas predicciones del indice de mortalidad

en accidentes de transito, esperamos no ser uno de tales eventos.

Eventos exhaustivamente colectivos: lista de eventos que representa todos los

resultados posibles de un experimento.

Eventos mutuamente excluyentes: Eventos que no se pueden presentar juntos.

Experimento: En el contexto de la probabilidad, un experimento es definido como un
proceso que genera resultados definidos, es la actividad que se origina de dichos
eventos, como el de lanzar una modera al aire es el experimento, lanzar un dado,

determinar el numero de alumnos que aprobaron estadistica, etc.

Espacio Muestral: Es el conjunto de todos los resultados posibles de un experimento,
7



el ejemplo de lanzar una moneda, su espacio muestral se denota con la letra S, y

viene siendo: S = {cara, sello}

e Diagrama de Venn: Representacion gréfica de los conceptos de probabilidad en la
gue el espacio muestral esta representado por un rectangulo y los eventos que

suceden en el espacio muestral se representan como parte de dichos rectangulos.

e Arbol de probabilidades: Representacion grafica que muestra los resultados
posibles de una serie de experimentos y sus respectivas probabilidades.

Tabla N°13. Ejemplo de Experimento y Espacio Muestral

Lanzar una moneda Cara, cruz (sello)

Tomar una moneda para inspeccionarla Con defecto, sin defecto

Realizar una llamada de ventas Hay compra, no hay
compras

Lanzar un dado 1,2,3,4,5,6

Jugar un partido de futbol Ganar, perder, empatar

DEFINICIONES DE PROBABILIDAD CLASICA:

El planteamiento clasico define la probabilidad de que un evento ocurra como:

Numero de resultados en los que se presenta el evento
Probabilidad de un Evento =
Numero total de resultados posibles

Ejemplo: Calcular la probabilidad de obtener cara al lanzar una moneda, aplicando la

formula se obtiene:
Numero de resultados posibles en un lanzamiento en los que se presenta el
P (cara) = 1 _evento (en este caso, el # de resultados que producirdn una cara)

(1+1) NUmero total de resultados posibles en un lanzamiento (una cara y un sello)

Resultado: P(cara) = ¥2=0,5



Planteamiento de frecuencia relativa:

En el siglo XIX, los estadisticos britdnicos, interesados en la fundamentacion tedrica
del célculo del riesgo de pérdidas en las polizas de seguros de vida y comerciales,
empezaron a recoger datos sobre nacimientos y defunciones. En la actualidad, a este
planteamiento se le llama frecuencia relativa de presentacion de un evento y define la
probabilidad como: la frecuencia relativa observada de un evento durante un gran nimero de
intentos o la fraccidén de veces que un evento se presenta a la larga, cuando las condiciones

son estables.

Ejemplo: suponga que en una compafia de seguros sabe, por la informacion
obtenida de los datos actuariales registrados, que los hombres de 40 afos de edad, 60 de
cada 100.000 morirdn en un periodo de 1 afio. Calculando la probabilidad queda

determinada.

P (muerte de 40 afios) = 60/100.000 = 0,00006

Planteamiento de probabilidad subjetiva:

Las probabilidades subjetivas estan basadas en las creencias de las personas que
efectdan la estimacion de probabilidad. De hecho, la probabilidad subjetiva se puede definir
como la probabilidad asignada a un evento por parte de un individuo, basada en la evidencia
gue se tenga disponible. Esta evidencia puede presentarse en forma de frecuencia relativa
de presentacién de eventos pasados, 0 puede tratarse simplemente de una creencia

meditada.

Las asignaciones de probabilidad subjetiva se dan con més frecuencia cuando los
eventos se presentan solo una vez o un numero reducido de veces. Por ejemplo, usted tiene
encomendada la tarea de entrevistar y elegir a un nuevo trabajador social. Su poblacién se
ha reducidos a sélo tres personas, cada una de éstas tiene buena apariencia, alto nivel de
actividad, bastante confianza en si misma, buen registro de logros pasados y buena
disposicion de animo para enfrentar los retos que se presentan. ¢Cuales son las

posibilidades de que cada candidato se relacione exitosamente con los clientes? El
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responder a esta pregunta y escoger a uno de los tres requerira que usted asigne una

probabilidad subjetiva al potencial de cada persona que solicita el puesto.

Reglas de probabilidad:

Los valores de probabilidad se encuentran en una escala de 0 a 1. Los valores
cercanos a 0 indican que las posibilidades de que ocurra un evento son muy pocas. Los
cercanos a 1 indican que es casi seguro que ocurra un evento. Otras probabilidades entre
cero y uno representan distintos grados de posibilidad de que ocurra un evento. Por ejemplo,
si considera el evento “que llueva mafana”, se entiende que si el prondstico del tiempo dice
‘la probabilidad de que llueva es cercana a cero”, implica que casi no hay posibilidades de
gue llueva. En cambio, si informan que la probabilidad de que llueva es 0.90, sabe que es
muy posible que llueva, lo cual representa un 90% de posibilidad. La probabilidad de 0,50

indica que es igual de posible que llueva como no llueva.

Probabilidad compuesta:
v' Los experimentos compuestos estan formados por dos o0 mas experimentos simples.
v Utilizamos diagramas de arbol para obtener el conjunto de resultados posibles.
v' La probabilidad de un camino es igual al producto de las probabilidades de las

ramas de dicho camino.

Tipos de eventos 0 sucesos:
Sucesos independientes: extraccion con devolucion (con reemplazo)
Dos sucesos A y B son independientes si la realizacion de A no condiciona la realizacion

del suceso B, es decir, p(B/A) = p(B)

P (ANB) = p(A)"p(B)

Sucesos dependientes: extraccion sin devolucion (sin reemplazo)
Dos sucesos A y B son dependientes si la realizacion de A condiciona la realizacion
de B, es decir, p(B/A) # p(B).
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Ejemplo de probabilidad compuesta:

En una caja hay 5 bolas: 3 azules y 2 verdes. Se extrae una bola, se anota el color y se
repite el mismo proceso otra vez. a) ¢ Cual es la probabilidad de obtener 2 bolas azules? b)
¢, Cual es la probabilidad de que la 1ra sea verde y la 2da sea azul? Con devolucién y sin

devolucioén para cada alternativa.

Con Reemplazo: Sucesos independientes

a) Probabilidad de obtener 2 bolas azules
Evento A: 1" extraccion obtener bola azul — P (A)=3/5
Evento B: 2% extraccién obtener bola azul — P (B) =3/5
P(ANB) = P(A)*P(B) = 3/5*3/5 = 9/25

b) Probabilidad de obtener en la 1™ extraccion
verde y 2% extraccién azul
Evento A: 1" extraccion obtener bola verde —  P(A)=2/5
Evento A: 1" extraccion obtener bola azul — P (@B)=3/5
P(ANB) = P(A)*P(B) = 2/5*3/5 = 6/25

Sin Reemplazo: Sucesos independientes

a) Probabilidad de obtener 2 bolas azules
Evento A: 1" extraccion obtener bola azul —  P(A)=3/5
Evento B: 2% extraccién obtener bola azul — P (B)=2/4
P(ANB) = P(A)*P(B/A) = 3/5*2/4 = 6/20 = 3/10

b) Probabilidad de obtener en la 1@ extraccion
verde y 2% extraccién azul
Evento A: 1" extraccion obtener bola verde —  P(A)=2/5
Evento A: 1" extraccion obtener bola azul — P(@B)=3/4
P(ANB) = P(A)*P(BI/A) = 2/5*3/4 = 6/20 = 3/10
Sucesos mutuamente excluyentes:

Se dice que 2 eventos son mutuamente excluyentes si no tienen puntos muéstrales en
comun. Dos 0 mas eventos son mutuamente excluyentes o disjuntos, si no pueden ocurrir
simultAneamente. Es decir, la ocurrencia de un evento impide automaticamente la ocurrencia

del otro evento (o0 eventos).
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Por ejemplo, al lanzar una moneda al aire, solo puede ocurrir que salga cara o sello,
pero no los dos a la vez, es decir, sale cara, o sale sello(cruz). La interseccién de dos o0 mas

sucesos mutuamente excluyentes, es el conjunto vacio, ANB =0

Ley de adiccion para eventos mutuamente excluyentes:

Probabilidad de que
suceda A

| P(AUB) = P(A) + P(B) |=—>| P (Ao B)=P(A) + P (B) |

Probabilidad de que Probabilidad de que
suceda Ao B suceda B

Fig. # 2. Diagrama de Venn

EVENTO A EVENTO B

Ejemplo:
Cinco estudiantes por igual capacidad, esperan la fecha en que se les hara una

entrevista para trabajar en el verano, la compaiiia solicitante ha anunciado que contratara a
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s6lo uno de los cinco, mediante una eleccion aleatoria. El grupo esta formado por los
estudiantes siguientes: Bill, Helen, John, Sally y Walter.
Determine:
a) ¢Cual es la probabilidad de que John sea elegido?

b) ¢Cudl es la probabilidad de que John o Sally sean elegidos?

Respuesta:
a) P(John) =1/5=0,2 Es una probabilidad sencilla

b) Evento A: John sea elegido
Evento B: Sally sea elegida
P (John o Sally) =P(A) + P(B) =1/5+1/5=2/5=0,4

Sucesos no excluyentes o solapados:

Dos 0 mas eventos 0 sucesos son no excluyentes, o conjuntos, cuando es posible que
ocurran ambos. Esto no indica que necesariamente deban ocurrir estos eventos en forma
simultdnea. Por ejemplo, si consideramos en un juego de domino sacar al menos un blanco y

un seis, estos eventos son no excluyentes porque puede ocurrir que salga 6 blanco.

Ley de adiccion para eventos mutuamente excluyentes:

Si dos eventos no son mutuamente excluyentes, es posible que ambos se presenten
al mismo tiempo, en tales casos, debemos modificar la regla de la adicion. Por ejemplo,
¢cual es la probabilidad de sacar un as o un corazén de un mazo de barajas?, los eventos as
y corazOn pueden presentarse juntos, ya que se puede sacar un as de corazén de un mazo

de barajas, cuya férmula seria:

Probabilidad de que A suceda

P (AUB) = P(A) + P(B) — P(ANB) | —> Probabilidad de que Ay B sucedan juntos

Probabilidad de que \ -
se presente Ao B Probabilidad delgue B




Ejemplo:

1) Se tiene un mazo de barajas, se desea determinar la probabilidad de extraer 1 carta de

AS o Corazon Rojo.

| Picas = 13 \

Total de barajas Corazones Rojos =13 —* As, 2,3,4,5,6,7,8,9,10,J,Q,K
son 52 | Corazones Negros = 13 /
Trébol = 13

Evento A: Extraer un AS P(A) = 4/52

Evento B: Extraer un Corazén Rojo P (B) = 13/52

LA PROBABILIDAD DE QUE SUCEDA A Y B:
P (ANB) = 1/52
P (AUB) = P(A) + P(B) — P(ANB)
P (AUB) = 4/52 + 13/52 — 1/52 = 16/52

2) Los empleados de una cierta compafila han elegido a cinco de ellos para que los
representen en el consejo administrativo y de personal sobre productividad. Los perfiles de
los cinco elegidos son:

» hombre de 30 afios
hombre de 32 afios
mujer de 45 afos

mujer de 20 afos

YV V V V

hombre de 40 afios

Este grupo decide elegir un vocero, la eleccion se efectia sacando de un sombrero uno
de los nombres impresos. ¢De desea determinar la probabilidad de que el vocero sea mujer

0 cuya edad esté por arriba de 35 afios?
14



Evento A: sea mujer P(A) = 2/5
Evento B: mayor de 35 afios P(B) = 2/5

La probabilidad de que sea mujer y mayor de 35 ainos P(ANB) = 1/5,
P(AUB) = P(A) + P(B) - P(ANB) P(AUB) = 2/5 + 2/5 - 1/5 = 3/5

Probabilidad Condicional:
Si los sucesos A y B pertenecen al mismo espacio muestral E y si P(A) es distinto a
cero, entonces la probabilidad condicional de B dado que A haya ocurrido, designada por P(B
I A), se define como: P(A) # 0;
P (AN B)

PBIA) = .

El término probabilidad condicional toma en cuenta la posibilidad de que la probabilidad de B
pueda depender del hecho de que el suceso A haya o no ocurrido.
Ejemplo:

Una caja contiene bolitas rojas y verdes. Ademas cada una tiene grabada una letra

gue puede ser My E. La composicion de la caja se presenta a continuacion.

Verdes

Determinemos la probabilidad de seleccionar una bolita verde de la caja, dado que
tenga grabada un letra E.
Solucion:

Por definicion P(E) # 0;

PENV)
P(VIE) = .

Calculemos las siguientes probabilidades.

- P(E) = probabilidad de obtener una bolita con la letra E, es igual a 7/15, ya que existen
15



7 bolitas con la letra E, de un total de 15.

- P (E NV) = probabilidad de obtener una bolita con la letra E y sea verde es igual a
4/15, ya que hay 4 bolitas verdes con la letra E, de un total de 15.
- Como conocemos P(E) y P (E N V), sustituyendo en la definicion tenemos:
4/15

P(VIE) 215

4

7
- O también directamente P(V | E) = probabilidad de obtener una bolita verde, dado que

la bolita seleccionada tenga la letra E es igual a 4/7, ya que hay 7 bolitas con la letra E

de las cuales 4 son verdes; o sea, P(VIE) =4/7

EVENTO PARA LA MULTIPLICACION
Regla de la multiplicacion

La regla de la multiplicacion expresa que la probabilidad de que ocurran Ay B es
igual a la probabilidad de A multiplicada por la probabilidad de que ocurra B, dado que A ha

ocurrido.

En simbologia: P(AyB)=P(ANB)=P(B).P(BIA)

Demostracion
Partiendo de la probabilidad condicional
P (AN B)

P (A)
Multiplicando ambos miembros por P (A) Tenemos:

P (ANB) = P(A) . P(B | A)

PBIA) =

Regla de la multiplicacion para sucesos independientes o regla de la multiplicacion
con reemplazamiento.
Si A y B son sucesos independientes la P(B I A) es igual a la probabilidad

incondicional de B, es decir, P(B | A) = P(B). Si este es el caso la regla la multiplicacion pasa
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P(ANB)=P(A).PBIA)=P(A).P(B)
Luego la probabilidad de Ay B es igual a la probabilidad de A, por la probabilidad de B;

Es decir:

P(AyB)=P(ANB) =P(A).P(B)

Regla de la multiplicacion para sucesos dependientes o regla de la multiplicacion sin

reemplazamiento.

Si Ay B son sucesos dependientes, entonces, la probabilidad de que ocurran A'y
B es igual a la probabilidad de A, multiplicada por la probabilidad de que ocurra B,
dado que A ha ocurrido; o sea,

P(AyB)=P(A N B)=P(A). P(B | A) o también

P(AyB)=P(A N B)=P(B). P(AIB)

Regla de la multiplicacién en general.
Sean A; A As .. A, sucesos cualesquiera, se define la probabilidad de

ocurrencia conjunta como:

P(ALN Az NAs . NAy=P(Ay P(A21 A . P(Asl ALN Ay) ... P(An 1 Ar N Az N Any).

Ejemplo: recordemos la idea del lanzamiento de la moneda no alterada, suponiendo
gue se lanza dos veces la moneda cuyo resultado puede ser cara(H) o sello(T),
supbéngase ahora que se quiere determinar la distribucion de probabilidad del niumero
de sellos que podrian caer cuando lanzamos la moneda dos veces. Hay que

determinar lo siguiente:

Experimento: Lanzar una moneda no alterada

Evento: Obtener el niUmero de sellos al lanzar la moneda dos veces.

17



Espacio Muestral:

ler 2do No salgasellolax=0
Lanzamiento Lanzamiento
H H Al menos en un lanzamiento salga
S = == S H S
sellolax=1
H S
S S Que salga sello en los dos
— — lanzamientos la x =2

A continuacion, se presenta la tabla de distribucién de probabilidades

Tabla °1. Distribucién de probabilidad al lanzar dos veces una moneda no alterada

X Fi
Numero de Casos P; P. % P; % P,
sellos Observados

0 1 0,25 0,25 25 25

1 2 0,5 0,75 50 75

2 1 0,25 1 25 100
Total 4 1 100

Fuente: Garcia, | (2019)

X = Numero de sellos

Fi: casos observados

Pi: Probabilidad, se obtiene — Pi = casos favorables / casos posibles
Pi=1/4=0,25

Pa: Probabilidad acumulada, se determina como la frecuencia acumulada vista en

Estadistica |

% Pi: es el porcentaje de la probabilidad, Pi * 100 = 0,25*100 = 25%

% Pa: es el porcentaje de la probabilidad acumulada Pa= 0,75 * 100 = 75%

18



Podemos representar en forma grafica la distribucion de probabilidad, segun la

siguiente, en el eje x se representa la variable (xi), en el eje y la probabilidad.

Fig. °1. Distribucion de probabilidad, para el niumero de sellos al lanzar dos veces una
moneda

Pi

0,50

0,25

A 4

Xi (Nimero de sellos)

Fuente: Garcia, | (2019)

Ejemplo:

Una caja contiene 6 bolitas blancas y 4 negras. Se extraen dos bolitas sucesivamente
y sin restriccion.
a) ¢Cual es la probabilidad de que ambas bolas sean blancas?
b) ¢Cual es la probabilidad de que la primera sea blanca y la segunda sea negra?
c) ¢Cudl es la probabilidad de que la primera sea negray la segunda sea blanca?

d) ¢Cual es la probabilidad de que ambas bolas sean negras?

19



Solucion:
- Sea el espacio muestral E = (10 bolitas entre blancas y negras):
- Los sucesos definidos son:
B = (Extraer bolitas blancas).
N = (Extraer bolitas negras).
- Calculemos las siguientes probabilidades:
a) P(B1MN B2) =P(B1) . P(B21B.)
=6/10 . 5/9 = 30/90 = 0,333...
b) P (la primera sea blanca y la segunda sea negra).
P(B1N Nz) =P(B1) . P(N21B1) =6/10 . 4/9 = 24/90 = 0,266...
c) P (la primera sea negray la segunda blanca).
P(N1 N By) =P(Nj1) . P(B21 N1) =4/10 . 6/9 = 24/902 = 0,266...
d) P (ambas sean negras)
P(N1N N2) =P(N;) . P(N21 N;y) =4/10.3/9 = 12/90 = 0,133...

UNIDAD Il VARIABLE ALEATORIA

Variable Aleatoria: Una variable es aleatoria si toma diferentes valores como

resultado de un experimento aleatorio, puede ser discreta o continua como se explico

en Estadistica I, si puede tomar s6lo un nimero limitado de valores, es una variable

aleatoria discreta, ahora si toma cualquier valor dentro de un intervalo dado, es una

variable aleatoria continua.

Las variables aleatorias son fundamentales en estadistica porque permite modelar

fendmenos aleatorios y calcular probabilidades, esperanza, varianza y otras medidas

de interés.
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Tipo de Variables Aleatorias:
» Discretas: son aquellas que toman valores en un conjunto finito o infinito
numerable (es decir, valores que se pueden contar)
Ejemplos:
e Numero de caras al lanzar una moneda tres veces.
e Numero de estudiantes que aprueban un examen.

e Numero de defectos en un lote de productos.

» Continuas: son aquellas que pueden tomar cualquier valor dentro de un intervalo
0 conjunto no numerable (Valores que no se pueden contar)
Ejemplos:
e Tiempo que tarda un estudiante en resolver un examen.
e Peso de una persona.

e Temperatura en una ciudad.

Funcién de distribucion de probabilidades (f.d.p.)

Es un conjunto formado por pares ordenados [X; ., P(Xj)], donde la primera
componente son todos los posibles valores de la variable y la segunda componente son

las probabilidades asociadas a ella, y la denotamos por f.d.p.
Asi f.d.p.= {[ X1, P(X1) 1}.
Propiedades:

1) 0<P(Xy) <1

2) Yis PXD =1
Ejemplo 1:
Una moneda corriente se lanza cuatro veces. Determinemos la funcién de

distribucion de probabilidad del nimero de caras.
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Solucion:
- Determine el espacio muestral (E) del lanzamiento de la moneda cuatro
veces.
- Escriba la funcion de distribucion de X; es decir, F(X) = P(X = nimero de
caras).
- Construya una tabla, que contenga en la primera fila todos los valores de la
variable “X” en funcién del experimento y en la segunda fila escriba la

probabilidad asociada a cada valor de “X”; es decir:

X1 0 1 2 3 4

P(X1) 1/16 4/16 6/16 4/16 1/16

P(X=0)=1/16 ; P(X = 1) = 4/16 ; P(X = 2) = 6/16 ; P(X = 3) = 4/16 ; P(X = 4) = 1/16
Luego la f.d.p. ={[ X1, P(X1) J}. Asi,
f.d.p. ={ (0, 1/16) ; (1, 4/16) ; (2, 6/16) ; (3, 4/16) ;4, 1/16)}.

Esperanza Matematica o valor esperado: El valor esperado es una idea
fundamental en el estudio de las distribuciones de probabilidad. Durante muchos afios, el
concepto a ha sido puesto en practica con bastante regularidad por las compafias
aseguradoras, también ha sido utilizado ampliamente por muchas de las personas que

tienen que tomar decisiones en condiciones de incertidumbre.

Para obtener el valor esperado de una variable aleatoria discreta, multiplicamos
cada valor que la variable puede tomar por la probabilidad de presentacion de ese valor

y luego sumamos los productos.

En la siguiente tabla, se toma como referencia, una clinica de tratamiento de
cancer de pecho, para calcular el promedio de mujeres atendidas diariamente, utilizando

registros sobre pacientes anteriores como base para calcularsu valor esperado,
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Tabla °2. NOmero de mujeres atendidas diariamente de cancer de pecho.

Probabilidad de que la

Valores posibles de la : :
variable aleatoria tome estos

variabI?Xei\)Ieatoria valores Multiplicando (Xi*P))
(P)

100 0,01 1,00
101 0,02 2,02
102 0,03 3,06
103 0,05 5,15
104 0,06 6,24
105 0,07 7,35
106 0,09 9,54
107 0,10 10,70
108 0,12 12,96
109 0,11 11,99
110 0,09 9,90
111 0,08 8,88
112 0,06 6,72
113 0,05 5,65
114 0,04 4,56
115 0,02 2,30

TOTAL 1 108,02

Fuente: Garcia, | (2019)

Por lo tanto, el valor esperado es:
Esperanza Matematica: E(x) =) (Xi*P;) = 108,02

Varianza y Desviacion Estandar:
Estas medidas numéricas describen la dispersion o variabilidad de la variable
aleatoria mediante el promedio o valoresperado de las desviaciones cuadraticas de los

valores de x a partir de su media (J).
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Sea x la variable aleatoria discreta con distribucion de probabilidad f(x) y media p

que viene siendo el valor esperado, la varianza de x es o” cuya férmula es:

0 = ¥ (X; **P;) - E*(x)

Y la desviacion estandar se determina por P

Sea x la variable aleatoria continua con distribucion de probabilidad f(x) y la media u la
varianza de x es:
0® = E [(x- 1) =] (X - w)* Fx dx

Tomando los datos del ejercicio anterior y utilizando la primera formula, determinamos la

varianza y la desviacionestandar.

Tabla °3. Nomero de mujeres atendidas diariamente de cancer de pecho.

Valores posibles de la Probabilidad

variable aleatoria (X;) (P) X2 Xi® *P;
100 0,01 10000 100
101 0,02 10201 204,02
102 0,03 10404 312,12
103 0,05 10609 530,45
104 0,06 10816 648,96
105 0,07 11025 771,75
106 0,09 11236 1011,24
107 0,10 11449 1144,9
108 0,12 11664 1399,68
109 0,11 11881 1306,91
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110 0,09 12100 1089

111 0,08 12321 985,68
112 0,06 12544 752,64
113 0,05 12769 638,45
114 0,04 12996 519,84
115 0,02 13225 264,5
TOTAL 1 11680,14

Fuente: Garcia, | (2019)

Sustituyendo en la primera formula, tenemos:

Varianza: o2 =11680,14 — 108,022 = 11819,6

Desviacion estandar: o = +/11819,96 = 3,4376

EJERCICIOS PROPUESTOS:

1) Determine la distribucion de probabilidad si se lanzan 4 monedas al aire, y se
desea obtener el nimero de Sellos.

2) Al lanzar 2 dados, determine: a) tabla de distribucion de probabilidad b)
gréfica, de los puntos que seobtienen (suma de las caras de los dos dados)

3) Una caja contiene 30 canicas rojas, y 20 bancas, se quiere obtener el nimero de
canicas Rojas al extraer 4 de lacaja, construya su distribuciéon de probabilidad y
grafica

4) Se realiz6 una encuesta sobre el numero de hijos en familias de 3 hijos, para
determinar el numero de Niflas que nacen, determine: distribucion de
probabilidad y represente graficamente.

5) Los siguientes datos se refiere al nimero de hijos por familia, determine

a) Valor esperado b) Desviacion estandar
No. De hijos 0 1 2 3 4 5 6

Proporcion de familias 0,05 0,10, 0,30 | 0,25 0,15 0,10| 0,05
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6) Para la siguiente distribucién determine:

a) Esperanza matematica b) Desviacion estandar
Xi -3 -2 0 1 2 4 5 6
Casos observados 2 5 7 6 4 3 2 1

UNIDAD Il DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDADES

DISTRIBUCION BERNOULLI

Se distribuye a varias generaciones de la familia Bernoulli, quienes fueron
matematicos suizos del siglo XVIII, el nombre de Bernoulli ha quedado asi asociado con
esta clase de experimento, y cada recepcion de experimento con solo dos resultados
posibles.

Para los fines de la teoria de probabilidades, el interés se centra no en Unica prueba
de Bernoulli, sino en una serie de pruebas de Bernoulli independientes y repetidas, es
decir, estamos interesados en mas de una prueba, el hecho de que estas pruebas deben
ser independientes significa que el resultado de cualquiera de ellas no pueda influir enel
resultado de cualquiera de las demas.

Es una distribucién de probabilidad discreta, que toma valor de 1 para la
probabilidad de éxito, y valor O para la probabilidad de fracaso. Como por ejemplo si un
jugador de basquetbol esta a punto de tirar hacia la parte superior del tablero,

sea x =1 si anota el tiro, sino lo hace x = 0.

Esta distribucién esta basada en dos resultados “cierto” y “falso”, donde p representa
el éxito, y q representa el fracaso. Los ensayos repetidos cumplen un papel muy
importante en probabilidad y estadistica, en especial cuando el nimero de ensayos es
fijo, el parametro es el mismo para cada ensayo y cuando todos los ensayos son
independientes, existen algunas variables aleatorias que aparecen en conexion con

ensayos repetidos.
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Podriamos por tanto definir este experimento mediante una variable discreta x que

toma los valores: X = 0 Si el suceso no ocurre, X = 1 en caso contrario y se denota de la

siguiente manera:

X~B(n,p)e X=]

10— g=1-p=P[X=0]

1> p=P[X=1]

Un ejemplo tipico de este tipo de variable aleatoria consiste en lanzar una moneda al aire y

considerar la variable:

X = Numero de caras -

0— q=1/2

1— p=1/2

Para una variable aleatoria de Bernoulli, tenemos que su funcion de probabilidad es

F(x) = P

DISTRIBUCION BINOMIAL

six=0

1six=1

en cualquier otro caso

Este tipo de distribucion fue desarrollada por Jakob Bernoulli (Suiza, 1654 — 1705),

es la principal distribucién de probabilidad discreta para variables dicotdmicas, es decir,

gue solo pueden tomar dos posibles resultados.
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Es una distribucion de probabilidad ampliamente utilizada de una variable

aleatoria, esta describe varios procesos de interés para los administradores. Describe
datos discretos, resultantes de un experimento denominado proceso de Bernoulli en

honor al matematico suizo Jacob Bernoulli, quien vivio en el siglo XVII.

En estadistica, la distribucion binomial es una distribucion de probabilidad discreta
que cuenta el numero de éxitos en una secuencia de n ensayos de Bernoulli
independientes entre si, con una probabilidad fija p de ocurrencia del éxito entre los
ensayos. Un experimento de Bernoulli se caracteriza por ser dicotbmico, esto es, solo
dos resultados son posibles. A uno de estos se denomina éxito y tiene una probabilidad
de ocurrencia p y al otro, fracaso, con una probabilidad g =1 — p.

La distribucion de probabilidad binomial es uno de los modelos mateméticos
(expresion matematica para representar una variable) que se utiliza cuando la variable
aleatoria discreta es el numero de éxitos en una muestra compuesta por n

observaciones.

En la distribucién Binomial el anterior experimento se repite n veces, de forma
independiente, y se trata de calcular la probabilidad de un determinado numero de

éxitos. Para n = 1, la binomial se convierte, de hecho, en una distribucién Bernoulli.

Algunos ejemplos tipicos de una distribucion binomial son: al nacer un bebe
puede ser hembra o varon, un equipo de baloncesto puede ganar o perder, en un
examen con preguntas cerradas dicotomicas puede ser verdadero o falso, un
tratamiento médico, como por ejemplo la vacuna para la gripe A, puede ser efectivo o

inefectivo, entre otras

Para representar una variable aleatoria X, que sigue una distribucion binomial de

parametros n y p, se escribe: X ~ B (n, p)

Propiedades:

1) Cada observacion se clasifica en una de dos categorias, mutuamente excluyentes
(los eventos no pueden ocurrir de manera simultdnea. Ejemplo: una persona no

puede ser de ambos sexos) y colectivamente exhaustivos (uno de los eventos
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debe ocurrir, ejemplo: al lanzar una moneda, sino ocurre cruz, entonces ocurre

cara). A estas categorias se les denomina éxito y fracaso.

2) La probabilidad de que una observacion se clasifique como éxito (p), es constante
de una observacion a otra, de la misma forma, la probabilidad de que una
observacion se clasifique como fracaso (q), es constante en todas las

observaciones.

3) La variable aleatoria binomial tiene un rango de 0 a n.

ECUACION:
n k ~nk n ; At
P(x=k) = K p-. g K| =n C « Se determina en la calculadora cientifica
P (x=k) = n * pk % (1- p) "
(X_)_ K!*(ﬂ—k)! p ('p)

Depende del ejercicio se puede utilizar cualquier ecuacion.
X: representa el nUmero de éxitos obtenidos en cada prueba del experimento
K: nimero de aciertos o éxitos deseados
n: nimero de experimentos o ensayos efectuados
p: probabilidad de éxito, como por ejemplo que salga “cara” al lanzar una moneda

g: probabilidad de fracaso, también conocida como 1 — p

Parametros para la Distribucion:

Valor esperado, esperanza matematica o media es:
Valor esperado: p=n.p

Varianza: 6°=n.p.q

Desviacion tipicaes: 6 = ,/n.p.q
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Con el siguiente ejemplo veremos que la distribucién binomial es féacil de entender
y es importante en nuestra vida cotidiana imaginemos una escuela primaria donde los
alumnos llegan tarde a menudo, 5 alumnos estan en el jardin de nifios. La directora
lleva tiempo estudiando el problema, habiendo llegado a la conclusién de que hay una
probabilidad de 0,4 de que un alumno llegue tarde y de que los alumnos lleguen

independientemente uno de otro.

¢Como trazamos una distribucion binomial de probabilidad que ilustre las

probabilidades de que 0, 1, 2, 3, 4 6 5 estudiantes lleguen tarde simultdneamente?

SOLUCION:
Datos:
n=>5
p=04

g=1-p=1-0,4=0,6
P(x=0,1,2,345)="

Aplicando la ecuacion 1, se tiene:

P(X=0) = 5C0.0,4°.0,6° %= 0,07776x100 = 7,776%
P(X=1) = 5C1.0,4%.0,6°" = 0,2592x100 = 25,92%
P(X=2) = 5C, .0,42.0,6° ~ 2 = 0,3456x100 = 34,56%
P(X=3) = 5C5.0,4°.0,6° ~ * = 0,2304x100 = 23,04%
P(X=4) = 5C4.0,4%.0,6° ~* = 0,0768x100 = 7,68%
P(X=5) = 5Cs.0,4° .0,6°>~° = 0,01024x100 = 1,024%
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Otro ejemplo para demostrar el calculo de la distribucion binomial, seria el siguiente,
con el propdsito de verificar si se aceptan los lotes de piezas que se reciben en una
determinada fébrica, se lleva a cabo un plan de control consistente en seleccionar 10
articulos al azar de cada lote y determinar el numero de piezas defectuosas. Un lote rechaza

si se encuentran dos 0 mas piezas defectuosas.

¢,Cuél es la probabilidad de aceptar lotes con un 5% de piezas defectuosas?

SOLUCION:
Sea el suceso
A = ser pieza defectuosan = 10 articulos
P =5%/100 = 0,05 es la proporcion de piezas defectuosas
g=1-0,05=0,95
X = numero de piezas defectuosas en el lote

P (aceptar lotes de piezas defectuosas) = P(X < 2)

Aplicando la ecuacién 1
P(X<2) = PX=0)+P(X=1)
= 10C0.0,05%.0,95" %+ 1,C;.0,05.0,95"° 1
= 0,5987 +0,3151
= 0,9138*100
P(X<2) = 91,38%

Interpretacion: el 91,38% es la probabilidad de aceptar lotes de piezas defectuosas.

EJERCICIOS PROPUESTOS DE DISTRIBUCION BINOMIAL
1) La ultima novela de un autor ha tenido un gran éxito, hasta el punto de que el 80% de
los lectores ya la han leido. Un grupo de 4 amigos son aficionados a la lectura,
Determine:

a. ¢Cual es la probabilidad de que en el grupo hayan leido la novela 2
personas?
b. ¢Y como maximo 2?
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2) Un laboratorio afirma que una droga causa efectos secundarios en una proporcion de
3 de cada 100 pacientes. Para contrastar esta afirmacion, otro laboratorio elige al

azar a 5 pacientes a los que aplica la droga.

¢,Cual es la probabilidad de los siguientes sucesos?
a. Ningun paciente tenga efectos secundarios
b. Al menos 2 tengan efectos secundarios
3) Se sabe que el 30% de las piezas que fabrica una maquina son defectuosas,
determine:
a. La probabilidad de que una muestra de 4 piezas tomadas al azar todas
son defectuosas
b. La probabilidad de que en un grupo de 5 piezas elegidas al azar haya 2
buenas
c. Cual es la probabilidad de elegir una muestra de 6 piezas, al menos la
mitad sean buenas
d. La probabilidad de que una muestra aleatoria de 4 piezas haya mas de 2

defectuosas

DISTRIBUCION POISSON
Distribucién Poisson, es una distribucion muy usada en medicina y biologia, se
deriva del proceso de Poisson en honor al matematico francés Simeo6n Dennis Poisson

(1781 — 1840). Se aplica para variables aleatorias discretas.

Los experimentos que resultan en valores numéricos de una variable aleatoria X,
guien representa el nimero de resultados durante el intervalo de tiempo dado o una
region especifica, frecuentemente se llaman experimentos de Poisson. El intervalo de
tiempo dado puede ser de cualquier duracion de tiempo, por ejemplo, un minuto, un

dia, una semana, un mes o inclusive un ano.

De aqui que un experimento de Poisson puede generar observaciones para la

variable aleatoria X, que representa el nimero de algun evento en un lapso de tiempo
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dado, por ejemplo: nimero de llamadas telefénicas, nimero de vehiculos que pasan

por un peaje, numero de defectos de una pieza, etc.
Un experimento de Poisson tiene las siguientes propiedades:

e El nimero de resultados que ocurren en un intervalo de tiempo o region
especifico es independiente delnimero que ocurre en cualquier otro intervalo
de tiempo.

e La probabilidad de que un resultado muy sencillo ocurra en un intervalo de
tiempo muy corto o en unaregion muy pequefa es proporcional a la longitud
del intervalo de tiempo o al tamafio de la region.

e La probabilidad de que méas de un resultado ocurra en un intervalo de tiempo
tan corto 0 en esa regidén tanpequefa es despreciable.

e El numero promedio de veces que ocurre un éxito por cada unidad de tiempo o

de espacio es constante.

Hay que hacer notar que en esta distribucion el nUmero que éxitos que ocurren por
unidad de tiempo, &rea o producto es totalmente al azar y que cada intervalo de tiempo
es independiente de otro intervalo dado, asi como cada area es independiente de otra
area dada y cada producto es independiente de otro producto dado. La férmula a

emplear es la siguiente:

-\ %3 K
_ e A
P = K!
P(X): Es la probabilidad
K: NUmero medio de ocurrencia/unidad
X: Variable aleatoria
A: Promedio

I: Factorial de un niUmero
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EJEMPLO:

1. Si un banco recibe en promedio 6 cheques sin fondo por dia, ¢cuales son las
probabilidades de que reciban,
a) 4 cheques sin fondo en un dia dado.
b) 10 cheques sin fondo en cualquiera de 2 dias consecutivos?

SOLUCION:
a) Datos
X= 4, es la variable que nos define el nUumero de cheques sin fondo que
llegan al banco en un diacualquiera, 1,2,3,4 ... ...
A= 6 cheques sin fondo/dia

e= 2,718 (constante)

Utilizando la férmula anterior tenemos:

4 -6
P(X=4, A=6) = (6)X(i,|718 ) _ 1296 X22,00248 = 013392

a) X =10 numero de cheques sin fondo que llegan al banco en 2 dias consecutivos
A =6 x2 = 12, cheques sin fondo en promedio que llegan al banco en 2 dias
Consecutivos
e=2,718

(12*%) x (2,718 ~ *?)

P(X= 10, A= 12) 5

= 0,104953
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1) Un 10 % de las herramientas producidas por una fabrica son defectuosos, hallar
la probabilidad de que, en una muestra de 10 herramientas tomadas al azar,
exactamente sean defectuosas.

2) De los estudiantes que asisten a un liceo, el 5% posee gran aptitud para las
artes plasticas, se elige una muestra de 100 alumnos al azar, ¢Cuél es la
probabilidad 1,2 y 3 con referida aptitud?

3) En una localidad son albinos 2 de cada mil personas, se elige al azar una
muestra de 100 y se desea saber la probabilidad de que sean albinos a) 3 b)
entre 1y 4 c) ninguno

4) Si el 2% de los libros encuadernados en cierto taller tiene encuadernacion
defectuosa, para obtener la probabilidad de que 5 de 400 libros encuadernados
en este taller tengan encuadernaciones defectuosas usamos la distribucién de
Poisson.

5) La probabilidad de tener un accidente de trafico es de 0,02 cada vez que se viaja,
si se realizan 300 viajes,
¢.cudl es la probabilidad de tener 3 accidentes?

6) La probabilidad de que un nifio nazca pelirrojo es de 0,012. ¢Cual es la
probabilidad de que entre 800 reciénnacidos haya 5 pelirrojos?

7) El ndmero de pulsos que llegan a un contador GEIGER se presentan en
promedio de 6 pulsos por minuto.Hallar la probabilidad de que en 15 minutos se
reciban exactamente 20 pulsos.

8) En la inspeccion de hojalata producida por un proceso electrolitico continuo,
se identfican 0,2 imperfecciones en promedio por minuto. Determine la
probabilidad de:

a) una imperfecciéon en 3 minutos.
b) 2 imperfecciones en 5 minutos c¢) una imperfeccién en 15 minutos.
9) Supongamos que el numero de imperfecciones en un alambre delgado de

cobre sigue una distribucion de Poisson, con una media de 2,3 imperfecciones
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por milimetro.

a) Determine la probabilidad de 2 imperfecciones en un milimetro de alambre.
b) Determine la probabilidad de 10 imperfecciones en 5 milimetros de alambre.

c) Determine la probabilidad de una imperfeccién en 2 milimetros de alambre.

DISTRIBUCION NORMAL

En estadistica y probabilidad se llama distribucion Normal, distribucién de Gauss
o, distribucién gaussiana, a una de las distribuciones de probabilidad de variable
continua, que con mas frecuencia aparece en fenbmenos reales. La grafica de su
funcién de densidad tiene una forma acampanada y es simétrica respecto de un
determinado parametro. Esta curva se conoce como campana de Gauss.

La importancia de esta distribucion radica en que permite modernizar numerosos,
fendmenos naturales, sociales y psicologicos, el uso del modelo normal puede
justificarse asumiendo que cada observacidén se obtiene como la suma de unas pocas
causas independientes.

La distribucion normal también aparece en muchas areas de la propia estadistica,
ya que muchos test estadisticos estdn basados en una supuesta normalidad. En
probabilidad la distribucion normal aparece como el limite de varias distribuciones de
probabilidades continuas y discretas.

La distribucion normal estandar, o tipificada o reducida, es aquella que tiene por
media el valor cero, es decir p = 0, ypor desviacion tipica la unidad, es decir o = 1.

En resumen, la importancia de la distribucion se debe principalmente a que hay
muchas variables asociadas a fendmenos naturales que sigue el modelo de la normal,
como, por ejemplo:

v Caracteres morfologicos de individuos (personas, animales, plantas,
etc.,) de una especie, como tallas, pesos, envergaduras, diametros,
perimetros.

v Caracteres fisioldgicos, por ejemplo: efecto de una misma dosis de un

farmaco, o de una mismacantidad de abono.
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v Caracteres sociologicos, por ejemplo: consumo de cierto producto
por un mismo grupo deindividuo, puntuaciones de un examen.

v Caracteres psicoldgicos, por ejemplo: cociente intelectual, grado de
adaptacion a un medio.

v Errores cometidos al medir ciertas magnitudes.

v Valores estadisticos muéstrales, por ejemplo: la media.

v Otras distribuciones como la de Poisson son aproximaciones
normales. En general cualquier caracteristica que se obtenga como

suma de muchos factores.

PROPIEDADES DE LA DISTRIBUCION NORMAL.:

1.

La curva tiene forma de campana.

Es simétrica con respecto al eje y, ya que tiene una Unica moda, que coincide con su

media y mediana.

La curva normal es asintética, con respecto al eje x. Por ello, cualquier valor entre

menos infinito y mas infinito es tedricamente posible.

Para este tipo de variable existe una probabilidad de un 50% de observar un dato

mayor que la media, y un 50% de observar un dato menor.

La distancia entre la linea trazada en la media y el punto de inflexion de la curva es
igual a una desviacion tipica representado por el signo sigma (6), cuando mayo sea

sigma, méas aplanada serd la curva de la densidad.

Se deduce que no existe una Uunica distribucion normal, sino una familia de

distribuciones con una forma comun diferenciadas por los valores de su media y varianza,

cuya férmula es la siguiente:
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Es la variable estandar o tipificada
Variable aleatoria continua

Media, media de la poblacion, promedio

OO = X N

Desviacion de la poblacion

Representacion Grafica:

90

45

10

EJEMPLO:

Supongamos que se sabe la cantidad promedio de cervezas, que 20 alumnos del 3%
semestre de Administracion Industrial del IUTEPI se toman los dias viernes, es de 45 latas

de cerveza con una desviacion estandar de 8 latas de cervezas.

Determine: a) ¢ La probabilidad de que tomen entre 35 a 47 latas de cerveza?

b) ¢ Podemos saber cuantos alumnos han tomado mas de 51 latas de cervezas?
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SOLUCION A:

Datos

N G =2
1 1 I I

X
et
I

Sustituyendo los datos, calculamos Z:

20 alumnos

45 latas de cervezas
8 latas de cervezas
desconocida

35y X,=45

_35-45 N 3
B 1,25
- % N 0,25

Representacion Gréfica:

39

Area o probabilidad para los que
toman entre 35 a 47 latas de
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Se ubican los dos valores de Z en la tabla de distribucion normal, para este ejemplo
se tomé la siguiente tabla como referencia: ESTAD INTABLA DISTRIBUCION NORMAL
TIPIFICADA.docx

Donde se obtienen los valores de las Probabilidades, es decir:

ParaZ=-1,25 suP =0,8944*100 = 89,44%
Para Z =0,25 su P =0,5987 * 100 = 59,87%

Por lo tanto,

P(~125<Z<0,25)=P(Z<0,25) - P(Z<-1,25) = 89,44% — 59,87% = 29,75%

SOLUCION B:
N = 20alumnos
M = 45 latas de cervezas
6 = 8 latas de cervezas
Z = desconocida
Xy = 35yX,=45

Sustituyendo los datos, calculamos Z

7 :%: 0,75

Representacion Gréfica:

Probabilidad, para los que toman
mas de 51 latas de cerveza




P(Z>0,75)=1-P (Z<0,75) = 1 — 0,7734 = 0,2266*100P (Z > 0,75) = 22,66%

Ahora calculamos la cantidad de alumnos que se toman mas de 51 latas de cervezas,

n = N*P /100 = 20*22,66%/100n = 4,532 n =5 Alumnos

Podemos concluir que 5 alumnos se toman mas de 51 latas de cervezas.

UNIDAD IV DISTRIBUCION DE MUESTREO

TIPOS DE DISTRIBUCION DE MUESTREO:
LA DISTRIBUCION DE CHI CUADRADO, X?

El estadistico “chi” cuadrado X* desarrollado por Karl Pearson (1857 — 1936,
matematico inglés, creador también de los momentos y de la curva y desviacion normales),
mide el grado de DESVIACION entre las frecuencias observadas, con respecto a las
respectivas frecuencias tedricas de MAS DE DOS GRUPOS.

Sirve asi, para definir la magnitud de las discrepancias entre las observaciones
REALES vy las HIPOTETICAS. De alli su enorme importancia en el andlisis estadistico,
aplicado a los estudios bioldgicos, socioldgicos y todos aquellos fenédmenos, donde los datos
se presenten en la forma de FRECUENCIAS, al extremo de indicarnos si alguna cierta
discrepancia observada, con respecto a los valores hipotéticos, se deben al azar o a una
FALSA HIPOTESIS.
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La prueba de X? es indispensable en el contraste de mas de dos

grupos, en el estudio de sus frecuencias observadas, “0”, y las

respectivas frecuencias esperadas, “E”

En una muestra cualquiera, el valor X? (Chi es una letra griega, muy parecida a
nuestra X) viene dado por la suma de los cocientes de dividir los cuadrados de las

discrepancias de las diferencias observadas, entre las frecuencias hipotéticas, es decir:

(E —0)?2

X = L[]

Dénde: E = Frecuencia tedrica o estimada de la poblacion

0 = Frecuencia observada, real o de la muestra

NOTAS:

a) El binomio (E — 0)? se puede escribir igualmente (0 — E)? ; ya que, al
elevarse al cuadrado, siempre resultara positivo. En verdad, lo que
interesa es el valor absoluto de los desvios.

b) Algunos autores representan las frecuencias esperadas o teéricas por

“F” y las observadas o muestrales, por “f".

X% es un estadistco NO PARAMETRICO, porque NO sigue una

distribucion normal, sino una distribucion LIBRE.

Se utiliza para el estudio comparado de frecuencias absolutas, relativas o
porcentuales. Se supone aplicable a las funciones discretas; pero también se puede aplicar a
las funciones continuas, agrupando los datos en categorias.

Consiste en hacer comparaciones entre las frecuencias experimentales observadas y
las frecuencias teoricas establecidas.

En el caso de contar con varias observaciones, las podemos clasificar y agrupar,
desde una, hasta cualquier nimero de clases, “n”. Luego determinamos las frecuencias

observadas, “0”, que ocurren en cada clase de la muestra. Después calculamos las
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frecuencias, “E”, que debemos esperar, en la hipotesis de que nuestros experimentos y sus

finalidades, puedan explicar y justificar las variaciones de las observaciones.

Ejemplo llustrativo

Supongamos que una revista deportiva especializada hubiera levantado un censo de
la aficion beisbolera en Venezuela, y publicado los siguientes resultados:
1) Magallanes 35 % de la fanaticada
2) Caracas 25 %
3) La Guaira 20 %
4) Otros equipos 20 %
TOTAL 100 %
Supongamos que efectuamos un muestreo, entre 400 aficionados, escogidos al azar,

y obtenemos los siguientes resultados:

FRECUENCIAS OBSERVADAS “0”
(Aficionados)

1) Magallanes 125
2) Caracas 110
3) La Guaira 90
4) Otros equipos 75

Total 400

De acuerdo a la publicacion original de la revista, si nuestra muestra fuera
verdaderamente REPRESENTATIVA de la fanaticada debemos haber obtenido las

FRECUENCIAS TEORICAS “E” (Aficionados)

1) Magallanes  (400) (0,35) 140
2) Caracas (400) (0,25) 100
3) La Guaira (400) (0,20) 80
4) Otros equipos (400) (0,20) 80
Total 400

siguientes:
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El grado de DISPARIDAD entre estas dos distribuciones, vendra dado por el cuadrado
de “chi”; obtenible, mediante la formula descrita. Para mayor facilidad, tabulemos primero los

datos requeridos por dicha férmula, asi:

CLASES E 0 E-0 (E-07 (E-0)0?IE
Magallanes 140 125 15 225 1,6071
Caracas 100 110 -10 100 1,0000
La Guaira 80 90 -10 100 1,2500
Otros equipos 80 75 5 25 0,3125
400 | 400 0 X? = 4,1696

TEORIA DE LA PEQUENA MUESTRA.

Conceptos y generalidades.

Hasta aqui hemos considerado que para aquellas muestras de mas de 30 datos o
elementos es decir cuando n es mayor que 30 ofrecen una distribuciéon normal ajustandose
mas a ella cuanto mayor sea el nimero de elementos n de dicha muestra.

Como la desviacion tipica de la muestra no es otra cosa que una estimacion de la
desviacion tipica del universo o poblacion estara siempre afectada de un cierto error el cual

se hace mayor cuanto menor sea el tamafio de la referida muestra.

En aquellos casos en los cuales la muestra contenga menos de 30 elementos, n
menos de 30, la aproximacion de la induccion estadistica serd cada vez menor cuanto menor
sea n lo cual hace inoperante las aseveraciones hechas en cuanto a las caracteristicas de la
distribucion normal y hace preciso toda una serie de nuevas consideraciones que vienen a
constituir una teoria particular aplicable solamente a las muestras pequefias, aunque con

mas razén también son aplicables a todo tipo de muestras.
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DISTRIBUCION T- STUDENT

En estadistica y probabilidad, la distribucion t de student es una distribucion de
probabilidad que surge del problema de estimar la media de una poblacion
normalmente distribuida cuando el tamafio de la muestra es pequefio, es la base para
la determinacion de las diferencias entre dos medias muéstrales y para la construccion

del intervalo de confianza para la diferencia entre las medias de dos poblaciones.

La distribucion surge, en la mayoria de los estudios estadisticos practicos, cuando
la desviacion tipica de una poblacién se desconoce y debe ser estimada a partir de los
datos de una muestra, aparece de manera natural al realizar la prueba de student para
la determinacion de las diferencias entre dos medias muestrales y para la construccion
del intervalo de confianza para la diferencia entre las medias de dos poblaciones
cuando se desconoce la desviacion tipica de una poblacion y ésta debe ser estimada a
partir de dos datos de una muestra.

Por lo que sigue una distribucion Normal de media 0 y varianza 1, sin embargo,
dado que la desviacion estandar no siempre es conocida de antemano, William S.

Gosset estudié un cociente relacionado.

_ Xn-p
Sn/Vn
La Distribucion de “STUDENT", t

Se llama asi y también distribucion t a una distribucion de probabilidades descubierta e

T

investigada a principios del siglo por William s. Gosset quién publicé sus trabajos de
investigacion al respecto en 1908 con el titulo de probable error of mean (error probable de la
media aritmética), bajo el seudénimo de student, palabra inglesa que significa estudiante

debido a que sus patronos no le permitieron publicarlos firmados con su verdadero nombre.

En parte el siguiente ejemplo ilustra objetivamente lo descubrimiento de student
vamos a suponer que de entre los miles profesores de la USB se toma una muestra
verdaderamente representativa de tales de solo cuatro con mira a estimar la edad promedio

de dicho profesorado con los siguientes resultados:
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X1 =36 afos. X, =45 afos
X3 =40 afios. X4 =47 afios

_ ZX 36+40+45+47 168 5
La media Aritmética: X = a 1 1 =42 aios

Es decir, que la media aritmética de esta pequefia muestra resulta ser de 42 afios, y la
desviaciones, “d”, de los datos con respecto a ella, serian: -6; -2; 3y 5.
Las investigaciones de “Student” demostraron que las desviaciones tipicas del

universo NO eran, como el caso de la distribucidon normal:

Y. d2 36+4+9+25 74
g = - = 2 = T =,/18,50 =4,3011626333...

Sino esta otra:

d? 74
ot = \/Z =+/24,666.. = 4,966554807...

Significativamente MAYOR, y guardando siempre una RELACION igual a la raiz

cuadrada del cociente de “n”, dividido entre “n — 17, es decir:

n

n-1

“Student” también observo, que las desviaciones reducidas de esta forma NO seguian
la “Ley de distribucién normal”; sino que, al ser representadas en un plano cartesiano, daban
origen a una curva MAS ACHATADA, o “platictrtica’, cuanto MENOR hubiera sido el
namero de elementos, “n”, de la pequefia muestra.

Asi logré construir una “tabla de valores intercuartiles” de esta distribucién, de la cual

mostramos un fragmento mas adelante.
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Ejemplo ilustrativo:

Veamos, mediante un ejercicio, la aplicacion practica de estos principios, al control de
calidad, tan en uso hoy dia en la vida real y actividades industriales venezolanas.

Supongamos una empresa avicola cuya produccion de huevos vende clasificada en 3
calidades, en atencion al peso. Tomamos de las 1.000 docenas de la produccién de un dia,
10 cajas de a docenas, enteramente al azar, y pesamos los huevos individualmente;
observando entre ellos las siguientes discrepancias por el defecto, con respecto a los pesos

medios establecidos:

8 10

B I e A
Coeo |0 0| 1|25 a5 1|0 0

Siendo las desviaciones, con respecto a la media: -4;-4;-3;-2;-1;0;1; 3;4y6.
Ya que la media seria =40/10 = 4.

Veamos qué conclusiones llegamos, al respecto al total de la produccion del dia. La

desviacion estandar, de acuerdo a la férmula seria:

16+16+9+4+1+0+1+9+16+ 36 108
ot = 10-1 = 5 = V12 = 3,464101615

La desviacion tipica, con respecto a las medias de las 10 cajas del muestreo vendra
dada por:

3,464101615  3,464101615
Jio "~ 3,162277666

=1,095445115

INTERPRETACION:
Necesitaremos de una tabla, como la siguiente, para conocer el grado de

CONFIANZA, que nos merecen estos valores, obtenidos mediante el célculo:
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9 (30 )Tggs (20 )Tgs Tao Tso ‘
1 637 33 31 138 |
2 9,9 2,9 1,9 1,01
3 5,8 2,4 1,6 0,98
4 4,6 2,1 15 0,94
5 4,0 2,0 1,5 0,92
6 3,7 19 14 0,91
7 3,5 19 1,4 0,90
8 3,4 19 1,40 0,89
9 3,3 1,8 1,38 0,88
10 3,2 1,0 1,37 0,88
. . . . .
. . . . .

Los grados de libertad 9.

En las formulas precedentes, hemos utilizado “n-1”, con lugar de “n”; debido al
concepto de “Grado de libertad”, los cuales pueden definirse como:

a) numero de elementos que se pueden elegir libremente.

b) numero de elementos con posibilidades de variaciéon en un conjunto.

€) numero de variables con plena libertad de variacion.

d) numero de variables independiente en un conjunto muestral.

e) numero de observaciones independientes en un conjunto muestral.

f) tamafio n de la muestra menos el nimero k de parametros que deben hallarse por
estima.

Esta dltima definicibn nos permite representar los grados de libertad mediante la

expresion: V=n -k
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Caracteristicas:

1) Aligual que la distribucién normal, es una distribucion continua.

2) La distribucién t tiene una media de cero, es simétrica respecto a la media, y se

extiende hasta el infinitoen ambas direcciones.

3) Tiene forma acampanada y simétrica.

4) No hay una distribucion t, sino una familia de distribuciones t, todas con la misma

media cero, pero con su respectiva desviacion estandar diferente de acuerdo con el

tamarfo de la muestra n.

5) La distribucion t — student, es mas ancha y mas plana en el centro que la

distribucién normal estandar como resultado de ello se tiene una mayor variabilidad
en las medias de muestra calculadas a partir de muestras mas pequefias. Sin
embargo, a medida que aumenta el tamafio de la muestra, la distribucion t se

aproxima a la distribucién normal estandar.

En el siguiente video se le da un ejercicio de la distribucion:

1.

https://www.youtube.com/watch?v=vNnakZ50JTc

EJERCICIOS PROPUESTOS:

Los puntajes de un grupo de estudiantes se comportan normal, con promedio de
50, sin embargo, Se tom6 una muestra de 9 estudiantes encontrando una
desviacion de 6 y un promedio de 52. (Cual es la probabilidad de que el
promedio Sea de 507

Las puntuaciones en un test que mide la variable de creatividad de los
adolescentes, siguen una distribucion normal de media 11,5; en un centro
escolar se ha implantado un programa de estimulacion de creatividad tomando
una muestra de 30 alumnos, la media muestral es de 12,47 y la desviacion tipica
de 5,22. Determine: a) tq, si el nivel de significacion es del 95% b) t.

Un fabricante de focos afirma que su producto dura en promedio 500 horas de
trabajo, para conservar este promedio, el fabricante toma una muestra de 25
focos cada mes, y arrojo un promedio de 505,36 horas, una desviacion de 12,07

y un nivel de confianza del 90% determine el tyy el t;

49



LA DISTRIBUCION “F” DE FISHER
La distribucion de frecuencias “F”, llamada asi en honor a su autor, R.A. Fisher, a
principios de siglo, es la razon geométrica entre dos varianzas poblacionales ESTIMADAS,

es decir:

En la cual: 0'% = Varianza de la primera muestra

0‘% = Varianza de la segunda muestra

Mas adelante veremos por qué se utilizara siempre como numerador la
varianza estimada, que resulte con mayor valor y el cociente mayor que

la unidad.

También puede definirse la distribuciéon “F”, como el cociente de dividir las razones

geométricas de dos “chi-cuadradas” y sus respectivos grados de libertad, o sea:

X2
- 2 2

F = AT = X—l = X—Z Férmula 4.6b
% 91 92 '

Cuando las varianzas que se contrastan sean iguales, desde luego que “F” resultara
igual a la unidad. Las pequefias diferencias, que se puedan observar en los calculos de “F”
podran, o no, atribuirse al azar. Para ello habra que tomar en consideracion la distribucion del
estadistico “F”.

Este estadistico puede ser til en la comprobacion de dos tipos de hipétesis, a saber:

a) Homogeneidad de dos varianzas, estimadas segun muestreo; que sera el caso que
estudiaremos en este texto.

b) Homogeneidad de tres, o0 mas, medias aritméticas poblacionales, estimadas también
de acuerdo a muestras. Esta problematica es sumamente compleja y extensa; siendo
mas propia de estudios mas avanzados de Estadistica, en lo ateniente al “Analisis de
la varianza”: Toda una disciplina nueva de analisis estadistico.
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PROPIEDADES Y CARACTERISTICAS DE “F”

El estadistico “F” ostenta las siguientes propiedades y caracteristicas, que lo hacen

indispensable en campos especificos de la investigacion:
1) Puede tomar valores desde cero, hasta mas infinito.
2) Nunca resultard NEGATIVO, debido a que resulta del cociente de dos cuadrados, y
todo cuadrado es positivo.
3) La curva de la distribucién de “F” es siempre ASIMETRICA hacia la derecha y toma su
forma, de acuerdo a los grados de libertad en juego; como sucede con chi-cuadrada.
4) En la medida que aumenten los grados de libertad considerados, la curva de la

distribucién “F” tiende a la simetria; tal puede verse en la siguiente ilustracion:

VALORES DE “F”

FORMAS TIPICAS DE LA CURVA DE DISTRIBUCION DEL
ESTADISTICO “F”.

Dénde: 19, = Grados de libertad del numerador en la férmula 4.6b
Dénde: 19, = Grados de libertad del denominador en la férmula 4.6b

5) Guarda estrecha relacion con la distribucion “Z”. Esta

F = e?Z Férmula 4.6.1b.
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Donde e = 2,7182 8182 8459 ... Numero irracional, base de los logaritmos naturales

0 neperianos.
6) También guarda relacion con la distribucién de “Student”, en el sentido de que t*tiene

una distribucién de frecuencias igual a la de “F”, con UNO y n — 1 grados de libertad.

Esto es facilmente verificable, al comparar las tablas respectivas.

Ejemplo ilustrativo:

Consideremos los precios de la cebolla en muestreos realizados en Caracas y
Barquisimeto, para averiguar si los precios promedios de la misma difieren significativamente

entre una ciudad y otra.
A continuacidbn mostramos, en forma tabular, los resultados de dichos muestreos; asi

como también los computos requeridos para la aplicacién de las formulas estudiadas:

| B’'q’simeto = X; Caracas = X,
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Para el calculo de “F” se utilizara como numerador, en la férmula 4.6b.,
la varianza estimada de mayor valor; para que el estadistico “F” resulte

mayor que la unidad, que es como esta dado en las tablas.

F = G—%—M—2282653846 2,28
63 0156 7 B

Considerando un nivel de significacion del 5%, tomaremos areas del 2,5% para cada

cola de la prueba, como sigue:

“F” del problema

2,5% Area de A

0 2,28 519 11,39

VALORES DE “F”

Decision:

Como el valor de “F” cae dentro del area de aceptacion, SE ACEPTA la hipétesis nula,
gue supone la HOMOGENEIDAD entre las dos muestras, es decir, que éstas pertenecen a
una misma poblacion; o sea, que la diferencia entre los precios medios de la cebolla en
Barquisimeto y en Caracas NO ES SIGNIFICATIVO, y se explica facilmente por el azar o
errores de muestreo.

No hace falta conocer el valor limite de la “F” para el 2,5%; puesto que sobradamente

el valor calculado de 2,28 cae a la izquierda, incluso, del valor del 5%, que es 5,19.
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UNIDAD V ESTIMACION DE PARAMETROS

ESTIMACION DE PARAMETROS

Es un proceso fundamental en estadistica que consiste en utilizar datos muestrales para
inferir o aproximar los valores de los parametros desconocidos de una poblacion. Estos
pardmetros pueden ser, por ejemplo: la media, la varianza, la proporcion, entre otros.

Existen dos tipos principales para la estimacion de parametros: la estimacion puntual y la

estimacion por intervalos.

ESTIMACION PUNTUAL
En la estimacion puntual, se utiliza un unico valor (llamado estimador) para
aproximar el valor del pardmetro poblacional desconocido. Este estimador se calcula

a partir de los datos muestrales.

ESTIMACION POR INTERVALOS
En la estimacidén por intervalos, el lugar de proporcionar un Unico valor, se

construye un intervalo de confianza, contiene el valor del parametro poblacional.

En este objetivo se trata el problema de la estimacion de parametros. Para ello,
comenzamos recordando algunos conceptos basicos de la inferencia estadistica que ya
fueron introducidos en el tema anterior, y que serdn necesarios para la construccion vy el
estudio de los estimadores:

Poblacién: conjunto homogéneo de individuos sobre los que se estudian
caracteristicas observables con el objetivo de extraer alguna conclusion. Por abuso de
notacion, en ocasiones nos referimos a la distribuciéon que sigue la variable de interés
en vez de al conjunto de individuos. Asi, se dice que estamos ante una poblacion

Normal indicando que la variable que nos interesa sigue una distribucién normal.

Parametro: caracteristica de la poblacion, como la media y la varianza (o
desviacion tipica) en la distribuciéon Normal o la probabilidad de éxito en la Binomial son
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parametros. Si conocemos su valor (0 si somos capaces de aproximarlo con suficiente

precision) podremos responder a cualquier pregunta sobre la distribucion.

Estadistico: cualquier funcién de la muestra. Por ejemplo, la media o la varianza

muéstrales son estadisticos.

Estimadores: son estadisticos independientes de los parametros de la poblacion,
y que se utilizan para aproximarlos. Si 6 es el parametro de interés, el estimador se
denotara por "6. En el caso de una poblacion Normal, podemos considerar la media
muestral como estimador de la media poblacional (es decir, X = y) y la varianza
muestral como estimador de la varianza poblacional (s?> = 6%). Para una distribucién Bi
(m, p), donde m denota el niumero de pruebas de Bernoulli, la proporciéon p se puede
estimar a partir de la proporcién poblacional (que denotaremos por p). Por tanto, X, s°y
p son estimadores puntuales de p, o (en distribucién Normal) y p (en distribucién

Binomial), respectivamente.

Método de muestreo: procedimiento para seleccionar una muestra. Si en una
poblaciéon queremos obtener una muestra de un cierto tamafio n (siendo n menor que el
tamafio de la poblacién), la manera de obtener esta muestra no es Unica. Los
estimadores siempre suministran dispersion aleatoria. Como sabemos del monografico
sobre muestreo, el conjunto de todas las muestras de un mismo disefio que provienen
de una misma poblacién suministra valores diferentes. Esta circunstancia indica que

existe una variacion aleatoria con la que hay que vivir porque es inevitable.

Es posible que el estimador escogido tenga sesgo, es decir, que no solo esté
alrededor de un punto, sino que el punto sobre el que varia no es el valor poblacional,
verdadero u objetivo de nuestro interés. Esto si es evitable. Asi que los estimadores

gue utilizamos intentamos que sean insesgados, es decir, que carezcan de sesgo.

El recurso que utilizamos para ello es el valor esperado, es decir la media

aritmética de la distribuciéon muestral del estimador. El valor esperado es, como dice la
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expresion, el valor que esperamos. Cabe elegir un estimador tal que el valor esperado
coincida con el parametro. Esto ocurre si utilizamos la media aritmética de la muestra

como estimador de la media aritmética de la poblacion, pues E(X) = p.

También ocurre con las proporciones, pues E(p) = 1. Pero no ocurre asi con la
varianza (y, por tanto, tampoco con la desviacion tipo). En el muestreo aleatorio simple
donde las poblaciones son de gran tamafio, es la cuasi varianza el estadistico escogido
como estimador de la varianza poblacional, es decir, la cuasi varianza es un estimador
insesgado de la varianza poblacional.

Por ejemplo, podemos tener interés en conocer cuantas personas votaran al
partido HH en las proximas elecciones o cuantos cigarrillos o cuantos cigarrillos van a
consumirse en el mes de abril. Para responder, utilizamos un recurso indirecto que

parte de una estimacion previa, bien sea de una media aritmética o de una proporcion.

EJEMPLO:

Supongamos que la poblacion que nos interesa cuenta con un millon de
habitantes, tomando una muestra de 200 personas, de los que 38 dicen que votaran
por el partido HH, esto significa que: 38 / 200 * 100 = 19%.

Una estimacién puntual establece que el 19% de la poblacion votara a HH, como
hay un millébn de habitantes, entonces, podemos determinar:
1.000.000*19/100 = 190.000 personas.

Supongamos también que se fuman 50 cigarrillos por término medio cada mes. Si
ese es el valor de la media aritmética de la muestra, la estimacion puntual afirmara que
en la poblacion se fumaran 50 cigarrillos por persona durante el mes de abril, por

término medio.

Como hay un millébn de habitantes, para el mes de abril habrdn consumido 50
millones de cigarrillos, asi pues, en la estimacion de totales no realizamos un camino
alternativo especifico, sino que ampliamos la estimacion realizada previamente, sea de

una proporcién o de una media.
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ESTIMACION POR INTERVALOS PARA LA MEDIA Y LA PROPORCION

Intervalo de confianza: Es aquel intervalo que, con cierto nivel de confianza,
contiene al parametro que se esta estimando. Se llama intervalo de confianza a un par
o varios pares de numeros entre los cuales se estima que estara cierto valor
desconocido con una determinada probabilidad de acierto. Formalmente, estos
numeros determinan un intervalo, que se calcula a partir de datos de una muestra, y el

valor desconocido es un parametro poblacional.

Nivel de confianza: Es la probabilidad de éxito, es el intervalo calculado que
contiene el verdadero valor del parametro (1 — a). En estas circunstancias, a es el
llamado error aleatorio o nivel de significacion, esto es, una medida de las posibilidades

de fallar en la estimacién mediante tal intervalo.

El nivel de confianza y la amplitud del intervalo varian conjuntamente, de forma
que un intervalo mas amplio tendr& mas probabilidad de acierto (mayor nivel de
confianza), mientras que, para un intervalo mas pequefo, que ofrece una estimacién

mas precisa, aumenta su probabilidad de error.

Intervalo de confianza para la media de una poblacion: Dado una poblacion
con media p y desviacion tipica o, se pueden demostrar que la media de todas las

medias muéstrales coincide con la media poblacional.

Pero, ademas, si el tamafio de las muestras es lo suficientemente grande, o la
distribucién poblacional es normal, la distribucion de medias muéstrales es,
practicamente, una distribucion normal (o gaussiana) con media | y una desviacion

tipica dad por la siguiente expresion:

Desviacion tipica es:

OoOX =

o
Vn
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En la distribucion normal de medias se puede calcular el intervalo de confianza
donde se encontrara la media poblacional si solo se conoce una media muestral (X),
con una confianza determinada, habitualmente se manejan valores de confianza del
95% y del 99%.

Formula para determinar el Intervalo de confianza para la media:

o
Xt Za/2 x —

Vn

EJEMPLO:
Para una muestra de 81 habitantes de cierta poblacion se obtuvo una estatura
media de 167 cm, por estudios anteriores se sabe que la desviacion tipica de la altura
de la poblacion es de 8 cm, construya un intervalo de confianza para la estatura media

de la poblacién al 95%.

SOLUCION:
Datos:
n = 81
X = 167cm
o = 8cm
1-a = 95% (Utilizando la tabla de
distribucién normal, Z = 1,96)

Empleando la férmula anterior se tiene lo siguiente;

167 + 1,74 = 168,74
167 + 1,96*8/N81 —» 167174
167 — 1,74 = 165,26
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El intervalo de confianza (IC), queda de la siguiente manera, IC: 165,26 < u< 168,74

Estimacion de parametros para la proporcion:

Construiremos intervalos de confianza para la proporcion p en la distribucion
Binomial y para la media p en la distribucion Normal. Los estimadores que hemos
introducido para la proporcién y la media (p” y X, respectivamente)son simétricos y podemos
calcular o aproximar su error tipico.

Consideremos p~°, proporciéon muestral, como estimador de p, podemos construir un
intervalo de confianza de nivel (cobertura) (1 — a) para p. En este caso, el error tipico se
aproxima por gp’(1-p°) n y, dado que p” tiene una distribucion Normal, consideramos los

cuartiles de una N (0, 1). En concreto, para los intervalos de confianza usuales.

Férmula para calcular intervalo de confianza para la proporcion:

ptzl-a/2\/p(1-p)/n

Ejemplo:
Una maquina fabrica piezas de precisién y en una caja de 200 piezas, resultan 7 piezas
defectuosas, a un nivel de confianza del 99%, ¢Entre que valores se puede esperar
gue esté la verdadera proporcion de piezas defectuosas por la maquina?
SOLUCION:
Datos:

n = 200 piezas (7 piezas defectuosas)

p~ = probabilidad de piezas defectuosas

q" = probabilidad de piezas buenas

1-a=99% (Por latabla de la distribucion normal, Zggy, = 2,58)
p" = 7/200 = 0,035

qg=1-p"=1-0,035=0,965
Aplicando la formula se tiene:

0,035 + 0,034 = 0,069
7

= 0,069 0,035 + 2,58 *,/(0,035  0,965/200) ) = 0,035 + 0,034

0,035-0,034 =0,001

IC:0,001<p" < 0,069
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UNIDAD VI PRUEBA DE HIPOTESIS

CONTRASTE DE HIPOTESIS, ESTADISTICAS, HIPOTESIS NULA, ALTERNA

Los métodos de contraste de hipotesis son modelos utilizados en inferencia estadistica
cuyo objetivo es comprobar si una estimacion se adapta a los valores poblacionales. El
objetivo de los métodos de contraste de hipétesis es comprobar si una estimacién se adapta
a la realidad de forma fiable.

Los supuestos se denominan hipoétesis paramétricas. Es decir, se estable un criterio de
decisién. Si con esa condicion se acepta la hipotesis de referencia, entonces podemos
afirmar con cierta probabilidad que la estimacién puede ser muy cercana al supuesto valor
real.

Prueba de Hipdtesis: Es un procedimiento estadistico por medio del cual se toma una
muestra de una poblacion y con los datos de la muestra se trata de estimar si un parametro

es igual o no a uno preestablecido.

Es decir, se formulan hipétesis y se verifica si se puede rechazar o aceptar dicha
hipétesis. En todo contraste de hipétesis existen dos supuestos. La Hip6tesis nula (Ho), que
recoge la idea de que un valor tiene un valor predeterminado. Si se rechaza la hipétesis nula

(Ho), entonces se acepta la Hipotesis alternativa (H).

Para profundizar los conocimientos sobre el contraste de Hipétesis revisar el siguiente link:

https://es.wikipedia.org/wiki/Contraste_de hip%C3%B3tesis

TIPO DE HIPOTESIS

HIPOTESIS NULA (HO)

Inicialmente la hipotesis estadistica no tiene que ajustarse netamente a la logica
deductiva, al extremo de que es usual que se formule una hipétesis descabellada, con el
deliberado propdsito de, mas tarde, desvirtuar su realidad al verificar que es falsa o hipétesis
nula, Ho; con lo cual se logra reforzar algunas otras hipétesis alternas H1, H2, entre otras,

diferentes.
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La hipotesis nula es la que se quiere verificar o0 someter a prueba. Cuando resulta

rechazada, se supone gque se aceptan otra hipotesis alterna propuesta de antemano.

Error de Muestreo

Conviene antes de seguir adelante, que el estudiante se forme una idea clara y
precisa de la diferencia que existe entre el concepto de desviacién estandar y el de error
estandar. Para facilitar las cosas, vamos a dejar de lado la terminologia clasica y utilicemos

mejor un lenguaje sencillo y la ilustracion de un ejemplo practico:

Desviacion estandar, es una medida que nos dice que tanto se alejan del promedio
los elementos que conforman la muestra estadistica. Por ejemplo: Cuando decimos que, en
los examenes finales, de todos los primeros afos, la nota promedio fue de 14 puntos, con
una desviacion estandar de 5 puntos; esto quiere decir que dichos estudiantes obtuvieron
una nota de 14 +- 5 puntos, es decir, unas calificaciones que oscilan entre 9 y los 19 puntos.

Este seria el puntaje para toda la poblacién que integra todos los cursos de primer

Error Estandar, en cambio, nos indica la variacion de las medias aritméticas (o
proporciones) de un conjunto de muestras, de un mismo tamafio tomadas del mismo
universo.

Por ejemplo: si tomamos una serie de muestra de 40 estudiantes de los mismos
primeros afios considerados, notaremos una variacion en sus notas con respecto al mismo
promedio.

El error estandar nos permite medir el error de muestreo, otro concepto que hay que

considerar.

Error de muestreo es aquel originado por el hecho de que cada uno de los
elementos, que forman la poblacion, son diferentes entre siy, por lo tanto, también resultaran
diferentes las muestras del mismo tamafio, que de dicha poblacién se tomen; lo cual da
origen a que los estadisticos, que se obtengan, resultaran con pequefas diferencias, con

respecto a los promedios de la misma poblacion.
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Los errores de muestreo no deben confundirse con los errores humanos, por
cansancio, por inexperiencia, por insuficiencia o defecto de los equipos, entre otros; los
cuales resultan imponderables e incorregibles, una vez cometidos. Afortunadamente, como
suelen cometerse, tanto en el sentido positivo, como en el negativo, tienen la tendencia a
compensarse por si mismo y, ni siquiera el mismo investigador llega a enterarse de su

existencia.

Errores de Tipo |l y Tipo I
Al someterse a pruebas una hipétesis estadistica, podriamos incurrir en dos tipos de

errores perfectamente bien tipificados que son:

Tipo I: Cuando una hipotesis, que habiamos descartado, creyéndola falsa, resulte

verdadera.

Tipo Il: Cuando una hipétesis aceptada como buena, resulta que es falsa.

En forma resumida y esquematicamente las diferentes alternativas a que nos
conduciran la escogencia o aceptacion de la hipétesis nula o la alternativa, asi como los
riesgos de cometer error de Tipo | o error Tipo Il la podemos representar de la manera

siguiente:

HIPOTESIS
ALTERNATIVAS VERDADERA FALSA
Aceptar Acierto Error Tipo 1l
Rechazar Error Tipo | Acierto

La probabilidad de cometer un error de tipo | se expresa por alfa (a), y la de cometer

error de tipo Il por beta (B).
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A los valores de alfa y beta se le llama niveles de significacion de los cuales

volveremos a hablar mas adelante.

El investigador podra y debera escoger de antemano el nivel de significancia alfa (a),

pero no asi el de beta (B).

Los niveles de alfa (a) mas comunmente utilizados son los del 1% y el 5%, o sea, los

de 0,01 y 0,05, en valores unitarios.

Se comete error de tipo I, cuando se descarta la hipotesis nula, siendo correcta; es
decir, cuando aceptamos la hipétesis alternativa, siendo la hipétesis nula la verdadera.
Posteriormente veremos que estos dos tipos de errores son completamente excluyentes
entre si, lo que origina que en la medida que nos cuidemos de no cometer uno cualquiera de

ellos, nos arriesgamos mas a cometer el error del otro tipo.

El equilibrio ideal seria el de la reduccion de alfa y de beta a sus valores minimos
posibles, lo cual, desafortunadamente, no es tan facil en la realidad.

Procuremos ilustrar esta situacion mediante un pequefio ejemplo: Consideremos el
caso de una empresa que elabora alimentos para diferentes empresas de aviacion, en el
aeropuerto internacional Simon Bolivar y que, entre uno de sus platos figura "pechugas a la
cantimplora" y que, ademas, por su propia conveniencia, las solicite a su proveedor con

especificas normas de calidad en cuanto a peso, contenido graso, apariencia, entre otros.

Desde luego que no va a asignar a un empleado para que pese y revise la calidad de
cada una de los miles de pechugas que recibe, en cada oportunidad; sino que efectuara un
muestreo y de acuerdo al mismo, aceptard o rechazara cada lote; arribando a la siguiente

situacion en cada caso:
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e Alfa (a), rechaza el lote, siendo bueno = error de tipo I.

e Beta (B), aceptar el lote, siendo malo = error de tipo Il

e Lambda (A), aceptar el lote, siendo bueno = no cometer error

e Omega (Q), rechazar el lote, siendo malo= no comete error.

En caso de que la decision conduzca a la situacion alfa, la empresa no sufrira
menoscabo, a no ser las protestas de su proveedor y/o eventuales demora en recibir su

materia prima.

Pero, si la decisiobn que se tome conlleva a la situacion beta, entonces si sufrira
consecuencias pecuniarias y en su prestigio, puesto que el producto que ofrecera al publico

serd de inferior calidad.

Interpretacion de los errores.

De acuerdo a cada caso en particular un tipo de error puede ser mas significativo e
influyente que el otro, pero como tales errores son excluyentes uno con respecto al otro, el
esfuerzo que se haga para reducir las posibilidades de uno tendera a facilitar la ocurrencia en
el otro.

La mejor alternativa, en todo caso, sera la de tratar de ampliar el tamafo de la

muestra, siempre y cuando sea posible.

El resultado de una prueba estadistica se considera significativo, si hay so6lo una

posibilidad en cien, de que el hecho sea una coincidencia.

El Nivel Significacion.
Es el grado de probabilidad maxima de riesgo admisible en la hipotesis. Se suele

establecer antes de efectuar la prueba y representar unitaria o porcentualmente.
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Por ejemplo: si queremos tener un tanto por ciento de riesgo no mayor del 5% de
cometer error tipo |, estableceremos un "nivel de significacion" de alfa igual al 5%; con lo
cual obtendremos un grado de certeza o de acierto en nuestra hipotesis, igual a un 95%, o

sea, de un 0,95 unitario.

Dicho de otro modo, en este caso tendremos una probabilidad de error en nuestra
hipétesis de cinco en cada 100 casos. En general, los niveles de significacidon mas utilizados
son los del 5% y del 1%.

Los niveles de significacion son los linderos entre lo probable y lo improbable, es decir,
entre aceptar, o no, la hipotesis nula, y su fijacidbn dependera del caso en particular y del

criterio del investigador.

A continuacion, mostramos, en forma tabular, los valores criticos de "Z",
correspondiente a los niveles de significacibn mas comunmente utilizados, para pruebas de

hipétesis de una y de dos colas, que de inmediato estudiaremos:

VALORES CRITICOS DE Z PARA

NIVELES DE
SIGNIFICACION UNA COLA ALA DOS COLAS
IZQUIERDA DERECHA
10% = 0,10 -1,28 1,28 +y — 1,645
5% = 0,05 - 1,645 1,645 +y—1,96
1% = 0,01 - 2,33 2,33 +y — 2,58
0,5% = 0,005 - 2,58 2,58 +y—2,81
0,2% = 0,002 - 2,88 2,88 +y — 3,08

Calculo del Nivel de Significancia en la Distribucién Normal.
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Area de rechazo o critica

El procedimiento general por la obtencion de nivel de significancia de una hipotesis
mediante la “estandarizacion de la variable”, utilizando la férmula usual, estudiada

ampliamente y ejercitada con profusion en el citado texto de Estadistica Il.

X = valor promedio de la muestra

p = valor promedio de la poblacién= np
o = desviacion estandar= \Vnpq

p = probabilidad de éxito

g= probabilidad de fracaso

n = ndmero de elementos de la muestra

Ejemplo ilustrativo.

Vamos a suponer que queremos lanzar al mercado una nueva droga anticonceptiva,
de uso delicado; por lo cual la ley exige un grado de tolerancia en las personas no menor del
90%.

Luego de probar la citada medicina en una muestra de 200 sefioras voluntarias,
constatamos que, de ellas solamente 160 la toleraron perfectamente bien.

La droga cumplird con los requisitos legales, cuando "p" resulte igual, o menor, que 0,

99; asumiendo un nivel de significacion del 1%. Es decir, graficamente representado:

-2=-4.714

AreT de acepfacion

-2,33 0 2.33

_Z Z
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“PRUEBA DE UNA COLA”

En la tabla 3.5 a, de los valores criticos de "Z", vemos que, para un “Nivel
significacion” del 1%, para pruebas de una sola cola, a "Z" corresponde un valor de -2,33 por
simetria de la curva normal.

La prueba sera de una sola cola, cuando el limite de aceptacion de la hipotesis sea
una cifra, o algun valor menor, o una cifra, y alguna cantidad mayor. O sea, un valor como

maximo; o algan valor como minimo.

Aplicando ahora las férmulas anteriores, tenemos, para una hipétesis nula de,

Ho = p>0,90
Hi = p«<0,90
X = np-=(200)(0,90) =180
6 = /npq=./(200)(0,90)(0,10) =18 = 4,2426

Ahora, al normalizar el valor de 160, nos resulta:

Z = 160-180 _ ~20 _
42426 42426

- 4,714

Es decir, un valor menor que el de Z = - 2,33; establecido en la tabla 3.5, lo cual es
INDICACION de que le hipétesis resulta DESECHADA y la droga NO CUMPLE con los

minimos legales de tolerancia.

67



La hipdtesis nula resultardA RECHAZADA siempre que su variable tipificada o
estandarizada, caiga dentro del area critica o de rechazo, como se ilustra en la figura
3.5.1.1a

Area de rechazo o critica

Cuando se desee un grado de confianza del 95%, la estancia estandarizacion de la
variable de la muestra ha de tener un valor comprendido entre -1,96 y 1,96; ya que el area
comprendida entre estos dos valores es igual al 0.95, tal cual como vemos en la siguiente

ilustracion:

0§75

Area| de

/ Aceptacion

-1,96 0 1,96

Area de rechazo o critica

Figura: 3.5.1.1b
“PRUEBA DE DOS COLAS”

En tal caso, la hipdtesis de estudio, o "Hipétesis nula, Ho" habrda de descartarse
cuando, al estandarizar la variable de la muestra, se obtengan valores que se salgan de los
margenes citados de -1,96 y 1,96; o sea, del AREA DE ACEPTACION.

Es decir, cuando: - 1,96 > Z > 1,96 o, dicho de otro modo: cuando el valor de "Z" caiga
dentro del AREA CRITICA o de RECHAZO.

Ejemplo: el rendimiento medio diario por maquina es de 100 kg en cierta fabrica, con
una desviacion estandar de 18 kg de producto elaborado. Luego de la adopcion de un nuevo

procedimiento de fabricacién, se toma una muestra de 81 maquinas y se nota que la
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produccion media resulta de 105 kg por dia.

Se quiere saber si este incremento de la productividad se debe al azar o al nuevo

procedimiento de elaboracién, considerando un nivel de significancia del 1%. Aqui tenemos:

HO: X =100
H1:  x>100
Desviacion tipica es:
G % c _ 18 _ 18 _ 5
Xx=—=—=—=
vn V81
X-X _ 105-100
Z = — =
o X 2

'\

Area de Acepgacion

2,5

EXPLICACIONES:

a) El valor Z = 2,33 lo obtenemos de la tabla 3.5a de sus valores criticos y es el que

corresponde al nivel de significancia del 1%, para pruebas de una sola cola a la

derecha.

b) se adopta una prueba de una sola cola, porque la hip6tesis alternativa, H1, tiene un

valor UNICAMENTE mayor que el de la hip6tesis nula.
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c) la tabla 2.2.1a, de las areas de probabilidades, nos proporciona el area
correspondiente bajo la curva normal, entre el cero y z = 2,33; con un valor de
0,4938. Pero, el area critica que se seflala sombreada en el dibujo precedente, seria
su complemento para igualar el area de 5,000 que queda a la derecha del cero. Asi
gue dicha area de rechazo seria 5,000 - 0,4938 = 0,0062.

Esta explicacion no es rigurosamente necesaria, puesto que, para el caso, no es
indispensable el computo porcentual del area critica. Se explica para que el estudiante
pueda asociar ideas con la distribucion normal y tenga una visibn mas amplia a la

problematica involucrada.

d) la hipétesis nula queda DESCARTADA vy, automéaticamente aceptada la hipdtesis
alterna, de que la media es superior a 100 kg; porque el valor tipificado de la media
muestral cayé dentro del AREA CRITICA O DE RECHAZO, lo que quiere decir que si
hay una diferencia significativa entre las medias antigua y la nueva, y ello se debe

naturalmente, al nuevo procedimiento de fabricacion.

Ejemplo:

El crecimiento de una planta, al mes de sembrada, suele ser de 90 cm, con una
aproximacion mas o menos 24 cm. Luego de probar un nuevo abono, se toma una muestra
de 16 plantas y se nota una altura media de 99 cm. ¢Se deber& este incremento al nuevo
abono; considerando un nivel de significacion del 5%7?

En este caso:

Ho: X =90
Hi. X1 >90
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Desviacion tipica es:

. c _ 24 _24_6
X:——_———
vn V16 4

La situacion, representada graficamente, como debe hacerlo siempre el estudiante,
seria la siguiente:

Area de Aceptacion Area de rechazo o critica

0 1,645

Esto quiere decir, que la hipotesis nula SE ACEPTA como buena, o sea, que la media

aritmética correcta de la poblacién sigue siendo X = 90 cm y que, la diferencia observada en
la muestra puede ser explicada facilmente por el azar.
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RECURSOS INTERACTIVOS

TEMA NO. 01: TEORIA DE LAS PROBABILIDADES

VIDEO NO. 01: Teoria de las Probabilidades.
https://youtu.be/0IxZMaoeUno

VIDEO NO. 02: Experimentos Aleatorios
https://youtu.be/fTIS83G7aC8

VIDEO NO. 03: Regla de la Suma.
https://youtu.be/yPXreAHcflg

VIDEO NO. 04: Regla del Complemento.
https://lyoutu.be/xZeHDwrPG9U

TEMA NO. 02: DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD

VIDEO NO. 01: Variables Aleatorias Discretas y continuas.
https://www.youtube.com/watch?v=_wonmKS4BIk&list=PL3KGg8pH1bFRXWIfSUIELhHHd
0DoTw9Qh&index=1

VIDEO NO. 02: Variables Aleatorias Discretas y Continuas.
https://www.youtube.com/watch?v=4d5rKHdzS10&list=PL3KGq8pH1bFRXWIfSUIELhHHO
DoTw9Qh&index=2

VIDEO NO. 03: Funcion de Probabilidad.
https://www.youtube.com/watch?v=7mF89j-
rCoE&list=PL3KGq8pH1bFRXWIfSUIELhHHdODOoTw9Qh&index=3

VIDEO NO. 04: Media o Valor Esperado.
https://www.youtube.com/watch?v=-
v3st4hOHdJE&Iist=PL3KGq8pH1bFRXWIfSUIELhHHAODoTw9Qh&index=7

VIDEO NO. 05: Varianza y Desviacion.
https://www.youtube.com/watch?v=0B48B-

WUwWJIK&list=PL3KGq8pH1bFRXWIfSUIELhHHAODoTw9Qh&index=8
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TEMA NO. 3: MODELOS PROBABILISTICOS

VIDEO NO. 01: Distribucion de Bernoulli.
https://youtube.com/watch?v=0lGbPzIGJ4M&si=EnSlkalECMiOmarE

VIDEO NO. 02: Distribucién Binomiall.
https://youtube.com/watch?v=-XxZGVvNCIkg&si=EnSlkalECMiOmarE

VIDEO NO. 03: Distribucién Binomial.
https://www.youtube.com/watch?v=HJgJGYDXojk&list=PL3KGq8pH1bFTotSIEStmW6zkY|7
M3RQHC&index=81

VIDEO NO. 04: Distribucién de Binomial.
https://www.youtube.com/watch?v=8z2UQOjOIliHA&list=PL3KGg8pH1bFTotSIEStmMWG62zKY|7
M3RQHC&index=83

VIDEO NO. 05: Distribucién de Poisson.
https://www.youtube.com/watch?v=PMX75m4-
S9A&list=PL3KGg8pH1bFTotSIEStmMW62zKY]7m3RQHC&index=95
VIDEO NO. 06: Distribucién de Poisson.
https://www.youtube.com/watch?v=x9jF11I5x-
g&list=PL3KGg8pH1bFTotSIEStmMW6zkY|j7m3RQHC&index=96
TEMA NO. 04: DISTRIBUCION NORMAL

VIDEO NO. 01: Distribucién Normal.

https://www.youtube.com/watch?v=T7_ktqfVseU&Ilist=PL3KGq8pH1bFTotSIEStmW6zkY|7m3
RQHC&index=90
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