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INTRODUCCION

No existe en el mundo, aunque no lo parezca, una situacion en que la
Matemética que no esté presente; en la vida cotidiana, en los estudios, en el
trabajo. Por eso es importante conocer esta ciencia tan maravillosa, que
permite aprender a razonar, analizar y resolver situaciones que se pensaba

imposible hacerlo.

Medir y contar fueron las primeras actividades matematicas del hombre
primitivo. Haciendo marcas en los troncos de los arboles lograban, estos
primeros pueblos, la medicion del tiempo y el conteo del nimero de animales
que poseian, asi surgid la aritmética. Pasaron cientos de siglos para que el
hombre alcanzara un concepto abstracto del nimero, base indispensable para

la formacion de la ciencia algebraica.
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UNIDAD I

NOCIONES DE PRECALCULO

Conjuntos Numéricos

Conjunto de Numeros Reales (R):

El conjunto de los nUmeros reales abarca a los nUmeros racionales y a los
numeros irracionales, pudiendo ser expresados por un numero entero o
un numero decimal. ElI descubrimiento de estos numeros se atribuye a

Pitagoras, famoso matematico griego.

Reales

Racionales

Irracionales
I

Enteros
Z

o Naturales

a2 V100
+580

WWW.LASMATESFACILES.COM

Conjunto de Numeros Racionales (Q):

Son las llamadas fracciones y se denotan con la letra (Q) y se expresan

como un cociente (division), donde la parte de arriba, es llamada “numerador”
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(dividendo) y la parte de abajo “denominador” (divisor); tanto el numerador

como el denominador son siempre numeros enteros.

El conjunto de los numeros racionales es muy extenso, por lo tanto,
incluirlos todos en un conjunto o representarlos en una recta numérica, jamas

se terminaria de ubicarlos.

En el conjunto de numeros racionales son siempre posibles las
operaciones de adicion, sustraccion, multiplicacion y divisibn (menos la

divisién entre cero) y su resultado sera otro racional o un entero.

Conjunto de Nameros Irracionales (l):
Se denotan con la letra (I), son exactamente los que no son racionales

y son numeros decimales ilimitados, cuyas cifras decimales no se repiten y

van al infinito-, ejemplo. 2,1542789

Operaciones con Conjuntos Numéricos
Antes de iniciarlas, se debe conocer:

a.) Suma algebraica.
b.) Regla de los signos.

c.) Signos de agrupacion.

Todas son reglas muy sencillas, pero que se deben manejar
correctamente, debido a que una colocacién equivocada de un signo, nos

cambia radicalmente un resultado:

a.- Suma Algebraica:
Se maneja para sumar y/o restar:
1. Cuando se suman numeros positivos, se suman las cifras y se les
mantiene el signo positivo en el resultado. Ejemplo: 5+ 8 + 9 =22
2. Cuando se suman numeros negativos, se suman las cifras y se

mantiene el signo negativo en el resultado. Ejemplo: -4 -10-9=-23
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3. Cuando se tiene un niumero positivo y uno negativo, se restan las cifras
y al resultado se le coloca el signo del nimero mayor. Ejemplo: 36 — 14
=22;13-27=-14.

b.- Regla de los signos:

www.matematicascercanas

Si se multiplican o dividen signos iguales, el resultado es positivo, si se
multiplican o dividen signos diferentes el resultado es negativo.

C.- signos de agrupacion:

Estos signos indican que las cantidades encerradas en ellos, deben
considerarse como un todo, es decir, como una sola cantidad y también se

utilizan para sefialar el orden en que deben efectuarse las operaciones.

Los signos de agrupacion mas usados son: el paréntesis ( ); el corchete
[ ]ylallave { }, asi como para dar mas claridad a las expresiones; es
recomendable usarlos en este mismo orden e igualmente cuando se efectlian
las operaciones y se debe proceder a eliminarlos, se recomienda mantener el

mismo orden.

15



Instituto
Universitario

de Tecnologia

para la Informatica

() paréntesis

[ ] corchetes

{ } llaves

ESTRE

https://platzi.com

Para suprimir o eliminar los signos de agrupacion se debe tener en

cuenta presente las siguientes normas:

a.- Cuando los signos de agrupacion estan precedidos por el signo (+), se
elimina el signo de agrupacion y a las cantidades que estan dentro de él, se

les conserva el mismo signo. Ejemplo:
8+9+(3+2-6)=8+9+3+2-6
4x+ (-y+5z)=4x -y +5z

b.- Cuando los signos de agrupacion estan precedidos por el signo (-), se
elimina el signo de agrupacion y las cantidades que estan dentro de él, se les

cambia el signo. Ejemplo:
4-(8+10-5)=4-8-10+5
6X—(-y+4z)=6y+y—4z

c.- Cuando los signos de agrupacion estan precedidos por un numero
cualquiera, no habiendo signo (+) ni signo (-) entre ellos, se trata de una
multiplicacion, entre el nimero de afuera y los niumeros contenidos dentro de
los signos de agrupacion, esto equivale a la llamada “propiedad distributiva de

la multiplicacion” y se resuelve multiplicando el numero de afuera por cada uno
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de los niUmeros o términos que estan dentro y en cada uno de ellos deben

multiplicarse los respectivos signos.
Ejemplo:
7 (6-8+15)=42—-56+ 105
-6 (Bx+7—-y+2z)=-18x—-42 + 6y — 122
(-5x + 16 — 40y + z) 8 = - 40 + 128 — 320y +8z
(-4) (16 -12 + 20 — 15) = - 64 + 48 — 80 + 60

Operaciones Combinadas con Niumeros Enteros (2)

1) 2{-3[8—(2.3)+ (4— 3)] +(8.5)—(3+1)+ 2} eliminacién de paréntesis
= 2{-3[8—-6+4—3]+40-3 -1+ 2} eliminacion de corchetes
=2{-24+18-12+9+40 -3 -1 + 2} eliminacion de llaves

-48+36-24+18+80-6-2 +4

138 - 80

58

2){4-3[5-6(7-2)}-{8-[2—(6-3)]}
= {4-3[5-42+12]}-{8-[2—6+3]}
={4-15+126-36}-{8 -2+ 6 -3}

={79}- {9} = 711
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){4B-0G.6)]-(7-2)}[8-2(6-3)]
={4[3-30]-7+2}-[8—12+ 6]

={12-120-7+ 2} - [2]

=24-240-14 + 4

=28 - 254

=-226

Ejercicios por resolver:

Demostrar eliminando los signos de agrupacion, que:

1) —8{-7[(=5)"(4)-(=15)] - [- (10 + 15 — 2)] - 12} = 16.712
2) — {14+ (16— 14) - [(42) = (—-6)] - 7 (15-9-2)} =5
3) 6+{[18—(12) - (=9)] - [16 (5 — 12) + 4]} — 6 = 162

RECURSOS INTERACTIVOS
Link Video: https://www.youtube.com/watch?v=ASvBBYxDhEO

Numeros Racionales o Fraccionarios (Fracciones):
Una fraccion es la relacion entre dos niameros enteros diferentes que se

NUMERADOR

dividen y se expresa asi: —————
DENOMINADOR

. Una fraccion expresa las partes de una

0 mas unidades.

Numero Mixto: estad formado por un numero entero y una fraccion. Ejemplo:

2 . . . .,
3 cyse resuelve de la siguiente manera: Se convierte en una fraccion

3x5+2=15+2=17 — Elresultado es el numerador de la fraccion y se

. . . 2 17
coloca el mismo denominador, es decir, 3; =<
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Valor de una fracciéon: Se calcula dividiendo el numerador entre el

denominador; esta division puede dar como resultado un numero entero
. 16 . . . 3
(exacta). Ejemplo: 5= 8, 0 puede dar un decimal (inexacta), ejemplo: i

0,75.

Fracciones equivalentes: Dos fracciones son equivalentes, cuando sus
valores son iguales, es decir, que valen lo mismo. También dos fracciones son

equivalentes cuando sus productos cruzados son iguales. Ejemplo:

3 9 3 9 _ . _ _
Sy =>:=06 y =06 6 3x15=5x0; 45 =45

Ampliacion o amplificacion de fracciones: Significa hacer crecer la fraccion,
obteniendo una mayor, pero que tenga el mismo valor, o sea, equivalente; para
esto se multiplican el numerador y denominador por un mismo ndmero entero,

diferente de cero (0) y de uno (1). Ejemplo:

8 3 24 2 _ 48

53 15 2 30
8—16 24—16 48—16
5 15 7 30

Simplificacién de fracciones: Significa hacer decrecer la fraccién, reducirla,
obtener una menor pero que tenga el mismo valor, 0 sea, equivalente; para
esto se divide el numerador y el denominador entre un mismo nimero entero,

diferente de cero (0) y de uno (1).

36
24

3
2

wl w

2 29
2 "2 6

, . g . 36 .
Aqui observamos que la fraccion original =Y las tres fracciones

9

obtenidas (%) , (g) y (z) son equivalentes, todas tienen el mismo valor: 1,5
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36 18

=15 =15 9—15 3—15
24 77 12 7T 6 T 27

La simplificacion es una operacion de mucha aplicacibn en las
fracciones, normalmente todos los resultados en fracciones deben
simplificarse, siempre que se pueda; también podemos realizar
simplificaciones en los resultados parciales; obtenidos durante el desarrollo de

un ejercicio y podemos simplificar antes de comenzar a resolver un ejercicio.

Cuando se hace una simplificacidon y se llega a una fraccion que ya no
se puede simplificar mas, se dice que es “irreducible”, se ha llevado a su

minima expresion.

Maximo Comun Divisor (M.C.D.) Y Minimo Comun Multiplo (m.c.m.)
M.C.D.: Es el mayor numero que divide a todos exactamente, o sea, el mayor
divisor comun.

m.c.m.: Es el menor nimero que es divisible exactamente entre todos.

Para el célculo de ambos, lo primero que se hace es descomponer
todos los numeros en sus factores primos y se colocan en forma de potencia,

ejemplo:

Sean los numeros 16 y 42:

16| 2 42 |2

8 |2 21 |3

4 |2 7|7

2 |2 1

1 16 =24 42=2.3.7

Para el M.C.D.: Se toman solamente los nimeros comunes a ambos,

con el menor exponente; se observa en el ejercicio anterior que el Unico
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numero comun es el “2” y con el menor exponente es el 2 =2, luego el M.C.D.
es igual a 2.

Si hay 2 o0 mas nimeros comunes, se toma uno de cada uno con el
menor exponente, se resuelven las potencias y se multiplican entre si esos
factores; cuando no existen numeros comunes, el M.C.D. seré& (1), ya que este

es el unico numero que los divide a todos.

Para el m.c.m.: Se toman los nhimeros comunes y no comunes (uno de
cada numero) con el mayor exponente, se resuelven las potencias y se
multiplican entre si esos factores.

Del ejemplo anterior tomamos 2*-3-7=16 -3 -7 =336; el m.c.m. =
336.

Forma de probarlo:
Para el M.C.D.: 2 es el mayor divisor de 16 y 42 a la vez,
16 +2=8 42 +2=21
Para el m.c.m.: 336 es el menor nimero que es divisible entre 16 y 42,
336 -16=21 336 +42=8

Ejemplos:
1) Sean los nimeros 12, 40y 32, hallar el M.C.D. y el m.c.m.

12| 2 40 | 2 32 | 2
6 | 2 20 | 2 16 | 2
3|3 10| 2 8|2
1 5|5 4 |2
1 2|2
1
12=2% -3
40=2% -5 M.C.D.=2%2=4

21



Instituto
Universitario

de Tecnologia

para la Informatica

32=25 m.c.m.=25-3 -5 = 32- 3 5=480

2) Sean los numeros 25, 60 y 90, hallar el M.C.D. y el m.c.m.

25 |5 60| 2 90| 2
5 |5 30| 2 451 3
1 15| 3 15 | 3
5|5 5 |5
1 1
25 =52
60=2%-3 -5 M.C.D.=5=5
90=2-3%-5 m.c.m.=2% - 32 -52 = 4- 9. 25=900

Operaciones con Niameros Reales (R) = Fracciones

1.- Suma y Resta de Numeros Reales: El procedimiento para sumar y/o
restar fracciones es similar; se presentan dos casos: cuando tienen igual
denominador o cuando tienen diferente denominador:

a) Con igual denominador: la suma y/o resta de dos o mas fracciones de
igual denominador, el resultado es otra fraccién, cuyo “numerador” es la suma

algebraica de los numeradores de las fracciones dadas y se coloca el mismo

denominador.

Ejemplos:
8 3,2 _8+3+2 13
5 5 5 5 5
15 8 9 15+8-9 14
3 3 3 3 3
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b) Con diferente denominador: Para resolver se pueden utilizar varios
métodos:

* Cruzado: Se utiliza solo cuando se van a sumar o restar dos fracciones.

Se multiplica el numerador de la primera fraccién por el denominador de la
segunda fraccion, y se coloca como numerador de la nueva fraccion.

Luego se multiplica el numerador de la segunda fraccion por el denominador
de la primera fraccion y se coloca el signo que tenga la segunda fraccién, en
el numerador de la nueva fraccién. Se resuelve en el nuevo numerador la suma
algebraica resultante.

Por ultimo se multiplican los denominadores de ambas fracciones, y se coloca
como denominador de la nueva fraccidén. En caso de ser necesario, se puede

simplificar la fraccion.

Ejemplos:

5+3_(5-8)+(3-9)_40+27_67

9 8 9.8 72 72

6 4 (6-5—-(4-7) 30-28 2

7 5 7-5 ~ 35 35
10+3_(—10-4)+(6-3)_—40+18_—22_ 11
6 4 (6 - 4) 24 24 12
5 4 (-5-9-(3-4) —-45-12 -57 19
3 9 3.9 N 27 27 9
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Con el uso del m.c.m.: Se puede aplicar en cualquier suma o restade 2,30
mas fracciones.

Se calcula el m.c.m. (m.c.d) a los denominadores y se coloca éste como
denominador del resultado.

Se divide ese denominador entre cada uno de los denominadores de las
fracciones (debe ser exacta la division) y el resultado se multiplica por cada
uno de los numeradores correspondientes.

Se realiza la suma algebraica de los nhumeradores, es caso de ser necesario

se simplifica la fraccién.

Ejemplos:
3+2+1_(15-3)+(12-2)+(10-1)_45+24+10_79
4 5 6 60 - 60 "~ 60
m.c.m. : 4 |2 5 5 6 |2
2 |2 1 3 (3 mecm.=2%2-3-5=60
1 1
4+2 3 (-4-2)+@2-8-(B-5 -8+16—-15 -7 7
20 5 8 40 - 40 40 40
m.c.m. ; 20| 2 5 5 8 |2
10| 2 1 4 12 mecm.=23-5=140
5/ 5 2|2
1 1

6 9 7 (6-20)—(9-15)+ (7 -24) 120—135+168 153
24 32 20 480 N 480 "~ 480
51

~ 160
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m.c.m. : 24 | 2 32| 2 20| 2
12 |2 16 |2 10| 2 m.c.m. =25 -3-5 =480
6 2 8|2 5[5
3| 3 412 1
1 212
1

Sumar o Restar un Entero con una Fraccion: Se procede como si se tratase
de un nimero mixto, se multiplica el nUmero entero (con su respectivo signo),
por el denominador y se le suma o se le resta el numerador (de acuerdo al
signo que tenga la fraccion) y ese sera el numerador resultante conservando

el mismo denominador.

Ejemplos:
6+3_(6-5)+3_30+3_33
5 5 -5 5
c 7 (-5-8)+7 —40+7 -33 33
8 8 - 8 8 8
6 3 (=6-'7)—3 —42-3 —45 45
7 7 T 7 7 T 7
Ejemplo:
1_5+4‘%_5+§_5+§_(5-14)+25_7o+25_§
' 12_ g_ 14 14 T 12 T 12
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Multiplicacion de fracciones:

El producto de dos o més fracciones, es otra fraccion, cuyo numerador
es el producto de los numeradores y el denominador es el producto de los
denominadores. También debe realizarse la multiplicacion de los signos que
tengan las fracciones.

Ejemplo:

(8 -5) 40
(7-9 63

8 5
7 9

(8) <13)_ (8-13) 104 52 26
9/ \12)  (9-12) 108 54 27

( 3)2 9--3) =27

7 8.7 56

@ ©

(9) ( 4) (3)_9-(—4)-3_—108_ 54 27 9
3 2 8/ 3-:2-8 48 24 12 4

Division o cociente de fracciones:

El cociente de dos fracciones, es otra fraccion que resulta de multiplicar
la primera fraccién por el inverso se la segunda fraccién, o multiplicarlas en
forma cruzada, el numerador de la primera fraccion por el denominador de la
segunda fraccion, el cual sera el numerador de la fraccion resultante y
multiplicar el denominador de la primera fraccion por el numerador de la
segunda fraccion, el cual sera el denominador de la fraccién resultante.

También debera hacerse la division de los signos.
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Ejemplos:

_(7-8) _ 56
" (3-5 15

Ejemplo combinado con fracciones:

- (- B (Dl - 3 3 B Bl 33

|
N =
+
W] =
+
N| =
|
N W
+
w| Ul

_(6-D)-(3-2) 12-6 6

32 6 6

RECURSOS INTERACTIVOS
LINK: https://www.youtube.com/watch?v=Hxkb3i85qDw
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Potenciacioén

Potenciacion de niumeros enteros (z) y racionales (q)

Se denomina potencia de un numero, al producto de varios factores

iguales a dicho namero.

Elementos de una potencia:

5 6

5=Base 3 =exponente = Base 4 =exponente

N|w

La base es el factor que se repite y el exponente nos indica las veces
gue la base se repite, 0 sea, que se multiplica por si misma.
Resolver una potencia, significa, multiplicar la base por si misma tanta

veces como lo indica el exponente. Ejemplos:

53=5-5:5=125

2

81 (3)4_34 3:3:3:3 81
24 2:2-2-2 16

_E =

N W
N W

x+1)°3=(x+1 - -(x+1 -(x+1
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Regla de los signos de potenciacién:
1.- Base positiva y exponente par: El resultado es positivo. Ejemplos:

62=6 -6 =236 (E)zE
3

4
43 =4 -4 -4 =64 (-) - ==

3.- Base negativa y exponente par: El resultado da positivo. Ejemplos:
=i ()= (D) (D) (DR

B B 2/ \ 2 2 2 2/ 16
4.- Base negativa y exponente impar: El resultado es negativo. Ejemplos:

crems (-0 D%

| SIGNOS DE LA POTENCIACION
= e~

EL SIGNO DE LA POTENCIA DEPENDE DEL SIGNO DE LA BASE Y
DEL EXPONENTE PAR o IMPAR

BASE EXPONENTE POTENCIA

Par
+ Impar + -
——— Par Zn /

Impar - — \ﬁ:’

MatemaTicas

-/

www.matemaTICas
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Propiedades de la potenciacion:

1 Bmge——si F e a®» =1, (a=10)
a™
au 5 alll oe an+:n = = an—nl
a~\" a’l
nym __ - _ 1
(a™) e (; = pn
1 a\ 1 b
e O
a = a =+ 0 — =
a ( ) (b) a
1 = b™
= - == ==
a T am’ (a = 0) (b  an

www.problemasyecuaciones.com

1.- Potencias con exponente cero: Cualquier nimero o base elevado a

potencia “cero” el resultado siempre es igual a “UNO” (1). Ejemplos:

-1 (60 = 1 (2) -1 =

2.- Potencias con exponente uno (1): Cualquier base o nimero elevado a la

“UNQ”, el resultado es igual a la misma base (con el mismo signo). Ejemplos:
Nt 9 3\ 3
15! = 15 (—=9)! = —9 <_> =2 (_ _> _ 3

3.- Potencias con exponente negativo: Cuando tenemos un numero elevado
a un exponente negativo, antes de resolver la potencia, debemos convertir el
exponente a positivo y para esto se invierte la base y se le cambia el signo al

exponente. Ejemplos:
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(- (e

_ 12 1 2\ 3 3 27
e N R
8 64 3 2 8

Ejemplo combinado con exponentes negativos:

(3 N 8)‘2 _ (15 + 16)‘2 _ (31)‘2 B (10)2 100
2 5/ U 10 —\10/  \31/ 961

-5 63 - ) () -G &)

_ (45) (6)3_ (2.025)(216) 437.400  109.350
= (32) (53

11) ~ \1.156/\1.331) ~ 1538636 384.659

4.- Producto de potencias de igual base: Se coloca la misma base y se
suman algebraicamente los exponentes. Ejemplos:
63 - 6 5 _ 63+5 — 68

(=7 (=172 (=D = (-7 = (=7)

O Q000 -=-0""T-0"-0
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-2 4 7

D6 660 6060-0 6 6
-0 @6

5.- Cociente de potencias de igual base: Se coloca la misma base y se

4+1

restan los exponentes. Ejemplos:

512
ST — 512—(—4) — 512+4- — 516

—4 10
3_ — 3—4—6 — 3—10 — (1)

36 3

—7 5
3_ — 3—7—(—2) — 3—7+2 — 3—75 — (l)
372 3
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6.- Potencia de una potencia: Se coloca la misma base y se multiplican los
exponentes. Ejemplos:

(69" = (0% = (&)

- 24 _ e (L)
(-8)71" = (-8)* = (-8)° = (-3)

(85)0 — (8)5-0 =80=1

©7-0"-0"

3410 3 3,103 3\ 30 430

G ]-0 -6 -6

7.- Potencia de un producto: Esta propiedad también puede considerarse
como una extension de la anterior; para resolver se multiplica el exponente de

cada factor por el exponente del producto. Ejemplos:

(6 -5-4)2=6%-5%-4%2=36-25 -8 =14.400

6) @1 -6 6) =% =53

(92 . 73 . 84-)2 — 92'2 . 73'2 . 84-'2 — 94- . 76 . 88
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1-3

B G 0]-0" 0" 0-0"6
-6 6 6

NOTA: Cuando se presentan ejercicios combinados con potenciacion, se

—-18

(

debe seguir el siguiente orden:
1.- Se resuelven las potencias.
2.- Se resuelven las multiplicaciones de igual base.

3.- Se resuelven las divisiones de igual base.

Ejemplos con bases literales:

X3 . X5: X3+5: X8
X9 - X - XO . X—3 — X9+1+O—3 — X7

m
_ = i3 =

m

3
m s e 5 1
g m =m-= -3
m m

4

3

)

3
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RECURSOS INTERACTIVOS
Link Video: https://www.youtube.com/watch?v=tA94S33kxm8

Radicacién y Racionalizacion:

Radicacién: Se dice que la radicacion es una operacion inversa a la
potenciacion; extraer la raiz cuadrada de un nimero, es el proceso inverso de

elevar al cuadrado. Se simboliza con (V) que se llama raiz o radical.

Los términos de Ia
radicacion son:
Qmmndo < INDICE: £3 el nimeto pequelio gue s coloca
< lm en la parte superior Uquierds del signo radical
e indica a que potencia se debe elevar la ralz
para obtener el radicando.

| © RAIZ: Es ol rosuitado de la &

| La rair es ef nd que triplicado la

mehmﬁmmummcam
!mdmm

Nots: Cuando se trata de raiz cusdrada, No e pone el
[ mimerD Indice 2, €3 Jecir Que ¥ en wn radical no se
SECURRLErs NINEUN NOMETO e ssume que of Indice o3 2 y

es.slideshare.net
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Elementos de un radical:

indice
—
Vx2 * Exponente

Cantidad sub-radical o radicando
El menor indice es el 2 y no se coloca, se llama raiz cuadrada.
Como existe una estrecha relacion entre la radicacion y la potenciacion,

a continuacion, se expresaran raices en forma de potencias y viceversa.

Expresion de raices en forma de potencias:

1 1 4
V2 =23 V7 = 75 Yx—2)"= (x—2)3

Expresién de potencias en forma de raices:

m

1
53 = /5 cn = /¢m X

Ol

:i/;

Propiedades o leyes de la radicacion:

1.- Raiz de un producto: Es igual al producto de las raices de cada uno de
los factores. Ejemplos:

Z3=4Z-43 Na b= "a- Vb

2.- Raiz de un cociente: Es igual a la raiz del numerador entre la raiz del

denominador. Ejemplos
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3|4 nfa "a

b /b

als

3.- Potencia de una raiz: Se conserva el indice y se eleva la cantidad sub-
radical al producto de los exponentes. Ejemplos:

(Va)" = ¥am (V2) =vE () = e

4.- Raiz de una raiz: Se conserva el exponente de la cantidad sub-radical y

se multiplican los indices. Ejemplos:

Operaciones con radicales:

Extraccion: Para extraer factores de una raiz, se divide el exponente del factor
(numero o letra) que se desea extraer, entre el indice de la raiz y el factor que
sale se eleva al cociente obtenido. Si la division es inexacta, se procede igual,
pero se mantiene dentro de la raiz dicho factor elevado al residuo dado. Para
poder extraer un factor, el exponente debe ser igual 0 mayor que el indice.

Cuando se extrae todo el radicando, la raiz se elimina. Ejemplos:

Se divide 6 + 3 por lo tanto queda x?
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4. y7 =xy 3/y3
Se divide 44, porloque quedax Yy 7 + 4esigualalconresiduo 3

Ejemplos:
1. Vx8=x%2 = (8 +4=2)
2. Vab - b2 = a2 = (6 +3=2)
3. V3648 = 3-4V42 =12316
(6 +6)=1 y (8 +6)=1,conresiduo =2

4. 352 x6 y* z8 = x%y z23/52y z2 = x?y z%3/25y z2

4 [x6y8z9 xy%z% 4
5. / — = 5 X%z
m m

Nota: La extraccién se usa como un caso de simplificacién de radicales.

Multiplicacion y divisiéon de radicales:
Para realizar ambas operaciones es indispensable que los indices de

las raices sean iguales.

Multiplicacion: El producto de dos o mas radicales, es otro radical del mismo
indice y cuya cantidad sub-radical es el producto de las cantidades sub-

radicales; si es posible deben simplificarse los resultados. Ejemplos:

1-Va - Vb= "a-b
2.-%-%: 3\/2- :3{/8
3__vx2.y . i/x3 Ly = Vx5-y2=x4/x-y2
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4.-a3-bZ - Va® b* = Ya® b6 =ab Va b

Division: El cociente o division de dos sub-radicales, es otro radical del mismo
indice, cuya cantidad sub-radical es el cociente de las cantidades sub-

radicales; si es posible deben simplificarse los resultados. Ejemplos:

Va  nfa
Long= b

Viz 412 4
2.-4—%— —=132

3.- “xs /9;52 = {Jx3y=xx -

Radicales semejantes: Dos 0 mas radicales son semejantes, cuando tienen
el mismo indice y la misma cantidad sub-radical y su utilizacion es en la suma

y resta de radicales. Ejemplos:
1.- aVx y —b 4 x lasemejanza se da por el radical Vx

2-5V3 y —% VY3 la semejanza se da por el radical /3

Para sumar o restar, verificada la semejanza, se suman algebraicamente los

coeficientes y al resultado se le coloca el mismo radical. Ejemplos:
1-432-3V2 4+ V2= (4-3+1DV2 =232

1 3 E_(1_qa,L3\JE_ _8
2.-5\/3—8\/§+g\/§—(2 8+5)\/§— 5

10
5-80+15 69)
10 10

1 3
(E— 8+E=

3-7v3+4 2V/5- 3V3+ 45 =
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7V3 — 3V3 + 2V5 + 445 =
43 + 6V5

4.-5+8 —3vV2 + V8 + 4V2 + 10 =
5vV8+ V8 — 3V2+ 4V2 + 10 =
6vV8 + V2 + 10

RECURSOS INTERACTIVOS
https://www.youtube.com/watch?v=2HachLBuoZo

https://lwww.youtube.com/watch?v=-EMjsWjPDLM

Trigonometria

Trigonometria es una palabra que deriva de dos términos griegos: por
un lado, trigonos que significa triangulo y, por otro, metros que refiere a
medida. Por lo tanto, el concepto que aqui empezamos a analizar hace
alusion ala medida o medicién de los triangulos.

La trigonometria es la parte de la mateméatica que se encarga de
estudiar y medir los triangulos, las relaciones entre sus angulos y lados,
y sus funciones trigopnométricas de seno, coseno, tangente, cotangente,
secante y cosecante.

Es importante destacar que esta area de las matematicas estudia las
relaciones que existen entre esos elementos y que se dan dentro de lo

gue se denomina el triangulo rectangulo.
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90°

]

El triangulo rectangulo es un tipo de poligono compuesto por tres
lados. Uno de ellos es completamente recto, midiendo exactamente 90°.
Por su parte, el lado del triangulo que, basicamente, delimita el &ngulo recto,
lleva por nombre cateto. Mientras que el lado opuesto y de mayor longitud se

denomina hipotenusa.

Triangulo rectangulo

PSS
e
l

~._Hipotenusa
&

: !
Cateto | o Sk

o
b

Los catetos (a y b) son los Cateto
lados del triangulo rectangulo
que delimitan el angulo recto
(90°); la hipotenusa es el lado
mas largo (c).

Alfa a y beta B son
los angulos agudos
del triangulo

www.todamateria.com

El triangulo rectangulo es la base de las funciones trigonométricas.
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Funciones o razones trigonométricas.

Esta rama matematica cuenta con seis funciones que no son mas que
las relaciones que se dan entre los catetos y la hipotenusa de un triangulo

rectdngulo en relacion, claro estd, con uno de los angulos agudos del mismo.

Las funciones o razones trigonométricas son las relaciones entre los
catetos y la hipotenusa en un triangulo rectangulo con respecto a uno de los
angulos agudos. Tenemos entonces que para cualquier angulo agudo del

triangulo rectangulo:

o El seno del angulo (se abrevia sen) es la razén o la division de la
longitud del cateto opuesto (CO) entre la longitud de la hipotenusa (H);

o El coseno del angulo (se abrevia cos) es la razén entre la longitud del
cateto adyacente (CA) entre la longitud de la hipotenusa (H),

« Latangente del angulo (se abrevia tan) es la razén entre la longitud del
CO entre el CA, esto es igual a la divisién del seno entre el coseno,

o La cotangente del angulo (se abrevia cot) es la razén entre el CAy el
CoO,

o La secante del &ngulo (se abrevia sec) es la razon entre la hipotenusa
yelCA,y

e La cosecante del angulo (se abrevia csc) es la razén entre la

hipotenusa y el CO.

Por ejemplo, para el triangulo rectangulo en la imagen, tenemos las

siguientes razones trigonométricas:
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| | Anguloa || Angulop |
| Cateto opuesto (CO) | b | a |
ICateto adyacente (CA)| a | b |
| Hipotenusa (H) | c | Cc |
| Seno | COM=blc | CO/H=alc |
| Coseno | CAH=alc | CAMH=blc |
| Tangente | COICA=b/a | cCOICA=a/b |
| Cotangente | CAICO=alb | CAICO=b/a |
| Secante | HICA=cla | HICA=c/b |
| Cosecante | HICO=c/lb | HI/CO=cla |

Ejemplo

Dado un triangulo rectangulo cuyos catetos miden 3y 4 cmy la
hipotenusa mide 5 cm, las funciones trigopnométricas de cada angulo agudo

seran:
| | Anguloa || AnguloB |
| Cateto opuesto (CO) || 3cm |  4cm |
Cateto adyacente (CA)] 4cm |  3cm |
| Hipotenusa(H) | 5cm | 5cm |
| Seno | CO/H=3/5 || CO/H=4/5 |
| Coseno | CA/H=4/5 || CA/H=3/5 |
| Tangente | coiCA=3/4]| co/CcA=4/3 |
| Cotangente | cAICO=4/3] CAICO=3/4 |
| Secante | HICA=5/4 || HICA=5/3 |
| Cosecante | HICO=5/3 || H/CO=5/4 |
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Valores

Las funciones trigonométricas tienen un dominio g, que esta en grados o
radianes y del circulo unitario se pueden derivar los principales valores de las

diferentes funciones trigpnométricas dependiendo de q.

Como se menciono anteriormente, las funciones trigonomeétricas no se limitan

a un angulo agudo.

A continuacion, se muestra la tabla trigonométrica.

5 0° | 30° | 45° | 60° || 90° | 180° || 270° | 360°
Sen@| 0 ! ﬁ % 1 0 -1 0
Cos @ 1 % ﬁ % 0 -1 0 1
Tan © 0 % 1 \/? de?ilr::da 0 dell‘\ilr?ida 0
Csc O de:‘\ilr?ida 2 V2 % 1 de:‘\ilrzda -1 dei\ilr?ida
Sec 6 1 % \/E 2 de;\ilrzda -1 delz\ilr?ida 1
Cot 0 dem gl V3 1 7 0 demda 0 deul‘\il:ida

es.wikipedia.org
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Ejemplo #1

Utilizando la tabla trigonométrica hallar los valores de csc 45°, sin 60° y tan
30°

e (sc45°= \/’E

e SiN60°= 2
4
o tan 30° =43
Ejemplo #2

Hallar las medidas de los angulos y lados faltantes del triangulo de la figura.

L

a=4cm

a 0 < 20°

Por propiedad de los angulos internos del triangulo se conoce que a + 3 + q
= 180°, despejando:

B =180° — (8 + a) = 180° — (20° + 90°) = 180° — 110°
B =70°

Se puede hallar la hipotenusa (c) usando la razén trigopnométrica seno
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. CO a
sinf=—=-
H

sin 20° =

P

c(sin20°) =4 »c =

=11,7 em
0,342

La hipotenusa es igual a 11,70 cm.

Para encontrar el valor del cateto adyacente se puede usar el coseno

o cA b
cos 8 = — = —
H c

b
cos 20° = ———
11,70

11,70(cos 20°) = b
b = 11,7000,94) = 10,99 cm

El cateto adyacente es igual a 10,99 cm.

Teorema De Pitdgoras

FOTO: composicion/ Jazmin Ceras

En todo triangulo rectangulo el cuadrado de la hipotenusa es
igual a la suma de los cuadrados de los catetos.
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Aplicaciones Del Teorema de Pitagoras

Calculando la hipotenusa.

Conociendo los dos catetos podemos calcular la hipotenusa, solo debemos
despejar la variable @.de la ecuacion

aZ =02+ 2.
Lo hacemos simplemente sacando raiz cuadrada

a= b?+ c?

Ejemplo: Los catetos de un triangulo rectdngulo miden 3 m y 4 m

respectivamente. ¢ Cuanto mide la hipotenusa?

w ¢

En este caso tenemos que b =4 my c =3 my debemos encontrar el valor de

a.

Reemplazando en la férmula anterior

a=J(Bm)2+ (4m)? »a= JoOm?2+16m? »a= /25m? 5a=5m

Por tanto, la hipotenusa mide 5 m

47



Instituto
Universitario

de Tecnologia

para la Informatica

Calculando un cateto.
Conociendo la hipotenusa y un cateto, podemos calcular el otro cateto.

De nuestra ecuacion inicial a> = b? + ¢? podemos despejar el valor de uno

de los catetos y obtenemos lo siguiente para el cateto b.

b= +a?— c?

y para el cateto

c = +a?— b2

Ejemplo: La hipotenusa de un tridngulo rectangulo mide 5 m y uno de sus

catetos 3 m ¢, Cuanto mide otro cateto?

De acuerdo con la figura, tenemos que el cateto ¢ mide 3m , la hipotenusa 5
m y hace falta encontrar el cateto b. Asi pues, utilizando la formula para

calcular catetos,

b=+Vaz— c2->b=.,(5m)2— 3m)2 >b=V25m2— 9m2 > b=
viem? - b=4m

Por lo tanto, el cateto b mide 4 m.
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Ejemplos

1.- Una escalera de 10 m de longitud esta apoyada sobre la pared. El pie de
la escalera dista 6 m de la pared. ¢Qué altura alcanza la escalera sobre la
pared?

6m

La escalera, la pared y el piso forman un tridngulo rectangulo, en el cual
podemos tomar como hipotenusa la longitud de la escalera y como uno de los
catetos la longitud del pie de la escalera hasta la pared. Entonces a = 10
m y ¢ = 6 m. Nuestro objetivo es entonces, calcular la altura de escalera
sobre la pared, es decir, calcular el cateto restante. De acuerdo con nuestras

férmulas anteriores y la figura, tenemos que:

b= +a?— c?2 -»b=,(10m)2— (6m)2 »b= \/100m2 — 36m?
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2.- Hallar el area del triangulo equilatero:

10 cm

2 cm

Primero trazamos la altura del triAngulo equilatero. Dicha altura divide el
triangulo en dos triangulos rectdngulos de catetos h la altura del triAngulo
equilatero, 5 cm la mitad de uno de los lados del triangulo y finalmente con
hipotenusa 10 cm , uno de los lados del triangulo inicial. De esta forma para
hallar la altura solo debemos aplicar nuestra férmula anterior para hallar
catetos de triangulos rectangulo, lo que

da

(10cm)? = h?>+ (5cm)? - h? = (10 cm)? — (5 cm)?

- h?= 100cm?— 25cm? - h= +75cm? - h=8.66cm

Dado que el area de un triangulo se obtiene a través de la formula

base x altura
Atriangulo = 2

Observemos ahora, que la base del triangulo es de 10 cm vy la altura de 8.66

cm

Luego, remplazando en la férmula del &rea se sigue que
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10cmx8.66cm  86.6 cm?

Atrianguio = 2 2 = 43.3 cm?

Identidades Trigonométricas o Identidades Pitagolricas

El Teorema de Pitdgoras trabaja sobre triangulos rectos. Si considera que la
coordenada x de un punto a lo largo del circulo unitario es el coseno y la
coordenada y del punto es el seno y la distancia al origen es 1 entonces el

Teorema de Pitdgoras inmediatamente produce la identidad:
yi+x2=1
sen’x + cos?x =1

La prueba de la identidad pitago6rica para seno y coseno es esencialmente
dibujar un triangulo rectangulo en un circulo unitario, identificando el coseno

como la coordenada x, el seno como la coordenada y y 1 como la hipotenusa.

(Cos x, sen x)

x

sen’x + cos’x =1 0 cosx+ sen’x =1

Las otras dos identidades pitagéricas son:
1+ cot?x = csc?x
tan’x + 1 = sec?x

Para derivar estas dos identidades pitagoricas, dividir la identidad pitagorica

original por sen? x y cos? x respectivamente
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Para derivar la identidad pitagérica 1+ cot? x = csc? x, dividir por sen?x y
simplificar.
sen?x cos?x

> — = — - 1+ cot?x = csc?x
sen?x sen?x sen?x

De igual manera, para derivar la identidad pitagdrica tan?x + 1 = sec?x,

dividir por cos? x y simplificar

sen’x cos®x 1

> — = = - tan’x + 1 = sec?x
cos2x cos?x cos’x

Ejemplo
Demostrar la siguiente identidad trigonométrica:

(sec?x + csc?x) — (tan?x + cot?x) =2
Solucion

Agrupar los términos y aplicar una forma diferente de las dos segundas

identidades pitagoricas que son 1+ cot?x = csc?>x ytan®?x + 1 = sec’x
Donde 1 = csc?x — cot?x y 1 = sec?x — tan’x
entonces

sec?x + csc?x — tan®?x — cot?x =2 — (csc?x — cot? x) + (sec?x

—tan?x) = 2
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Sustituyendo
1+1=2
Ejercicios por resolver:
Demostrar
1.- (1= cos?x)(1+ cot’x) =1
2.-cosx (1 — sin®?x) = cos®x
3.-sin?x = (1 — cosx)(1 + cos x)

sin? x+ cos? x
4.-senxy = ——————
cscx

5.- sin* x — cos*x = sin®?x — cos?x
Simplificar cada expresion tanto como sea posible
1.-tan3x csc3x

csc? x—1

secZx
3.-y(1—cos?x

4.- (1 + tan®x)(sec?x)

5 sin? x— sin* x

cos2 4
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RECURSOS INTERACTIVOS

https://www.youtube.com/watch?v=XfVWIO3sRwO0&list=PLeySRPnY35dEhLL
uHkysDw31hjMgjnISQ

Teoremas del Seno, del Coseno y de la Tangente

Los teoremas del seno, coseno y tangente nos permiten calcular lados o
angulos restantes cuando nuestro triAngulo no es rectangulo. Observa la

siguiente figura:

Teorema del Seno: Dado un tridngulo (no necesariamente rectangulo) con

lados a, b y ¢, con sus respectivos angulos opuestos A, B y C se satisface

a b c

sen A sen B senC

Aplicaciones

Este teorema es Util para resolver problemas si los datos dados entran en

alguno de los siguientes casos:
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1.- si tenemos las medidas de 2 lados de un triangulo, y el &ngulo opuesto a

uno de ellos.

Aplicando el teorema inmediatamente puedo obtener el angulo opuesto al otro

lado que conocemos

2.- Si tenemos las medidas de 2 4ngulos de un triangulo, y el lado opuesto a

uno de ellos.

f=5344°

Aplicando el teorema inmediatamente puedo obtener el lado opuesto al otro

angulo que conocemos.
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3.- También se puede aplicar cuando se conocen 2 4ngulos del triangulo y un
lado que no es opuesto a ninguno de ellos, s6lo que requiere un paso extra,

gue es obtener el otro angulo del triangulo.

Esto es posible porque sabemos que la suma de los &ngulos de un triangulo
es 180°.
Por ejemplo, en la imagen de arriba, el angulo B se obtiene de restar los otros

2 4ngulos a 180:
<B=180—-a— f8

Ignorando uno de los angulos dados originalmente, ya tenemos los datos de 2
angulos y el lado opuesto de uno de ellos, como el segundo caso mencionado

en las aplicaciones.
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Ejemplo:

De un triangulo sabemos que: a = 6 m, B = 45° y C = 105°. Determina los

restantes elementos.

T 105" ~

A =180°—-45°—-105° - A =30°

V2
6m b 5 6 m.sen 45° ) 6m.7 —_——
= > >bh= ——m— S ph= -
sen 30°  sen 45° sen 30° 1 m
2
6m c 6m.sen 105° 116

= - = g =

sen 30° sen 105° ¢ sen 30° ¢ om

Ejemplo:

Tenemos un tridngulo con los angulos A=40° y B=50° y tenemos al lado a=12.

¢, Cual es la longitud del lado b?

Tenemos la siguiente informacion:

e A=40°
e B=50°
e A=12
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En este caso, podemos usar la ley de los senos. Entonces, tenemos:

a b
senA senB

12 b

sen 40°  sen 50°

12 b _12.0,766 9,192

0643 - 0766 P27 0643 T Deaz " Pb=1430

La longitud de b es 14,30.

Ejemplo:

¢, Cual es la medida del angulo A en un triangulo si es que tenemos a=10,
B=30°y b=87?

Solucion
Tenemos los siguientes datos:
0

1
30°
8

e A
e B
e b

Usamos la ley de senos nuevamente. Entonces, tenemos:

a b
senA senB

10 8 10 8 A 10.0,5
= - = — - =
senA sen 30° send 0,5 sen 8
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5
senAd = 3 —»senA=0,625 - A= sen 10,625 - A = 38,68°

El &ngulo A mide 38,68°

Teorema del Coseno: Dado un triangulo (no necesariamente rectdngulo) con

lados a, b y ¢, con sus respectivos dngulos opuestos A, B y C se satisface
c?= a%*+ b?—2ab cosC
Similarmente, se cumple que
a’ = b%+ ¢?—2bc cosA y b?>= a?+ c? - 2ac cosB
Aplicaciones
Este teorema es Util para resolver problemas,

1.- Sitenemos la medida de un angulo y de los lados adyacentes a este.

B=53.44°

Aplicando el teorema podemos obtener el tercer lado, es decir el lado opuesto
al angulo que tenemos, pues

a?= b%2+ ¢2—2bc cosA —a= b2+ c2—2bc cosA
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2.- Si tenemos la medida de los 3 lados de un triangulo

Aplicando el teorema podemos obtener cualquier angulo, pues

4 b% + c? — a? 4 b+ = a?
= e d = ——————————————————————
cos he cos™( he

Ejemplo:

En un tridngulo, tenemos las longitudes b = 12 y ¢ = 10 y el &ngulo A = 45°,

¢cudl es la longitud del lado a?

Extraemos los siguientes datos:

° b=12
e =10
o A=45°

En este caso, podemos usar la ley de cosenos para encontrar la longitud
de a:

a’? = b?>+ c?2—2bc cosA - a?>= (12)? + (10)? — 2(12)(10) cos 45°

a’? = 144 + 100 — 240 cos45° — a? = 144 + 100 — 169,71
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a’?=7429 - a=.+7429 - a=8,62

La longitud de a es 8.62.

Teorema de la tangente: Dado un triangulo (no necesariamente rectangulo)

conlados a, b y ¢, con sus respectivos angulos opuestos A,B Y C, se satisface

A—-B

a—>b tan

_ 2
a+b tanA+B

Aplicaciones:

Este teorema es igual de util que el teorema del seno y del coseno, pero es
menos popular.

Se puede usar en cualquiera de los casos en los que:

1. Se conocen dos lados y un angulo opuesto.

2. Se conocen dos angulos y un lado opuesto.

Ejemplo:

Dado el triangulo ABC de la figura determinar el valor de c y el de tan%

C

60"

[2em - T

61



Instituto
Universitario

de Tecnologia

para la Informatica

Aplicando el teorema de la tangente, sabemos que:

A—B
a—>b tan 2
a+b tanA“ZLB
Despejando, obtenemos que:
a—b tanA;B A—B a—b(tanA;B)
b~ __A+B T T b
a+ tan a+

2

Sabiendo que:

4A+4B=180—4C — ZA+ 4B =180°—60° —» 44+ 4B =120°

4A + 4B 120° 3A+
tan——— = tan — tan——— = tan 60°
2 2
Entonces:
A—B
a—b tan— . A—B 10cm — 8cm (tan 60°) . A—B
= e d = -
a+b ¢ A+ B an— 10cm + 8cm an—
an——
2cm (tan 60°) A—B 3
= — tan = —
18cm 2 9

RECURSOS INTERACTIVOS

https://www.youtube.com/watch?v=e2_WDo5yK Q&list=PLeySRPnY35dHyD
HBmMOcBaYOKhrénn2tX-
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Productos Notables

Son ciertos productos o multiplicaciones que cumplen reglas fijas y
cuyos resultados pueden ser determinados por simple inspeccion, sin

necesidad de efectuar la multiplicacion.

Productos Notables.. los mds utilizados

Binomio conjugade — (a + b)(a — b) = a? — b?

Binomio de término comiun — (x + a)(x + b) = x? + (a + b)x + (a- b)

Binomio al cuadrado — (a + b)? = a” + 2ab + b?

Binomio al cubo — (a +b)? =a® +3a%b + 3ab? + b*

Binomio de Newton —% (a + b)" = a™ + Pa™'b + Qa™ 2b? + - + Pa?b™ 2 + Qab™ ' + b"

https://lasmatesfaciles.com

Productos notables de 2do grado:

1.- Cuadrado de una suma: (a + b)? = a? + 2ab + b?
Enunciado: El cuadrado del primer término, mas el doble producto del primer
término por el segundo término, mas el cuadrado del segundo término.

Esta formula se aplica a cualquier cuadrado de una suma, luego se
efectian las operaciones mateméaticas correspondientes, tales como

multiplicaciones numéricas v literales y de signos.

Ejemplos:

1-(x+3)?%=x24+2000)0B)+ 32 = x>+ 6x+9

2.-(2x+3y)2 = (2x)%2+ 22x)(By) + (3y)? = 4x* + 12xy + 9y?
3.- (5x19 + 4x*y5)2 = (5x19)2 + 2(5x1%)(4x*y>) + (4x*y®)? =
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25x20 + 40x1*y> + 16x8y10

4.- (§a3b + §a5b2)2 = (§a3b)2 + 2 (§a3b) (§a5b2) + (gcﬁbz)2 =

4 16 16
— A6K2 4833 41014
9ab +15ab +25a b
5.- (xm+1 + ym—Z)Z — (xm+1)2 + 2(xm+1)(ym—2) + (ym—Z)Z —

x2m+2 + 2xm+1ym—2 + yZm—4

6.- (Sax—2b3 + 3a2x+3bx—2)2 —
(Sax—2b3)2 +2(5ax—2b3)(3a2x+3bx—2)+ (3a2x+3bx—2)2:
(25a2x—4b6) + (30a3x+1bx+1) + (9a4x+6b2x—4)

2.- Cuadrado de una diferencia: (a — b)? = a? — 2ab + b?
Enunciado: El cuadrado del primer término, menos el doble producto del

primer término por el segundo término, mas el cuadrado del segundo término.

Ejercicios:
1-(x—52%= x?2—-2x)(5)+ 5% = x?— 10x + 25
2- (4a® — 2b%)% = (4a)? — 2(4a®)(2b%) + (2b%)? =
16a* — 16a%b3 + 4b°
3.- (10m°n? — 7m3n)? = (10m°n?)? — 2(10m°n?)(7m3n) + (7m3n)?

100m%n* — 140m8 n3® + 49mon?

w(-509) = () - 20) G0+ Gy

x?2 2xty 1 x2 x*y 1

6,,3

603 — -
25 50 1000 Y T25 25 T 100% 7Y

5.- (8X2m+3 _ 6xm—3)2 — (8x2m+3)2 _ 2(8x2m+3)(6xm_3) + (6Xm_3)2
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64x4MT6 — 9px3M 4 36x2M6

3.- Producto de una suma por su diferencia: (a + b)(a — b) = a? — b?
Enunciado: El cuadrado del primer término menos el cuadrado del segundo

término.
Ejemplos:

1-(x+7)(x—=7) = x> — 72 =x%2 - 49
2.- (4a® + 2b*")(4a® — 2b*) = (4a®)? — (2b*)? = 16a® — 4b®
3.-(8xy+ 1)(Bxy — 1) = (8xy)? — (1)? = 64x%y* — 1

4G+ ()= () - o= -

- (4 )2+ 20) = () - (3 -

64 100
.6 _ " 2,,8
81" ~ 9 *7

4.- Producto de un binomio que tienen un término comaun:
(x+a)(x+b)= x*>+ (a+b)x + (a)(b)

Enunciado: El cuadrado del término comun (x), mas la suma algebraica de
los términos no comunes (a y b), mas el producto de los no comunes (a)(b)
COon Ssus respectivos signos.
Se pueden presentar cuatro situaciones diferentes:

(x+a)(x+Db) x+a)(x—b) (x—a)(x+Db) (x—a)(x—b)
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Ejemplos:

1-(x+5)(x+6)=x2+ ((6x) + (5x)) + (6)(5) = x% + 11x + 30
2-(x+5)(x—6)= x2+ ((—6x) + (5x)) + (=6)(5) = x2 —x — 30
3-(x—5)(x+6)=x2+ ((6x) +(=5x)) + (6)(=5) = x2+x—30
4.-(x—5)(x—6) = x?+ ((—6x) + (=5%)) + (=6)(=5) = x? —11x + 30
5.-(@®+3)(a®—7) = (a®)?+ ((=7a®) + (3a®)) — 3)(7) = a'® — 4a® —21
6.- (22 —12)(z3+4) = (2%)? + ((42%) + (-122%)) — (4)(—12) = 26— 82° —
48

7-( =90 -8 =y + ((=8) + (=9) + (-9)(-8) = y* — 17y + 72

5.- Producto de dos binomios sin términos comunes: Se procede hacer las

multiplicaciones como en la propiedad distributiva.

Ejemplos:

1-Bx—9DxE+1) = Bx®)+ Bx)—9x) + (—9)(1) = 3x2—6x—9
2-(x+5Wy—-4) = (xy)+ 4x+5y+ (5)(—4) = xy +4x + 5y — 20

3.- (4x% + 7x)(3x3 + 2x) = 12x° + 8x3 + 21x* + 14x?

4.- (5a* — 6a3®)(a® + 2a*) = 5a” + 10a® — 6a® — 12a” = 10a® — 7a’ — 6a®

6.- Productos notables al cubo:
Cubo de unasuma: (a+ b)3 = a3 + 3a?b + 3ab? + b3
Enunciado: El cubo del primer término mas el triple producto del primer

término al cuadrado por el segundo mas el triple producto del primer término

por el cuadrado del segundo mas el cubo del segundo término.
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Ejemplos:

1-(x+2)2= x3+3x2(2) +3x(2)*2+ (2) = x* +6x> +12x + 8
2.- (4x3 + 2x1)3 = (4x)3 +3(4x3)2(2x*) + 34x3)(2x*)%2 + (2xH)3 =
64x° + 3(16x°)2x* + 3(4x3)(4x®) + 8x1? = 64x° + 96x10 + 48x!1 + 8x12

o-(2es +4a) = (2e5) 43 (0% (1) +3(e”) (an) + (o)’

8 48 96 64
15 12 492 4613
5% T bt psaht tppath

Cubo de una diferencia: (a — b)3 = a® — 3a%b + 3ab? — b3
Enunciado: El cubo del primer término menos el triple producto del primer
término al cuadrado por el segundo mas el triple producto del primer término

por el cuadrado del segundo menos el cubo del segundo término.
Ejemplos:

1-(x—3)3= x3—-3x2(3)+3x(3)2— (3)3 = x3—9x2 +27x — 27
2.-(5m* — 3m?n)? = (5m*)3 — 3(5m*)?(3m?n) + 3(5m*)(3m?n)? —
(3m?n)3 =
125m*? — 225m'%n + 135m8n? — 27mén3
16 2 3.5\ _ 11 )3 1 6\ (2 3,2 1 6\ (2 3,2\

3-(3a° ~2a'?) = (ja°) -3(3a°) (Ga'b?)+3(5a¢)(3a®p?) -
2 372 3
(3a%?)

1 6 12 8 1 1 2 8

4,18 _ _— 15b2 - 12b4__ 9b6=_ 18 _ 15b2 _ 12b4—__ 9b6
gy ~12% P t1g? 27¢ gd —Zabitgza 27¢
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Ejercicios por resolver:
1.-(7x +5)? =

2.- (4x° — 2x19)3 =
3.-(x—1)(x—-5) =

4.- 2x3+7)3 =

- (- 2a7) (a4 20
6.- (a® —8)3 =

7.-(5a® —3a)? =

8.- (5x3 — 2x)(4x* +7) =
9-(x+9(x—-7) =

10.- (4y + 3y°)? =

11.- (522 + 1)(5x? —1) =

RECURSOS INTERACTIVOS
https://www.youtube.com/watch?v=I16FH_gaVYDk&list=PLeySRPnY35dG4W
2Peocr_IrpOTP_0SkYe

Factorizacion

Significa descomponer en factores un polinomio o ecuacion, en un

producto de dos o mas factores.
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f gormulas de factorizacié,,\
1. a* —b> = (ath) (a-b)

2. a’ + 2ab + b*> = (a+b)’
3. a* - 2ab +b*= (a- by

s. a2 —b’=(a-b)(a’+ab+b?
K s. a8 + b’ =(a+b)(a*-ab +b?) )

Se presentan diversos casos, la mayoria de ellos se fundamentan en

lifeder.com
las formulas de los productos notables.

1.- Trinomios de cuadrados perfectos:
Primer caso: suma

Es una operacion contraria al primer caso de productos notables
(cuadrado de una suma).

(a+b)? = a?+ 2ab+ b* ——  Producto notable

a’+ 2ab+ b? = (a+b)>? —> Factorizacion

Procedimiento: Se calculan las raices cuadradas del primer y del tercer
término, los cuales deben ser enteros y positivos, luego se calcula el término

del medio que debe ser el doble producto de las raices obtenidas.

Ejemplos:
1.-x*4 10x+ 25 = - (\/E)Z =x (\/ﬁ)z =5
()% +2(x)(5) + (5)* = (x + 5)?
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2-x%+ 18x + 81 = 5> (Wx)'=x  (VBI) =9
()2 +2(x)(9) + (9)* = (x +9)?

3.-4y? + 20y + 25 = - (‘/4y2)2 =2y (V25)' =5
(2y)? +22y)(5) + (5)* = 2y + 5)°

4.-16x° + 24x* + 9x? = - (VT6x®) =4 (Vox?2) = 3x
(4x3)? + 2(4x®)(3x) + (3x)? = (4x3 + 3x)?

2
5.-49x*y? + 14x2y + 1= S (Ja9xy?) =722y (VD) =1
(7x%y )2+ 2(7x%y )(1) + (1)? = (7x*y + 1)

Segundo caso: resta
Es una operacion contraria al primer caso de productos notables

(cuadrado de una diferencia).

Procedimiento:

1.- Se localizan y se escriben todos los factores comunes

2.- Se escribe a continuacién un paréntesis y adentro lo que queda de la
expresion original luego de haberle quitado a cada término los factores
comunes.

3.- Formar grupos o agrupar términos en cantidades iguales (de dos en dos, 0
de tres en tres, etc.), para luego factorizar cada grupo por factor comun y
finalmente volver a factorizar por factor coman, en donde el paréntesis que

debe quedar repetido en cada grupo es el factor comun.
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Como regla practica, el signo del primer término de cada grupo es el signo
que debe ponerse en cada factorizacion por factor coman.

(a—b)? = a?—- 2ab+ b* ——» Producto notable

a’ — 2ab+ b* = (a—b)? —> Factorizacion

Ejemplos:

1.- x2 —10x + 25 = - (Vx) =x (¥V25) =5
(0?2 =2(x)(5) + (5)? = (x = 5)

2.-x2 —12x + 36 = - (Vx) =x (¥36) =6

(0)? = 2(x)(56) + (6)* = (x — 6)°

3.- 16x* — 8x%y3 + y® = - (V16xT) = 4x? (fy°) =y°
(4x%)? = 2(4x*)(y*) + (v*)? = (4x? — y°)?

4.-y? —6xy + 9x? = >(y?) =y  (Vox?) =3«
()? = 2(»)(Bx) + (3x)* = (y — 3x)?

5.- 49x? — 56x + 16 = > (V49x2) =7x  (V16) =4
(7x)% = 2(7x)(4) + (4)? = (7x — 4)?

Casos parecidos pero que no son cuadrados perfectos:

a.- x>—8—16= - (x?) y (16) son cuadrados perfectos, sus raices son
(x) y (4) pero no se pueden factorizar por ser el tercer término negativo (-
16).

71



Instituto
Universitario

de Tecnologia

para la Informatica

b.- x24+10F¥9= - (x?) y (9) son cuadrados perfectos, sus raices son
(x) y (3) pero el doble producto de sus raices 2(x)(3)= es diferente al término
del medio (10x).

c-x3 +10x+25 6 x*+10x+20 - no son trinomios de cuadrados
perfectos,
en el primer término (x3)y en el segundo (20), no es cuadrado perfecto no

tiene raiz exacta.

Tercer caso: Diferencia de cuadrados perfectos
Es la operacion contraria al tercer caso de producto notable (una suma
por su diferencia)
(a + b)(a—b) = (a? — b?) - Producto notable

a’?—-b?= (a+b)(a—Db)
l l

a b
Procedimiento: Se verifica calculandole las raices (cuadradas) a los dos
términos (a?) y (b?), si las raices dan exactas (a)y(b) y se trata de una resta,
entonces se toman las dos raices, y se coloca el producto de la suma por la
resta de ambos términos.

a? —b?= (a+b)(a—Db)

Ejemplos:
1.-16x2 — 49 = (4x + 7)(4x — 7) (Vi6x?) = 4x  (V49)' =7
2.- 4a® — 9x% = (2a + 3x)(2a — 3x) (\/4(12)2 =2a (\/9x2)2 = 3x
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3.-49 — 100x% = (7 + 10x)(7 — 10x) («/E)2 =7 (\/100x2)2 = 10x

Cuarto caso: Trinomio de la forma ax?+ bx+ c. Producto de dos
binomios:

El producto de dos binomios con un término comun, cuyo resultado es

un trinomio.

(x+a)(x+b)= x>+ (a+b)x + (+a)(+h)

(x+5)(x—-3)=x2+ (5-3)x+(5)(-3) =x?+2x—15
- producto notable

Ahora para factorizar este trinomio x? + 2x — 15, no se puede realizar por

ninguno de los casos anteriores, por lo que se tiene este cuarto caso:

Procedimiento:
1.- Se calcula la raiz cuadrada del primer término (X) para verificar que es un

cuadrado perfecto y se coloca como primer término de ambos binomios.

(x ) )
2.- El signo del primer binomio es el signo del segundo término y el signo de
del segundo binomio es la multiplicacion de los signos del segundo y del tercer

término.
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x+ )x- )

3.- Para buscar los segundos términos de cada uno de los binomios, se buscan
dos numeros que sumados o restados del como resultado el mismo namero
del segundo término (+2) y que multiplicados den como resultado el tercer
término (-15).

x2+2x—15=(x+5)(x—-23)

Ejemplos:

1-x2+10x+21=(x+7)(x+3) (7+3)=10 (7)(3) =21
2-x2—10x +24=(x — 6)(x — 4) (—6—4)=-10 (—6)(—4) =21
3-x2+11x+24=(x+8)(x+3) 8+3)=11 (8)(3) =24
4-x>—7x+10=(x—-5(x—-2) (=5-2)=-7 (=5)(-2)=10
5-x>4+x—42=(x+7)(x —6) (7-6)=1 (7)(—6) =—42
6.-x2—-3x—-4=(x—-4)(x+1) (-4+1)=-3 (-4)(1)=-4

Ejercicios por resolver:
Completa la factorizacién de los siguientes polinomios:
1-x2—-5x+6=(x—_)(x— _)

2-x2—121=(x+ _)(x— _)

3-x2+11x+24=(x+ _)x+ _)
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Quinto caso: Factor Comun
Esta basada en la propiedad distributiva de la multiplicacion, es la

operacion contraria a ella.
Ejemplo:
Sea el polinomio P(x) = 2x* — 6x3 + 8x% + 16x, para sacar el factor comun,

Procedimiento:

Se calcula el MCD de la parte numérica del dicho polinomio.

6|2
3|3
1

NP o
NN N
RN Do
NN NN

MCD= 2 (comunes con el menor exponente)

Luego se saca el de la parte literal, se toma el que tenga el menor

exponente, en este caso es “x”, por lo que el factor comun sera “2x”.

Por udltimo, se divide cada término por “2x”

2x* o 6x3 3

8x2_4 16x_
2x - X 2x x B

X_ 2x

3x2

Queda el polinomio: P(x) = 2x (x3 — 3x? + 4x + 8)

Ejemplos:

1.-5x% — 10x* + 15x2 = 5x2(x* — 2x2 + 3) Factor comun: 5x?

2.- 6x* + 24x7 — 18x3 — 9x'! = 3x3(2x + 8x* — 6 — 9x?)
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283 2,243 _3(9,3_3,2
3. ca’—ca +5—5(2a 3a“+1)
4. -2x(a—1)—z(a—1) = (a—1)(2x — z) El factor que se repite en ambos

términos es (a — 1) por lo tanto es el factor comun.

5.- n+2)(n—-1)— n—-1)(n—-3)= (n—1D[(n+2) — (n—3)] Factor

comun(n—1).

Sexto caso: suma de cubos perfectos
Son binomios de la forma a3 + b3, donde las raices cubicas de los
términos a3y b3, son enteras (a) y (b), su formula sera:
(a® + b3) = (a+ b)[a®? — ab + b?]

Procedimiento: Es igual al producto de la suma de las raices cubicas por el
factor determinado por el cuadrado de la primera raiz a?> menos el producto de

las dos raices (a) - (b) mas el cuadrado de la segunda raiz b2.

Ejemplos:
1.-8x3+64 = (2x +4)[(2x)? — (2x)(4) + (4)?] = 2x + 4)(4x? — 8x + 16)
V8x3 = 2x V64 = V43 = 4 - raices clbicas

2.- 125a%+ 512 = (5a + 8)[(5a)? — (5a)(8) + (8)?] = (5a + 8)(5a? — 40a +
64)
V12543 = 5a VY512 = V83 = 8 - raices clbicas

3.-27n° + 8m3 = (3n3 + 2m)[(3n3)? — B3n®)(2m) + 2m)?] =
(3n3 + 8)(9n® — 36n3m + 4m?)
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V2719 = 3n3 V¥8m3 = 2m - raices cubicas

Séptimo caso: Diferencia de cubos perfectos
Son binomios de la forma a2 — b3, donde las raices cubicas de los

términos son numeros enteros. Su formula es:
(a® — b3) = (a — b)[a® — ab + b?]
Ejemplos:

1.-8x3 —125 = (2x — 5)[(2x)? + (2x)(5) + (5)?] = (2x — 5)(4x? + 10x + 25)
V8x3 = 2x VY125 = V53 = 5 - raices cubicas

2.-a° = b2 = (a2 = 5)[(a®)? + (a2) (b*) + (b*)?] = (a? — b*)(a* + a?b* + b®)
Vab = a? Vb1Z = p* > raices clbicas

3.-216x° — 1000y° = (6x% — 10y3)[(6x2)? + (6x2)(10y3) + (10y3)?] =

(6x% — 10y3)(36x* + 60x%y3 + 100y°)
V216x6 = 6x2 3/1000y° = 10y3 - raices clbicas
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Octavo caso: Factorizacion con el uso de la resolvente

Forma General de 1a Ecuacion

ax2 + bx + c=0

Forma de la Resolvente

B —bi\/b2 —4ac
2a

X

www.lifeder.com
Cuando se tienen polinomios o ecuaciones de segundo grado que no
podemos factorizar a través de los casos anteriores, se puede proceder como

una simple ecuacion de segundo grado y se utiliza la resolvente.

Ejemplo:
Factorizar la siguiente expresion x? — 5x + 6

Se iguala a cero para convertirla en una ecuacion de segundo grado
x?—5x+ 6 =0, donde: a=1; b= -5 y c= 6, se toman los coeficientes que

acompafan a la variable x, luego se sustituye en la férmula

I GO E N (GO0

2(1)
5++25-24 541
X=——F—— ox=
2 2
541
X]=— o x;==-x=3->(x=-3)=0
2 2
5—-1 4
xzzT —)xzzz ->x,=2 ->(x—-2)=0
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Se le cambia el signo al resultado de las raices, ahora se multiplican los
binomios resultantes:

x2—=5x+6=(x—-3)(x—-2)

Ejemplos:
1-2x2-7x+3=0 a=2 b=-7 c=3
i GOk JEDZ2=4(2)(3)
B 2(2)
7 +V49 — 24 7 +25
X=—— ——— 5 X = —————
4 4
74+5 12
x1=T —>x1=T—>x1=3—>(x—3)=0
7-5 2 1 1
w= wm=g on=go(vog)-
1
2x2—7x+3=(x—3)(x—z>
2-3x>—-8x—-3=0 a=3 b=-8 c=-3

GO E N (GO OGO

2(3)
8 + V64 ¥ 36 8 + /100
= e —
x 6 x 6
8410 18

X, = —>x1=?—>x1:3—>(x—3)=0

8—-10 2 1 1
X, = G —>x2=—€—>x2=—§—>(x+§>=()

2 _gy_3— (x— 1
3x*—8x—3= (x—3) x+3
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RECURSOS INTERACTIVOS
https://www.youtube.com/watch?v=_bP6NowsO-
Y&list=PLeySRPnY35dF11EWceCxzKtcaZidCkXXh

Noveno caso: Factorizacion por Ruffini (Polinomios de cualquier grado)

Paolo Ruffini

Consiste en descomponer el polinomio en un producto de factores.

Regla de Ruffini:

Procedimiento: Se ordena el polinomio dividiendo en forma descendiente (me
mayor a menor) y se completa si es necesario; luego se toman los coeficientes
en orden y se colocan en linea.

Para dividir:

sean los polinomios P(x) = 3x3 + 4 + x* + 2x para dividirlo entre Q(x) = x+1
Ordenamos y completamos x* + 0x3 + 3x? + 2x + 4 = (x + 1), se toman los
coeficientes del primer polinomio y se divide entre el término independiente del

divisor pero con signo contrario, o sea, por -1
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El dltimo término se elimina, como da cero la division es exacta, el

resultado sera un polinomio de menor grado - x3 + 2x? — 2x + 4 .

Hay casos de divisién de polinomios, cuyo resultado no es exacto, o sea
gue el resto o residuo es diferente de cero. Ejemplo:
Sea el polinomio P(x) = 7x* — 5x2 + 3x — 2 para dividirlo entre Q(x) = x-2, sea
realiza igual que en el caso anterior, se ordena de forma decreciente y se
completa el polinomio.
P(X) = 7x* ¥ 0x3 —5x2+3x— 2=+ (x — 2)

0 -5 3 -2
14 28 46 98
14 23 49 96 - resto

N NN

D+d=c+R
Para factorizar utilizando la Regla de Ruffini, se procede como una
division, pero debe continuarse hasta el final, dividiendo cada uno de los
polinomios de menor grado (resultantes) e ir eliminando en cada paso el ultimo
término (independiente), o sea, haciéndolo igual a cero y asi descomponer el
polinomio en factores.

Ejercicio:
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Descomponer el polinomio P(x) = x* + 6x3 + 8x? — 6x — 9, en factores,

para ello debemos encontrar nimero (divisores) que anulen el polinomio, el
resto debe ser cero.

1 6 8 -6 -9
1 1 7 15 9 x;=1-(x—-1)
1 7 15 9 0
-1 -1 -6 -9 X,=—1->(x+1)
1 6 9 0
-3 -3 -9 x3=—-3->(x+3)
1 3 0
-3 -3 X, =—3->(x+3)
1 0

R=@x-1D+1Dx+3)(x+3)

Se ha descompuesto el polinomio, en un producto de cuatro binomios.
Existen situaciones en que el polinomio no se puede factorizar

totalmente por Ruffini; por lo que puede utilizarse otro método para concluirlo.

Ejemplos:

1.- Descomponer el polinomio P(x) = x* + 5x3 + 8x? + 7x + 3 en factores

1 5 8 7 3

-1 -1 -4 -4 -3 x=—1-(x+1)
1 4 4 3 0

-3 -3 -3 -3 X, =—=3->(x+3)
1 1 1 0

82



Instituto
Universitario

de Tecnologia

para la Informatica

Como no se puede seguir factorizando por Ruffini, se procede a formar el
polinomio cociente de la siguiente manera x? + x + 1 (segundo grado) y se

aplica la resolvente para obtener las dos raices que faltan:

X>+x+1=0 a=1 b=1 c=1

(D xJ/D2 -4
*= 2(1)

-1+V1i-4 -1+v-3
== o=

x 2 2

Como la cantidad sub-radical es negativa (-3) no tiene solucién en el

campo de los reales, por lo que el polinomio queda de la siguiente manera:
(x+Dx+3)(x?+x+1)

2.- Descomponer el polinomio P(x) = x°— 7x* + 14x3 — 2x2 — 15x + 9 en

factores

1 -7 14 -2 -15 9

1 1 -6 8 6 -9 x;=1-(x—-1)

1 -6 8 6 -9 0

1 -1 7 -15 9 x,=-1- (x+1)
-7 15 -9 0

3 3 -12 9 X, =3- (x—3)

1 -4 3 0
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Como no se puede seguir factorizando con Ruffini, se forma un polinomio
con el cociente x? — 4x + 3, como es una ecuacion de segundo grado, se

aplica la resolvente

x2—4x+3=0 a=1 b=-4 c=3
_—CH a0
2(1)
4++16-12 4+4
X=——""F—"—->x=
2 2
442 6
X]=—— 2 x;==-x%=3->(x-3)=0
2 2
4 -2
Xg =5 —>x2=§—>x2=1—>(x—1)=0

x> —7x*+14x3 —2x2 —15x+9=(x - D+ Dx-3)(x—-3)(x—1)

3.- Descomponer el polinomio P(x) = x* + 4x3 + 3x% — 4x — 4 en factores

1 4 3 -4 -4

-1 -1 -3 0 4 x;=—1-((x+1)
1 3 0 -4 0

1 1 4 4 X, =1->(x—-1)
1 4

2 -2 -4 X, =—2-(x+2)
1 2 0

2 -2 X, =—2-(x+2)
1 0
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xt+4x34+3x2 —4x—4=(x+ D -Dx+2)(x+2)
x*+4x3 +3x2 —4x—4=(x+ D(x—1)(x+2)?

4.- Descomponer el polinomio P(x) = x3 + x?2 — x — 1 en factores

1 1 -1 -1

-1 -1 0 1 x1=—1-(x+1)
1 0o -1 0

1 1 1 X,=1-(x-1)
1 1 0

-1 -1 X, =—1->(x+1)
1 0

X3 4+x2—-x—-1=+Dxx-1Dx+1)
B+xt—x—-1=((x+1)>2x—-1)

5.- Descomponer el polinomio P(x) = x* — 4x3 + 3x% + 4x — 4 en factores

1 -4 3 4 -4
1 1 -3 0 4 x;=1-((x-1)
1 -3 0 4
-1 -1 4 -4 X, = —-1->(x+1)
1 4 0
2 2 -4 X, =2-(x—-2)
1 -2 0
2 2 X, =2- (x—2)
1 0
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xt—4x34+3x2+4x—4=(x—-Dx+Dx+2)(x+2)
x*+4x3 +3x2 —4x—4=(x+D(x—1)(x—2)?

6.- Descomponer el polinomio P(x) = x* + 4x% + 5x + 2 en factores

1 4 5 2

-1 -1 -3 -2 x;=—1-(x+1)
1 3 2 0

-1 -1 -2 X, = —1->(x+1)
1 2 0

2 -2 X, =—-2->(x+2)
1 O

x3+4x?2+5x+2=(x+1Dx+1D(x+2)
x3+xt—x—-1=((x+1)>2(x+2)

Ejercicios por resolver:

Descomponer los siguientes polinomios aplicando Ruffini
1.-P(X)=x3+x%+5x+3

2-P(X)=x34+x2+9x+9

3.-Q (X) =x3+ 6x? + 5x + 30

4.-Q (X)=x*—9x? + 4x + 12

RECURSOS INTERACTIVOS

https://www.youtube.com/watch?v=stIFJ0GnS84&ab_channel=Matem%C3%

AlticasprofeAlex
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Regla de Tres

La regla de tres es una operacion que consiste en encontrar el cuarto
término de una proporcion, a la que solo se le conocen solo tres términos. La
proporcion es una igualdad de dos razones.

Puede ser simple cuando solamente intervienen en ella dos variables
0 compuesta cuando intervienen tres o mas variables.

Toda regla de tres presenta una incognita y una hipoétesis. La hipotesis
esta constituida por los datos del problema que se conocen y la incégnita por
el dato que se busca.

De acuerdo a la relacion con la incégnita, puede ser directa cuando los
aumentos en una variable provocan aumento en la otra variable o inversa

cuando los aumentos en una variable provocan la disminucién en la otra

variable.
=
5* REGLA DE TRES
— 3
S SIMPLE SIMPLE
- : DIRECTA INVERSA
iy A—B A—B
g, C-X C-X
=
- B.
- , x = E:— x = —-:'
www.significados.com
Ejemplo:

1.- Si necesito 8 litros de pintura para pintar 2 habitaciones, ¢cuantos litros
necesito para pintar 5 habitaciones?
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Este problema se interpreta de la siguiente manera: la relacion es
directa, dado que, a mayor numero de habitaciones hara falta mas pintura, y

lo que se representa asi:

= 20 litros

2 habitaciones — 8 litros} = 8 litros - 5 habitaciones
5 habitaciones — x litros 2 habitaciones

2.- Si 8 trabajadores construyen un muro en 15 horas, ¢cuanto tardaran 5

trabajadores en levantar el mismo muro?

En este caso se tiene por tanto una relacion de proporcionalidad

inversa, y deberemos aplicar una regla de tres simple inversa, tenemos:

= 24 horas

8 trabajadores — 15 horas} e 8 trabajadores - 15 horas
5 trabajadores — x horas - 5 horas

Regla de tres compuesta:

La regla de tres compuesta se emplea cuando se relacionan tres 0 mas
magnitudes, de modo que a partir de las relaciones establecidas entre las

magnitudes conocidas se obtiene la desconocida.

Una regla de tres compuesta se compone de varia reglas de tres

simples aplicadas sucesivamente.

Como entre las magnitudes se pueden establecer relaciones de
proporcionalidad directa e inversa, se pueden distinguir tres casis de regla de

tres compuesta:
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1.- Regla de tres compuesta directa:

—
D D ;
A, >B, >C, >0 A, B, C, D
A, >B, >C, > X A, B, G X
_A,-B, C,-D
~ AB, -G

Ejemplo:

Nueve grifos abiertos durante 10 horas diarias han consumido una cantidad
de agua por el valor de 20 bolivares. Averiguar el precio del vertido en 15 grifos

abiertos 12 horas durante los mismos dias.

A mas grifos, mas bolivares » Directa
A mas horas, mas bolivares > Directa
9 grifos » 10 horas » 20 bolivares
15 grifos » 12 horas » X bolivares
9 10 20 90 20 20 - 180
15 12 x 180 x T T 90

x = 40 bolivares
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2.- Regla de tres compuesta inversa:

h .
" I 4
A, >B, >C, >0 A, B, C, D
A, 5B, >C, > X Ay By G X
_ A -B, -C,-D
A B, -G,
Ejemplo:

Cinco obreros trabajando 6 horas diarias construyen un muro en 2 dias.

¢,Cuanto tardaran 4 obreros trabajando 7 horas diarias?
A menos obreros, mas dias —— Inversa
A mas horas, menos dias —— Inversa
5 obreros ——» 6horas ——» 2dias
4 obreros ——» 7 horas ——» xdias

2 28 2 2 -30 60

x 30 28 28
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3.- Regla de tres compuesta mixta:

D
I —
D -
A >B, >C, >D A B, C, D
A, 5B, >C, > X A, By L, X
_ Az 'Bl 'Cz )
- A B, -G

Ejemplo:

Si 8 obreros realizan en 9 dias trabajando a razén de 6 horas por dia un muro
de 30 m. ¢ Cuantos dias necesitaran 10 obreros trabajando 8 horas diarias
para realizar los 50 m de muro que faltan?

A mas obreros, menos dias —_— Inversa
A mas horas, menos dias — Inversa
A mas metros, mas dias — directa
8 obreros — 9dias ——» 6horas — 30m
10 obreros —> xdias —> 8horas —> 50m
10 8 9 2400 9 9
§ 6 x  zao x 1T x 7*=0
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Porcentaje o Tanto Por Ciento

El porcentaje o tanto por ciento (%), es una de las aplicaciones mas

usadas de las proporciones o razones.

El porcentaje es una forma de comparar cantidades, es una unidad de
referencia que relaciona una magnitud (una cifra o cantidad) con el todo
gue le corresponde (el todo es siempre el 100), considerando como unidad

la centésima parte del todo.
Ejemplos:

. L. 5 L. 50
1 centésimo = 100’ 5 centésimos = 100’ 50 centésimos = 100

Nota importante. No olvidar que las fracciones deben expresarse siempre lo

mas pequenas posible, deben ser fracciones irreductibles.

¢, Qué significa 50 %7?: Significa que de una cantidad que se ha dividido en cien

partes se han tomado 50 de ellas, o sea, la mitad.

¢ Qué significa 25 %?: Significa que de un total de 100 partes se han tomado
25, 0 sea Y4 (25/100 al simplificar por 5, se reduce a Ya).

Célculo de Porcentaje

El Porcentaje o Tanto por ciento se calcula a partir de variables directamente
proporcionales (significa que si una variable aumenta la otra también

aumenta y viceversa).

En el calculo intervienen cuatro componentes:

cantidad total — 100 %

cantidad parcial = porcentaje parcial
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Ejemplo

(Cantidad total) 1.000 Bs. - equivale al - 100 % (porcentaje total)
(Cantidad parcial) 500 Bs. - equivaleal - 50 % (porcentaje parcial)

Existen tres situaciones o tipos de problemas que pueden plantearse. Estos

son:

1.- Dada una cantidad total, calcular el nUmero que corresponde a ese

porcentaje (%) parcial:

Ejemplo: ¢ Cual (cuanto) es el 20% de 807

Cantidad | Porcentaje

Total 80 100

Parcial X 20

Para resolverlo, se hace:

80 100 80-20 1.600
—_——— = - Xx =
X 20 100 100

Respuesta: el 20 % de 80 es 16.

2.- Calcular el total, dada una cantidad que corresponde a un porcentaje

de él.

Ejemplo: Siel 20 % de una cierta cantidad total es 120 ¢ Cual es el total?
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Cantidad | Porcentaje
X 100
120 20
Para resolverlo, se hace:
X 100 100-120 12.000 600
—_——— = = e =
120 20 ° 20 * =720 x

Respuesta: 120 es el 20 % de un total de 600.

3.- Dado el total y una parte de él, calcular qué % es esa parte del total.

Ejemplo: ¢ Qué porcentaje es 40 de 120?

Cantidad | Porcentaje
120 100
40 X
Para resolverlo, se hace:
120 100 100 - 40 4.000
E:T—>x: 120 ex:Wﬁxz?;B,SB

Respuesta: 40 es el 33,33 % de 120.
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Ejercicios por resolver:

1.- Dos ruedas estan unidas por una correa transmisora. La primera tiene
un radio de 25 cm y la segunda de 75 cm. Cuando la primera ha dado 300

vueltas, ¢cuantas vueltas habra dado la segunda?

2.- La escala en un mapa es la siguiente: 10 cm en el mapa representan
750 m en la realidad. ¢ A cuantos metros en la realidad equivalen 13 cm en

el mapa?

3.- Si con 70 Kg tenemos para alimentar a 25 gallinas durante 30 dias. Si

se mueren 15 gallinas ¢ para cuantos dias habra comida suficiente?

4.- De los 800 alumnos de un colegio, han ido de viaje 600. ¢ Qué porcentaje

de alumnos ha ido de viaje?

5.- Al adquirir un vehiculo cuyo precio es de 8800 $ nos hacen un descuento

del 7.5%. ¢ Cuanto hay que pagar por el vehiculo?

RECURSOS INTERACTIVOS

https://www.youtube.com/watch?v=uQO_oBKqypQ

https://www.youtube.com/watch?v=o0WDzblp7x_M

https://www.youtube.com/watch?v=_Wnv1t9ca3l
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UNIDAD II

MATRICES

Matrices
Una matriz es un arreglo bidimensional de numeros (llamados

entradas de la matriz) ordenados en filas (o renglones) y columnas, donde
una fila es cada una de las lineas horizontales de la matriz y una columna es
cada una de las lineas verticales. A una matriz con n filas y m columnas se le

denomina matriz n x m.

Ejemplo:
columnas
—
4 3
A=| 2 1]<— filas
-2 0

Este caso es una matriz 3 x 2 (3 filas x 2 columnas)
B=14 8 7 6 2|

Esta es una matriz 1 x 5 (1 fila x 5 columnas)
Clases de Matrices

Las matrices pueden clasificarse en:

Matrices Cuadradas

Cuando las matrices tienen el mismo namero de filas y el mismo niamero

de columnas se les llama Matrices Cuadradas. Ejemplos;
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;L] Es una matriz 2 x 2

Diagonal Secundaria

2| Es una matriz3 x 3

Diagonal principal

Matrices Triangulares:

Una matriz cuadrada A = (aij) es una matriz triangular superior o

simplemente una matriz triangular, si todas las entradas bajo la diagonal

principal son iguales a cero.

-18 3 -6

[53 17 =2 0 2-17

0—1]()_34 00 6 -2
0 0 2

000 5

Traspuesta de una Matriz

La traspuesta de una matriz A consiste en intercambiar las filas por las

columnas y se denota A', asi la traspuesta de

3 -1 4 3 2 4
A=[2 5 7| es A'=[-1 5 0
4 0 9 4 -7 9
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Operaciones con Matrices
Suma de Matrices
Dadas las matrices m x n ,Ay B, susuma A + B es la matriz m x n calculada

sumando los elementos correspondientes ((A + B)[i, j] = A[i, j] + BJi, j] )- Es

decir, sumar cada uno de los elementos homélogos de las matrices a sumar.

Por ejemplo:
1 3 2 1 0 5 1+1 3+0 2+5 2 37
1 0 0|+]|7 5 0|=1|1+7 0+5 0+0|=1|8 5 0
1 2 2 2 11 1+2 2+1 2+1 3 3 3

Propiedades

SU MA D E PROPIEDADES
MATRICES

® Propiedad cerradura

® Propiedad conmutativa de la suma
® Propiedad asociativa de la suma

® Propiedad de la identidad

® Propiedad del inverso

www.unprofesor.com
e Asociativa
Dadas las matrices mxn A, By C

A+B+C)=(A+B)+C
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o Conmutativa
Dadas las matrices mxn Ay B
A+B=B+A
« Existencia de matriz cero o matriz nula
A+0=0+A=A
« Existencia de matriz opuesta

A+ (-A)=0

Resta de matrices:

Sean las matrices

3 1 2 -1 2 4

A=10 5 —3] sz[Z 5 8]

7 0 4 0 1 -2
3—(-1) 1-2 2—4 4 -1 =2
A-B=| 0-2 5-5 —3—8]=[—2 0 —11]

7-0 0-1 4—(-2)

Producto por un escalar

Dada una matriz A y un escalar ¢, su producto cA se calcula

multiplicando el escalar por cada elemento de A.

Ejemplo

2[1 8 —3]_ 2x1 2x8  2x(=3) _[2 16 —6
4 =2 61 [2x4 2x(-2) 2x6 | 18 —4 12
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Producto de Matrices

El producto de dos matrices se puede definir solo si el nUmero de
columnas de la matriz izquierda es el mismo que el nimero de filas de la matriz
derecha. Si A es una matriz mxn y B es una matriz nxp, entonces su producto

matricial AB es la matriz mxp (m filas, p columnas) dada por:

(AB)[i,j] = Al[i,1]B[1,j] + Al[i, 2]B[2;j] + ...+ Ali,n]B[n;j]

A D

para cada pariyj.

A G AxG + x
C X = |CxG + ¢
E ExG A X

www.disfrutalasmatematicas.com

Ejemplo:

[ (1x3 + 0x2 + 2x1) (1x1 + 0x1 + 2x0)
1 3 1 (—1x3 +3x2+1x1) (—1x1+ 3x1+ 1x0)

-2 2l
Propiedades

e Asociativa: (AB)C = A(BC).
« Distributiva por la derecha: (A + B)C = AC + BC.
o Distributiva por la izquierda: C(A + B) = CA + CB.
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o Generalmente el producto de matrices tiene divisores de cero: Si A.B
=0, No necesariamente A 6 B son matrices nulas
« El producto de matrices no verifica la propiedad de simplificacion: Si

A.B = A.C, No necesariamente B=C

Matrices y Sistemas de Ecuaciones Lineales

La matriz ampliada M de un sistema de m ecuaciones con n

incégnitas es la siguiente:

&y FHz .. B, P B
= | f2o fa By
G Gmp ... Bmm i B

Cada fila de M corresponde a una ecuacion del sistema y cada
columna a los coeficientes de una incognita, excepto la ultima, que
corresponde a las constantes del sistema.

Un sistema de ecuaciones lineales puede resolverse trabajando
con su matriz ampliada, especificamente, reduciéndola a forma

escalonada mediante el proceso de Gauss.

Método de Gauss

Para resolver sistemas de ecuaciones lineales, se aplica el método

de Gauss. Este proceso se ilustra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo:

Sea el sistema,
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¥ o+ 2y o+ z = 3
2x o+ By -z = -4
Ix - 2y - z = 2

Ssu matriz ampliada asociada es

¥ oy 0z
12 1 ¢ 3
2 5 -1 -4
3 -2 1 2

Ahora resolvemos por el método de Gauss sabiendo que la primera
columna corresponde a los coeficientes de la x, la segunda a los de la y,
la tercera a los de la z y la cuarta a los términos independientes:

¥ oy 0z X ¥y oz XV z
1 2 11 3 1 2 1 1 2 3
2 5 -1 ¢ -4 |o 1—35—1EI o1 - —m”
3 -2 - 2 0 -8 -4 00 -2 @ -84
T T T
12 1 3 120 100
“foo1 -3 ¢ 0T o1 010 1'
oo 1 3 00 1 00 1

De este modo, el sistema tiene la solucién Unica
x=2,y=-1,z2=3.

La resolucién de sistemas de ecuaciones lineales por matrices,
aplicando el método de Gauss u otros, es una de las multiples aplicaciones

gue tienen éstas.

Ejemplo:

Hallar el valor de X, y, z, t en los siguientes sistemas de ecuaciones

lineales aplicando matrices:
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a x+ p-2r+dt=25 B x4+ y- 2z+3=4
v+ 2y -3z + =3 2x+ 3y - Jz 4+ =73
Jx + 3y -4z - A =1 Ex+iyp+dz+ =458

a) La matriz M asociada al sistema de ecuaciones es:

¥ ¥z ot ¥ ¥z t
124 A 1T 1 -2 4 ]
M= 223 1313 oo 1 -7 -7

33 -4 -2 i1 a o 2 -14 i -14

La tercera fila se suprime, puesto que es multiplo de la segunda y
resultaria una fila nula. Asi, el sistema queda formado por dos ecuaciones

con cuatro incognitas:

¥ v oz ot

11 -2 4 i 5
“loo o1 o7 )

oo 2 -14 @ -14

La solucién del sistema es compatible e indeterminado, esto es,

tiene infinitas soluciones.

X=-9-y+10t
z=7t-7 O60(-9-y+10t,y, 7t-7,1).

Dependiendo de qué valores se escojan para y y t, salen distintos
resultados. Asi, para y =t = 0 tendremos la solucion del sistema
x=-9,y=0,z=-7,t=0.
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b) La matriz M asociada al sistema de ecuaciones es:

¥ ¥z ¥ ¥ oz
2 3 s 11 -2 3 4
=13 3 24 13| o1 7 -7 =1
57 4 165 02 14 -14 : -15
¥ ¥ oz

11 -2 3 1 4

“loo1 7 7 i -8

oo o o i -5

No hay necesidad de continuar calculando nada mas, puesto que
la matriz escalonada ya nos indica que el sistema es incompatible (Sl), es
decir, que no tiene solucién. Especificamente, la tercera fila de la matriz

escalonada corresponde a la ecuacion

Ox+0y+0z+0t=-5

obteniendo como resultado 0 = -5, que es absurdo. Por lo tanto, decimos

gue no tiene solucion.

Ejercicios por resolver:

Sean
2 4 1 3 -1 -2 2 0 -1
A=11 -2 3| B=|0 & B|yC=|0 -1 2
5 0 -1 o o 9 1 -2 &
Calcular:
1- —-A-B+C

104



Instituto
Universitario

de Tecnologia

para la Informatica

2- A+B-C

3.- 3A+28B

Determinantes de una Matriz

Si es una matriz 2 x 2 se define el determinante de la matriz A, y se

expresa como det(A) o bien |A|, como el nUmero:

i1 A4g2
det(A) = |A[ = |a21 a22| = Q11 " Q2 — Qg2 Q2q

Ejemplos:
El célculo de los determinantes de orden 2 es bien sencillo, por ejemplo:

|_ |=1-4—(—1)-3=4+3=7.

|—2

: _§’|=(—2)-5—2 (=3)= —10+6 = —4

Cuando la matriz es de orden 3 se resuelve siguiendo la siguiente regla:

det(A) = |21 Qz2 A3

asz; dzz dsz

a;; ap a13]

= 11022023 T Q21032013 T A12023031 — A31A22013 — A10A12033 — Q23032011
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Ejemplo

Calcular el valor del determinante:

=)@ + (O)(DD) + @2 (=5)(=2) - (=2)2) D) - (0)(2)(4)
- (=5MOB)
=24+0+20—-(—4)—-0—-(-15)=44+4+15=63

Ejercicios por resolver:

Demostrar que

o [§ -

3 1| _.
b-|>, _,| =-10
1 -3 2
c-|5 2 -=7/=0
0 0 0
3 1 0
d-|2 —2 4| =-36
5 0 7
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Regla de Cramer
La regla de Cramer es un teorema en algebra lineal, que da la solucién

de un sistema lineal de ecuaciones en términos de determinantes

Sistema de 2 ecuaciones con 2 incognitas

Para la resolucién de un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas,

de la forma. Dado el sistema de ecuaciones:

ar +by = ¢
cx+dy = f

Lo representamos en forma de matrices:

- ] l;] l}l

Entonces, “X” e “y” pueden ser encontradas con la regla de Cramer, con

una division de determinantes, de la siguiente manera:

e b a e
. fodl  ed—-bf e fI _af —ec
“la b|  ad—be’ ¥= a bl  ad—hc
e d e d
Ejemplo

Ejemplo de la resolucion de un sistema simple de 2x2:

Dado
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Jr+ 1y =9
2r + 3y =13

gue matricialmente es:

: 951

X e y pueden ser resueltos usando la regla de Cramer

9 1
_‘13 3‘_9*3—1*13_2
= 3 1] 3%3-—-1%2
:
3 9
‘2 13‘_3*13—9*2_3

y:
E 3

3 w C 3x3—1%2
Sistema de 3x3
La regla para un sistema de 3x3, con una division de determinantes:

Que representadas en forma de matriz es:

L e T T
oom o
B O
[ I =,
Il
=

[

=5

X, Y, Z pueden ser encontradas como sigue:
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7 b c a j c a b g
E e f d k f d e k
I h 1 g I 1 g h [
x: y: ) z:
a b ¢ a b ¢ a b ¢
d e f d e f d e f
g h 1 g h 1 g h 1
Ejemplo
Dado el sistema de ecuaciones lineales:
Jr+2y+1z=1
20 + 0y + 1z =2
—lx+1ly+2z2=4
expresado en forma matricial:
3 2 1| |z 1
2 0 1f |y| =2
-1 1 2| |z 4
Los valores de “x”, “y” y “Z” serian:
1 21 3 1 1 3 21
2 01 2 21 2 0 2
4 1 2 -1 4 2 -1 1 4
T = : y= =
3 21 3 21 3 21
2 01 2 01 2 01
-1 1 2 -1 1 2 -1 1 2
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RECUROS INTERCATIVOS

https://www.youtube.com/watch?v=m6w5vLA3Lnw&ab_channel=Matem%C3
%AlticasprofeAlex

https://www.youtube.com/watch?v=jZIk90KQo6s&ab_channel=Matem%C3%
AlticasprofeAlex
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UNIDAD III

ECUACIONES

Ecuacion

Es una afirmacion de que dos expresiones
son iguales, conteniendo al menos una
incognita que debemos resolver para
confirmar dicha igualdad.

e economipedia

conomipedia.com

Una ecuacion es una igualdad que se verifica para ciertos valores de
las incognitas que en ella intervienen.

Las ecuaciones se conforman de expresiones algebraicas separadas
por un signo igual, la expresion ubicada a la izquierda de la igualdad se
denomina primer miembro y la ubicada a la derecha, segundo miembro.

Cada miembro de la igualdad est4 conformado por términos y estos son
todos los nimeros o variables que estan separados por los signos (+) o (-).

Los términos son las partes o cantidades sumadas o restadas en cada
uno de los miembros y estd compuesto de la siguiente manera: Ejemplo:

Sea el término:

—5x?

— - signo del término
—5 — coeficiente
x = wvariable o incégnita

2 — exponente de la variable
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Cuando no existe coeficiente se sobreentiende que es “1”. El exponente
que presenta la variable, en este caso (3), indica el grado del término. En una
ecuacion o polinomio, el mayor exponente que tenga la variable es el que

indica el grado de la ecuacion o polinomio.

Ejemplo: 3x* + 2x3 — x? 4+ 5x — 10 Es una ecuacion o polinomio de 4to grado.

Los términos son semejantes cuando poseen la misma variable con el
mismo exponente.
Ejemplo:
(3x) y (=5x); (4xy?)y (Bxy?); (—5a°)y (9a®)

Cuando se resuelve una ecuacion y aparecen términos semejantes, se
deben agrupar y para ello se suman algebraicamente los coeficientes de los

términos semejantes. Ejemplo: —2x +5—-3x—7 = —5x — 2

Resolucion de ecuaciones:
Resolver una ecuacién significa determinar él o los valores de la(s)

incognita(s) que la satisfacen. Las soluciones o raices de una ecuacion son

los valores de las incognitas que la verifican.
Ecuaciones Lineales: La forma general de expresar una ecuacion lineal o de

primer grado es: ax +b =0; en donde aybe R; ax —

primer término y b — término independiente.
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Procedimiento para despejes simples:

1.- Se agrupan todos los términos semejantes en uno de los miembros y en el
otro los términos independientes.

2.- Para hacer estas agrupaciones, se procede a trasladar los términos a cada
lado segun correspondan, al realizar estos cambios se deben cambiar también
los signos que ellos posean, es decir si estan positivos cambian a negativo y
viceversa, de igual manera si estdn multiplicando pasan dividiendo y viceversa.
3.- Luego se reducen todos los términos que tengan la incognita, se realizan
los despejes respectivos y el valor obtenido es la solucién de la ecuacion.

4.- Para comprobar, se sustituye el valor de la incégnita den la ecuacion

original y debe cumplirse la igualdad o identidad de cada uno de los miembros.

Ejemplo: Sea la ecuacion

42
6x—7=35 - 6x=354+7 - x=42 —>x=? »>x=7

Comprobando:
6(7)—7=35 > 42-7=35 - 35=35
Cuando se presentan situaciones en la ecuacion que planteen alguna
operacion matematica (distributiva, eliminacién de paréntesis) o si se trata de

fracciones; se deben resolver primero antes de la ecuacion en si.

Ejemplos:
1- 5(x—2)+3M4x—-20)=6 - 5x—10+12x—-60=6
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Se aplica propiedad distributiva, para eliminar paréntesis

76

S5x+12x=6+60+10 —» 17x =76 —>x=E

Se agrupan términos semejantes y se despeja la incégnita.
2- 7+ (4x+2)=3x—(5-2x) » 7+4x+2=3x—-5+2x

Se aplica propiedad distributiva solo de los signos para eliminar los paréntesis

—-14
dx—3x—2x=-5—-7 —-2-> —x=-14 - x=_—1 -»>x =14

Se agrupan términos semejantes y se despeja la incognita.

2x+3

3- Zis5=
3 4

En este caso hay que eliminar primero los denominadores, para ello hay que

buscar el m.c.d. de todos los términos, en este caso entre 3y 4, m.c.d.= 12.

4(5x) +12(5) =32x+3) » 20x+60=6x+9

51
206 —6x =9—-60 - 14x = =51 _)x=_ﬁ

Ejercicios por resolver:

1-245=2_x
6 3

3x 2x

3-x+3(x—1)=6—-42x+3)
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4-5(x—1)+16(2x+3)=32x—-7)—x

(10x+1) (16x+3)

4

5.- 4-—

=4x —

6. (x+1) _ (x=2) _ (x-3) _ _ (x-5)
2 3 4 5

7.- 14x—Bx—-2)—[5x+2—-(x—-1)]=0

8.-x+3(x+1)=6—-42x+3)

Ecuaciones cuadréticas o de segundo grado:

Las ecuaciones cuadraticas o ecuaciones de segundo grado son
aquellas en donde el exponente del término desconocido esté elevado al
cuadrado, es decir, la incognita esta elevada al exponente 2. Tienen la forma

general de un trinomio:
ax>+bx +c=0

donde a, b y ¢ son nimeros reales y se conocen como coeficientes. Asi, a es
el coeficiente de x2, b es el término o coeficiente de x y ¢ es el término

independiente

Sia =1, la ecuacion cuadratica es reducida. Si a = 0, entonces deja de ser una

ecuaciéon de segundo grado, y se transforma en una ecuacion de primer grado:

bx+c=0
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Tipos de Ecuaciones Cuadraticas

Las ecuaciones cuadraticas pueden ser completas o0 incompletas,

dependiendo de si existen los términos dependientes de x (b) o independiente

(c).
Ecuaciones completas de Segundo Grado

Las ecuaciones completas de segundo grado tienen la forma ax?+ bx + ¢ =0,

es decir, todos los términos se encuentran presentes; por ejemplo:
6x2+8x+ 2=0
Enestecasoa=6,b=8yc=2.
x2+5x= —12

Enestecasoa=1,b=5yc=12, pues el (-12) del lado derecho de la ecuacién

pasa al lado izquierdo cambiando de signo, asi:
x2+5x+12=0
Ecuaciones incompletas de Segundo Grado

Cuando no existe el coeficiente de X, es decir, el término b, la ecuacion toma

la forma:
ax’*+c=0
Ejemplos:

8x2+5=0
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3x2 =7

Cuando no existe el término independiente, es decir, el término c, la ecuacién

tiene la forma:
ax?+bx =0
Ejemplos:
4x*+6x=0 »a=4yb=6
25x>4+4x =0 »a=25yb=4
Raices de una Ecuacion Cuadratica

Toda ecuacion de segundo grado tiene dos raices que son los valores que
debe tomar la incégnita, o sea x, para que la igualdad ax?>+bx+c = 0 sea
verdadera. Resolver una ecuacién de segundo grado es buscar las raices de

la ecuacion.

Las raices de la ecuacion cuadratica se calculan por la formula general:

—b+ Vb2 —-4ac
Y12 = 2a

La expresion dentro de la raiz cuadrada b? — 4 a c se llama discriminante de
la ecuacidon cuadrética. Obsérvese que delante de la raiz de la discriminante
esta el signo = (mas/menos). Esto significa que, para hallar el valor de x, en

un caso sumamos el valor de la discriminante, y, en otro caso, restamos. A

117



Instituto
Universitario

de Tecnologia

para la Informatica

esto nos referimos cuando decimos que hay dos raices en la ecuacién de

segundo grado.
Cbémo resolver ecuaciones cuadraticas paso a paso

Para resolver una ecuacion de segundo grado usando la formula general, se

procede de la siguiente manera:

1. Se identifican los coeficientes a, b y c.
Se sustituyen en la formula general.
3. Se calcula primero x1 sumando el discriminante, y luego xz, restando el

discriminante.
Debemos tener en cuenta que:
b?2—4ac=0
= solo hay una raiz para la ecuacion.
b?—4ac>0
= hay dos raices con numeros reales.
b?—4ac <0
= no hay una solucion real.

Ejemplo:
Resolver la ecuacion
2x2 +4x-8=0

1.- Los coeficientes serian a =2,b=4yc= —8
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2.- Sustituyendo

-4+ /@71 (-8)

e 22
—4 + V16 + 64 -4+ V80
X12 = 4 - X12 = 4
Calculando
—4+89
X, = - x; =123
4
-4 -89
Xy = - x, = —3,23
4
Las respuestas son x; = 1,23 yx, = —3,23
Ejemplo
105 = x + 2x?

Para aplicar la formula, hay que llevarla a la forma ax?+ bx +c =0
2x2+x—105=0
Tenemos entoncesque a=2,b=1yC = —105

Sustituyendo
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-1+ /(1% —4(2)(—105) e -1 4+ 1+ 840 .

-1+ VB4
2(2) 4 Ty

=1 +2898

*= 4
Se tiene entonces

—1+ 28,98 .

— T —————— e d p—vl
X1 4 X1
Y
—1—28,98
X, = - x; = —-75
4

Los resultados serian x; =7 yx, = —7,5

Resolver ecuaciones cuadraticas por factorizacion

En este caso, vamos a aprovechar la propiedad del factor O, esto es: si el

producto de dos numeros es 0, al menos uno de los nimeros es cero.

x? = —2x

Paso 1. Se coloca la ecuacién en su forma general, es decir, primero el término
cuadratico, luego el lineal, después el independiente y cero del otro lado del

igual.

x2—-2x=0
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Paso 2: Se usa la propiedad distributiva para factorizar el término de la

izquierda.

x(x—=2)=0

Paso 3: Se utiliza la propiedad del cero para separar los factores.

Asix =0y(x—2)=0

Paso 4: Se resuelve la ecuacion lineal resultante.

En este caso, las soluciones son

x1=0 y x,=2

Ejemplo 1

Resolver la siguiente ecuacion cuadratica por factorizacion:

x2+11x= —28

Paso 1: Se iguala la ecuacion a 0.

x4+ 11x+28=0

Paso 2: Se factoriza

x+4Hx+7)=0

Paso 3: Se utiliza la propiedad del cero para separar los factores.
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x+4)=0 vy (x+7)=0
Paso 4: Se resuelve las ecuaciones lineales resultantes.

x1= -4 y x,= -7

Ejemplo 2
Resolver la siguiente ecuacion cuadratica por factorizacion:
x?+5x = —25
Paso 1: Se iguala la ecuacion a 0.
x2+5x+25=0
Paso 2: Se factoriza
(x+5)x+5)=0 - (x+5)?=0

Paso 3: Se aplica raiz cuadrada a cada miembro de la ecuacion.

Jx+52 =40

x+5=0 - x= -5

Problemas que se resuelven por ecuaciones de segundo grado

Cuando un problema da origen a una ecuacion de segundo grado, al resolverla
se obtienen dos valores para el término desconocido. En este caso, solo se

acepta el valor que satisfaga las condiciones del problema.
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Por ejemplo: A es dos afios mayor que B y la suma de los cuadrados de ambas
edades es 130 afios. Hallar ambas edades.

Paso 1: Establecer las condiciones del problema, en este caso:
x esigualalaedad de Ay
X - 2 es la edad de B. Entonces se tiene que:
x2+ (x—2)2 =130
Paso 2: Se iguala la ecuacion a 0:
x>+ (x—2)2-130=0
Paso 3: Se factoriza en este caso:
x2+ (x?—4x+4)—130=0 —->2x>—4x—-126=0 > x2—-2x—-63=0

x—9x+7)=0
Paso 4: Se resuelve las ecuaciones lineales resultantes:

x=9 yx= -7

Paso 5: se rechaza la solucién x = —7 porque la edad no puede ser negativa.

Entonces A tiene 9 afios y B tiene 9 - 2 = 7 afos.
Ejemplo

Los gastos de una excursion son 90 dolares; si desisten de ir tres personas,
cada una de las restantes tendra que pagar 1 délar mas. ¢ Cuantas personas

van a la excursion y cuanto paga cada una?
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Si x es igual al nUmero de personas, cada persona debe pagar 90 ddlares/x.
Pero si desisten tres personas, esto es x - 3, ahora las personas que van a la
excursion deben pagar 90 dolares/(x-3), que sera igual a lo que tenian que
pagar antes mas 1 dolar: (90/x) + 1.

90 90

= —+1
x—3 x+

Se ordena la ecuacién de la siguiente forma:

90 90 90—(x—3) 90
—_ =

90—x+3 90

x—3 X x—3 X x—3 X
(90 —x+3)x =90 (x — 3)
Se agrupan los términos iguales del lado izquierdo y se iguala a cero:

90x — x2+3x =90x — 270 - —x?+3x+270=0

sabiendo que a=-1, b =3y c =270, se aplica la formula general:

-3 + /(3)2 — 4 (-1)(270) —3 + V1089 -3 +33
x = - X=— S>5X= —
2(-1) -2 -2
-3+ 33
X1 = ———— — x; = —15
-2
—-3—33
XZZT —>X2:18

Tomamos como valido el valor de x = 18, entonces la solucion es que a la

excursion van 18 personas y debe pagar cada una 5 ddlares.

124



Instituto
Universitario

de Tecnologia

para la Informatica

Ejercicios por resolver:
Comprobar cada uno de los problemas propuestos
Ejercicio 1:

Una persona compré cierto numero de libros por 180 pesos. Si hubiera
comprado 6 libros menos por el mismo dinero, cada libro le hubiera costado

un peso mas. ¢ Cuantos libros compré y cuanto le costoé cada uno?
Solucién:
xy = —30 y x, =36
Escoger la respuesta valida
Ejercicio 2:

Un comerciante compro cierto nimero de sacos de azUcar por 1000 ddlares.
Si hubiera comprado 10 sacos mas por el mismo dinero, cada saco le habria
costado 5 délares menos. ¢Cuantos sacos comprd y cuanto le costé cada

uno?
Solucién:
x1=40 y x2= _50

Escoger la respuesta valida
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Ecuaciones Polinémicas

Ecuaciones Polindmicas Enteras

Las ecuaciones polinomicas son de la forma Py, =0 , donde P, €s un

polinomio.

Por ejemplo:

2

e (x°=2r4+8=10

El grado de una ecuacion es el mayor de los grados de los monomios que

forman al polinomio.

Por ejemplo:

grado(Tz® — 2x +8) = 2
grado(x® +2) =3
grado() =0

grado(z) =1

Tipos de ecuaciones polinomicas:
1.- Ecuaciones de primer grado o lineales

Son del tipo ax + b = 0 con a # 0, o cualquier otra ecuacion en la que al

operar, trasponer términos y simplificar adoptan esa expresion.
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« 20+1=-2
. 20+3=0
2.- Ecuaciones de segundo grado o cuadraticas

Son ecuaciones del tipo ax? + bx +c =0,cona # 0. Siendado caso b0 =

6 ¢ = 0, se llaman ecuaciones cuadraticas incompletas.

. art+c=0
. art+br=0
3.- Ecuaciones de tercer grado
Son ecuaciones del tipo a® + bx> + cx +d = 0, cona # 0.
4.- Ecuaciones de cuarto grado
Son ecuaciones del tipo ax* + bx3 + cx> +dx+e=0,cona #0.
5.- Ecuaciones Bicuadradas

Son ecuaciones de cuarto grado que no tiene términos de grado impar ax* +

bx?+c=0,cona #0
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6.- Ecuaciones de grado n

En general, las ecuaciones de grado n son de Ila forma:
a,r" + a,t_l;r.”'"l + -+ ag;r.z +ayx+ag =10
Ecuaciones Polin6micas Racionales

Las ecuaciones polinémicas racionales son de la forma
P(r)
Q(z)

=0

donde P Y Q) son polinomios.

Por ejemplo:

Ecuaciones Polindmicas Irracionales

Las ecuaciones irracionales son aquellas que tienen al menos un

polinomio bajo el signo radical.

Por ejemplo:

Y/ P(z) =0
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VP
Q(z)

PE)
Q)

Ecuaciones no polinédmicas

1.- Ecuaciones Exponenciales

Son ecuaciones en la que la incognita aparece en el exponente, por ejemplo:

22:1‘—1 — :,_-I:

V3 = V2T
o 2ot o ool =08

2.- Ecuaciones Logaritmicas

Son ecuaciones en la que la incégnita aparece afectada por un logaritmo, por

ejemplo:
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3.- Ecuaciones Trigonométricas

Son las ecuaciones en las que la incognita esta afectada por una funcion
trigonométrica. Como éstas son periddicas, habrd por lo general infinitas

soluciones, por ejemplo:
cos(2x) = 1 + 4sin(x)
cos?(z) — 2sin’(z) = 0
2tan(z) —3Jcot(z) —1=0
Sistemas de Ecuaciones Lineales

Llamamos sistema de ecuaciones a un conjunto cualquiera de

ecuaciones. Por ejemplo, las ecuaciones:

{%@—2x+3y=y—1
2y —3y?=3x+4

forman un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas.
El conjunto de ecuaciones:

3x—2y—z=4
x+3y—-5z=1

{x+y+z=4
forman un sistema de tres ecuaciones con tres incégnitas.

Se llama grado del sistema de ecuaciones al mayor exponente al que

se encuentre elevada alguna incognita del sistema.

Por ejemplo:
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{3x2—2x+3y=y—1
2y —3y?=3x+4

Es un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas de segundo grado,
porque el mayor exponente es 2 (laxe y al cuadrado). Este sistema con
ecuaciones de segundo grado se llaman también sistema de ecuaciones

cuadraticas.

Para resolver un sistema de ecuaciones existen los siguientes métodos:

Método de sustitucion

Lo que debemos hacer:

1.- Despejar una de las incégnitas en una de las ecuaciones.
2.- Sustituir la expresion obtenida en la otra ecuacion.

3.- Resolver la ecuacion resultante.

4.- Calcular la otra incégnita en la ecuacion despejada.

Ejemplo:
Resolver

{3x—4y=—6
x+2y=28

Se despeja x en la segunda ecuacion:
x—8-—2y

Se sustituyen en la primera ecuacion:
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38—2y)—4y=—-6 - 24—6y—4y=—-6 > —6y—4y =—6—24

—30
—10y = =30 —>y=_—10 -y=3

Se sustituye este valor en la segunda:
x+2(3)=8 - x+6=8 »x=8—-6 >ox=2
Solucién del sistema:
x=2;y=3

Para verificar que los valores son los reales se sustituyen los valores de las

variables en cualquiera de las ecuaciones y se debe cumplir la igualdad
x+2y=8 -2+2(3)=8-2+6=8 -8=8

Se cumple la igualdad

Ejemplo

Resolver

{ 3x —4y =—6
2x +4y =16

Se despeja x en la segunda ecuacion:

16 — 4y
2x+4y =16 —->x= 5
Se sustituyen en la primera ecuacion:
16 — 4 48 — 12
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48— 12y —8y = —12 —-48—-20y= —12 —» —20y = —12 — 48

—60
—20y = —-60 - y=_—20 -y=3

Se sustituye este valor en la segunda ecuacion:
3x—4@3) = -6

Despejando la x:
6
3x—12= -6 -3x=—-6+4+12 -3x=6 —>x=3— >x=2

Solucién del sistema:
x=2;y=3

3x—4y=—6 -3(2)—4(3)= -6 56—-12= —6 > —6=—6

Método de reduccion
Lo que debemos hacer:

1.- Se igualan los coeficientes de una incognita, salvo el signo, eligiendo un

multiplo comun de ambos.

2.- Puede ser el producto de los coeficientes de esa incognita.
3.- Se suman o restan, segun convenga, las ecuaciones.

4.- Se resuelve la ecuacién de primer grado resultante.

5.- Se calcula la otra incégnita sustituyendo el valor obtenido en una de las

ecuaciones del sistema.
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Ejemplo:
Resolver

{2x+3y=5
5x +6y =4

Primero se deben igualar el 2 y el 5 de la incognita x. Para hacerlo,
amplificamos la primera ecuacion por 5 y amplificamos la segunda ecuacion
por —2. Esto porque al multiplicar 2x por 5 queda 10x; y al multiplicar 5x por —
2 queda —10x, y se anulan entre si; o sea, hemos eliminado una incognita para

trabajar solo con la otra (la y).

5 {2x+3y=5
-2 (5x +6y=4

{ 10x + 15y = 25
—10x — 12y = -8

17
Ox +3y =17 cy= 3

Ahora en cualquiera de las dos ecuaciones se sustituye el valor

encontrado de “y” para obtener el valor de la otra incognita en este caso “x”
17 51
2x+3(?>=5—> 2x+?=5 - 6x+51=15

36
6x=15—-51 - 6x =-36 —>x=—? - x= —6

Luego para verificar si esos son los resultados exactos se sustituyen en

cualquiera de las ecuaciones y se debe cumplir la igualdad.
17 51
2(—6) +3 ?=5 - =12 + ?=5 - —36+51=15 - —-36=15-51

—36 = —36
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Se cumple la igualdad, por lo tanto, los resultados de las incognitas “x

e “y” son los correctos.
Ejemplo

{x—y=2
2x+y =19

En este ejercicio se puede eliminar directamente la variable y

{x— =2
2x+yx19

3x

21
Despejando la variable x, se tiene

21
3x=21 - x=? - x=7

Sustituyendo el valor de x en cualquiera de las ecuaciones se obtiene el valor
dey:
x—y=2 - 7—-y=2 - —-y=2-7 - —y=-5 -5 y=5
Verificando:
2x+y=19

20)+5=19 > 14+5=19 - 19=19

Método de igualacion:
Lo que debemos hacer:
1.- Se despeja la misma incégnita en cada una de las ecuaciones.

2.- Se igualan las dos ecuaciones resultantes y se despeja la otra incognita.
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3.- Se sustituye el valor de la incognita obtenida en cualquiera de las

ecuaciones para obtener la otra incognita
Ejemplo:

{3x+y=22
4x — 3y = —1

Se despeja la variable “y” en cada una de las ecuaciones,

1+ 4x
3

y =22—3x
{y=

Como se puede observar, ambas ecuaciones comparten la misma parte
izquierda, por lo que podemos afirmar que las partes derechas también son

iguales entre si.

+ 4x

1
22 —3x = —-322-3x)=14+4x - 66 —9x =1+ 4x

65
66—1=4x+9x —> 13x =65 - xzﬁ - x=5

Luego se sustituye el valor de “x” en cualquiera de las ecuaciones para

“wy M,

obtener el valor de la otra incognita, o sea, de “y”:

35)+ y=22 - 154+y=22 - y=22—-15 - y=7

Para verificar si los resultados son los correctos se sustituyen ambos

resultados en cualquiera de las ecuaciones y se debe cumplir la igualdad:
45)-3(7)=-1 -20—-21= -1

-1=-1
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Ejemplo

{2x+ 4y =10
x +3y=7

Se despeja la misma variable en cada una de las ecuaciones

10 — 4y

2x+4y =10 - x= >

x+3y=7 - x=7-3y

Se igualan las ecuaciones despejadas

10 — 4y
2

=7-3y
Se despeja la variable y
10-4y=2(7-3y) - 10—4y=14—-6y - —4y+6y=14-10
4
2y =4 - y=3 >y=2

Teniendo el valor de y, se sustituye en cualquiera de las dos ecuaciones para

obtener el valor de x

x+32)=7 »x+6=7 -x=7-6 - x=1

Para verificar se sustituyen los valores de las variables en alguna ecuacion y

se debe cumplir la igualdad

2x+4y =10 -»2(1)+4(4)=10 -2+8=10 - 10 =10
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Sistema de ecuaciones con tres incognitas

3x+2y+z=1
S5x +3y+4z=2
x +y—-z=1

Para este caso se aplicara el método de sustitucion, se despeja una variable

en una de las ecuaciones y se sustituye en las otras dos ecuaciones

x+y—z=1-> x=1-y+z
Se sustituye el valor en x en las otras dos ecuaciones
3x+2y+z=1 -3(1—-y+2)+2y+z=1
3—-3y+3z+2y+z=1 » —y+4z= -2
En la otra ecuacion
S5x+3y+4z=2 -5 —-y+2)+3y+4z=2
5—-5y+5z+43y+4z=2 - -2y+9z= -3

Ahora se tienen dos ecuaciones de dos incognitas, y se puede resolver por

cualquiera de los métodos

{—y+4z= -2
—2y+9z= -3

Utilizando nuevamente el método pos sustitucion:
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Sustituyendo en la segunda ecuacion
—22+4+42z)+9z= -3 » —4-8z+9z2= -3 - z=1

Teniendo el valor de z, se sustituye en cualquiera de las ecuaciones y se

obtiene el valor de y
—y+4z=-2 - —y+4()=-2 - —y+4=-2 -y=6

Ya teniendo los valor de y y z, se obtiene el valor de X, en cualquiera de las

ecuaciones
5x+3y+4z=2 -5x+3(6)+4(1)=2 - 5x+18+4=2

—-20
5x+22=2 -5x=2-22 -»5x= -20 —>x=T—> x= —4

Por lo que la solucion del sistema es: x=-4;y=6yz=1
Ejemplo

2x—y+2z=6
3x+2y—z=4
4x+3y—3z=1

Se elige una ecuacion para despejar una incognita, en este caso se escogera
la primera ecuacidon por tener coeficientes de menor valor. Se despeja la

variable y, aunque se puede despejar cualquiera
2x —y+2z=6 - —y=6—2x—2z,multiplicando por (—1)
y=2x+2z—-6
Se sustituye en cada una de las ecuaciones restantes el valor de y:
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3x+2(2x+2z2—6)—z=4 -3x+4x+4z—-12—-z=4
7x+3z—12=4 ->7x+3z=4+12 - 7x+3z= 16
Sustituyendo en la otra ecuacion, se tiene:
4x+32x+2z—6)—3z=1 > 4x+6x+6z—18—-3z=1
10x+3z—18=1 > 10x+3z=1+18 - 10x+3z=19

Ahora se establece un nuevo sistema de ecuaciones con las dos nuevas

ecuaciones

{7x+32=16
10x + 3z =19

Utilizando nuevamente el método por sustitucion, se tiene

16 — 3z
7

7x+3z=16 -» 7x=16—3z - x =

Sustituyendo en la segunda ecuacion

16 — 3z 160 — 30z
10( - >+32=19_)T+3Z=19

160 — 30z + 21z =133 - -9z=133-160 —» -9z = 27

Se sustituye el valor de z, para obtener el valor de x

16 — 3(3) 16 -9 7
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Teniendo los valores de x y z, se puede entonces obtener el valor de y

y=2x+2z—-6 -y=2(1)+23)—-6 »y=2+6—-6 -y=2

Ejercicios por resolver:

1.- Un cliente de un supermercado ha pagado un total de 156 $ por 24 litros
de leche, 6 kg de jamédn serrano y 12 litros de aceite de oliva. Calcular el precio
de cada articulo, sabiendo que 1 litro de aceite cuesta el triple que 1 litro de
leche y que 1 kg de jamdn cuesta igual que 4 litros de aceite mas 4 litros de

leche.

Sabiendo que las variables son:

Leche = x
Jamoén =y
Aceite =z

Demostrarque x=1;y=16yz=3

Valor Absoluto en Ecuaciones

El [valor absoluto] de un nimero o expresion es su distancia de 0 en
la recta numérica. Como el valor absoluto solo expresa distancia, y no la

direccidon del numero, siempre se expresa como un numero positivo o 0.
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Por ejemplo, —4 y 4 ambos tienen un valor absoluto de 4 porque ambos
estan a 4 unidades del 0 en la recta numérica — aunque estan localizados en
direcciones opuestas a partir del O.

Cuando se resuelven valores absolutos en ecuaciones Yy
desigualdades, se debe considerar el comportamiento del valor absoluto y las
propiedades de la equidad y la desigualdad.

Resolver ecuaciones con valores absolutos

Como los valores positivos y negativos tienen un valor absoluto positivo,
resolver ecuaciones con valores absolutos significa encontrar la solucion para

ambos valores positivo y negativo.
Ejemplo:
lx| =5

La ecuacion dice “el valor absoluto de x es igual a cinco.” La solucién
es el valor o valores que estas a cinco unidades a partir de 0 en la recta

numeérica.

Se podria pensar inmediatamente en el 5; que es una solucién de la
ecuacion. Hay que observar que -5 también es una solucién porque -5 esta a
5 unidades del 0 en la direccion opuesta. Entonces la solucién a la ecuacion

|x]| =5esx=-50x=5.

Un problema mas complejo de valor absoluto se resuelve de manera

similar. Considerando que:

|x + 5| =15
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En esta ecuacién se pide encontrar qué nimero mas 5 tiene un valor
absoluto de 15. Como 15 y -15 tienen valor absoluto de 15, la ecuaciéon de
valor absoluto es vélida cuando la cantidad x + 5es 15 0 x + 5 es —-15, ya que
|15] = 15y |-15| = 15. Entonces, se necesita encontrar qué valor de x hara la
expresion igual a 15 asi como qué valor de x hara la expresion igual a —15.

Resolviendo las dos ecuaciones obtienes:

x+5=15 0 x+5= —15
x+5—-5=15-5 x+5—-5= —-15-5
x =10 0 x = —20

Se pueden comprobar ambas soluciones en la ecuacién de valor absoluto

para ver si X = 10 y x = =20 son correctos

|x + 5] =15 |x+ 5| = 15
|10 + 5] = 15 |-20+ 5| = 15
|15] = 15 |-15] =15
15 =15 15 =15

Ejemplo

Hallar el valor de p en la ecuacion |2p — 4| = 26

Se escriben las dos ecuaciones que daran como resultado un valor absoluto
de 26
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12p— 4| =26 6 12p — 4| = —26

12p — 4 + 4| =26 + 4 2p—4+4|= —26+4
|2p| = 30 12p| = =22
22 % 2| _ =22
2 2 2 2
p=15 p=—11

Se comprueban los valores en la ecuacion

|2 (15) — 4| = 26 |12(—11) — 4| = 26
|30 — 4| = 26 |—22 — 4| =26
|26| = 26 |—26| = 26
26 = 26 26 = 26

Ambas soluciones son correctas.

Ejercicios por resolver:

Demostrar que cada uno de los valores de las incognitas con los correctos

para cada ecuacion
1-3l4w—-1|-5=10
2.-|4x + 2| =18
3.-|2x—=5|=7

4.-|x—3|=-6
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RECURSOS INTERACTIVOS:
https://www.youtube.com/watch?v=qaDV-0l1llek
https://www.youtube.com/watch?v=BxrJmKdPHRs
https://www.youtube.com/watch?v=stIFJ0GnS84
https://www.youtube.com/watch?v=apPXOIZnRhg
https://www.youtube.com/watch?v=0ilTVp5uRz8

https://www.youtube.com/watch?v=LTfv1G2iYuQ
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UNIDAD IV

INECUACIONES

Inecuaciones Lineales o de Primer Grado:

Intervalos: Un intervalo es una forma de agrupar numeros, formar un conjunto
de numeros. Los intervalos se denotan con los signos de agrupacion:
paréntesis () y corchetes [ ].

Tipos de intervalos:

a.- Intervalo cerrado:

v

[ 1
L 1
a b
a y b son los extremos; esta formado por todos los numeros reales que son

A

mayores o iguales que (a) y menores o iguales que (b), incluyendo a (a) y (b),
se denota:
(a,b) > (x €R/a<x<Db)

b.- Intervalo abierto:

a b

a y b son los extremos, esta formado por todos los nimeros reales que son

mayores que (a) y menores que (b) pero sin incluir a (a) y (b), se denota:

(a,b) > (x €ER/a< x<b)
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c.- Intervalos semi-abiertos:

<& L 1 »
< C 1 »
a b

Esta formado por todos los niumeros reales mayores que (a) y menores

o igulaes que (b), incluyendo a (b) pero excluyendo a (a) y se denota:

(a,b) > (x €ER/a<x <Db)

A

1
4
v

Esta formado por todos los niUmeros reales mayores o iguales que (a) y

menores que (b), incluyendo a (a) pero excluyendo a (b) y se denota:

(a,b) > (x €ER/a<x<Db)

d.- Intervalos infinitos:

A

I [ ////////; [a,oo)={XER/an}

-00 0 a 00

777> (o) ={x€eR/a<x}

7
-00 0 a 00
< \\\\\\\\ I 1 » [a,0)={x€R/a=>x}
-00 0 a 0o
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< \\\\\\\\ | } > [a, ) ={x € R/a > x}

Nota:

1.- El extremo (—o0 6o0) siempre sera abierto.

2.- Uno de los extremos sera abierto cuando el simbolo de la desigualdad
sea< 6 >, en este caso el extremo no se incluye en el intervalo y sera
cerrado, cuando el simbolo de la desigualdad sea < 6 =, en este caso el
extremo si se incluye en el intervalo.

3.- Sera al o, cuando (x) sea > 6 >, que el otro extremo,

ejemplox >56x = 5,

sera al —oo, cuando (x) sea < 6 < que el otro extremo,

ejemplox <56x <5

Desigualdad
Es una expresién que una cantidad es mayor o menor que otra, para denotarlo

se usan los simbolos de desigualdad:

> - "mayor que" > - "mayor o igual que"

>- "menor que" <- "menor o igual que"

Una desilgualdad tiene dos miembros que estan separados por un signo
de desigualdad; el de la izquierda es el primer miembro y el de la derecha es

el segundo miembro.

Propiedades de la desigualdad:
1..- Si a los dos miembros de una desilgualdad se le suma o resta una misma

cantidad, el signo de la desigualdad no varia. Ejemplo:
8>3 - 8+2>3+2 - 10>5
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7>4 - 7-2>4-2 - 5>2
2.- Si a los dos miembros de una desigualdad se les multiplica por un mismo
namero positivo, el signo de la desigualdad no varia. Ejemplo:
6>2 - 6:5>2-5 - 30>10
3.- Si a los dos miembros de una desilgualdad se les multiplica por un mismo
namero negativo, el signo de la desigualdad varia, cambia de sentido. Ejempilo:
9>5 - 9-(-3)>5-(-3) » —-27<-15
12>3 - 12-(-1)>3-(-1) » —12< -3

Inecuaciones
Una inecuacion con una incognita es una igualdad que se satisface para

un determinado sub-conjunto de “R”.

Su procedimiento de resolucion es similar al de una ecuacion de primer
grado, pero se debe presentar la solucién en forma de un intervalo y graficarlo,
ya que se trata de una desigualdad y por lo tanto no tiene una solucion precisa
sino un sub.conjunto de “R’.

Ejemplos:
l-x—8>4 - x>44+8 » x>12 - S= (12,)

La solucién (S) es un intervalo, luego se grafica

L/ /4 /L L/ [
77777 >
-co 0 12 00

A

2-3x—1)+2(x+6)<-1
Antes de resolver la desiguladad hay que eliminar los signos de agrupacion,
en este caso hay que aplicar la propiedad distributiva, posteriormente se

agrupa los terminos semejantes, para luego despejar la incégnita.
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3x—1D)+2(x+6)<-1-> 3x—3+2x+12<-1

10
3x+2x<-143-12 » 5x <-10 »x < - - x< -2

§= (w0, -2] ——» RN |

v

3-3x—6(2x)=>12x+3 - 3x—12x>12x+3 - —-9x>12x+3

3 1
—-9x—-12x>3 - —-21x 23(-1) - x< —21 —>xS—;

S= (-Ooa-%] - R \\] ! >
—00 ~2 0 o

Ejercicios por resolver:

x—1 x—2
l-—— 2x < —
4 3

2.-6x—2>§+x

3-3x+ = <14 =
x+3

x+3

2(x+1) 1
S = 5 (x+2)

4,
5.-(x—1)%>x?

3x-2
4

6.-

+2x—%<0
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Sistemas de Inecuaciones:

Procedimiento para resolverlo:

1.- se resuelve cada inecuacion por separado determinando sus soluciones.
2.- Se construyen los intervalos soluciones.

3.- Se grafican ambos en una misma recta real, destacando la solucién total.

4 .- Se indica la solucidn total en forma de intervalo.

Cuando se resuelve un sistema de este tipo, se presentan solamente

tres casos de soluciones: dos intersecciones (N) y una union (U).

Primer caso: Interseccion: Ejemplo:

{x+6 >0 - x> —6 - S = (—6,0)
x—5<0 - x<5 - §,=(—x,5)

A

VAN X XN NN XA
X X7

K
by
v

-00 -6 0 5 00
St = Sl N SZ = (_6,5)

Segundo caso: Interseccion: Ejemplo:

{x—7S3 - x<34+7 - x<10 - S§; =(—,10]
x+1<5 > x<5-1 - x<4 - S,= (—x,4)

X, X X ZN \A 1 -
X7V XX X X 1 >
-00 0 4 10 co
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Tercer caso: Unién: Ejemplo:

{x—1028 - x>8+10 - x=>18 —» S, =[18,0)
Xx+9 <3 5 x<3-9 5 x<—-6 - §,=(—0,—6)

AN | [

7 [ |4

-00 -6 0 18 oo
S¢ = S51US; = (—00,—6) U [18,00)

A

v

La solucion total sera la union de las soluciones parciales.

Ejemplos:
1.-
3x+6>-2 > 3x>-2-6 - 3x>-8 - x > —§—>51=[_§,oo)

4x—5 <3 - 4x<3+5 - 4x<8 —>ng »x=2-5,= (-x,2)

< AN} NEDAWAVAAVED. >
< X 7 v
-00 _8 0 2 0
3
St = Sl N Sz = |-, 2)

2.-

Ax—2>3 > 4x>342 - 4x>5 - x > >

NN

—3x—3 >2x—4 > —3x—2x>-44+3 > (=5x>-1)(-1) —>x<§

5 1
~si=fpe) 5= (o)
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A

L
L

v

5

4
1 U 5
°°'§) [z'°°>

o
ulr Y

3-7x—2 >5x—3>23x—-1

Este tipo de sistema se puede resolver simultdneamente, sin embargo se
realizara por separado, primero se toma el primer miembro y el del medio:
1
7x—2 >5x—3 5 7x—=5x>-34+2 ->2x>-1 5x> —— >
5= (-7.)
= |——,
1 2 )

Ahora se toma el término del medio y el segundo término:

2
5x —-3>23x—1 »5x—3x>-143 >2x>22 »x>=-->x=>1

SZ = [1' OO)

A

IOAWAYIAVAAVED AN
Y X /Y XA i

1

-0

--0 1
2

1
Stz SlﬂSZ = (—2—,1]
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Ejercicios por resolver:

i {5(x—1)§2x+1
2x—62>10

2.- 3(x—4)2§x+1 <§x+3

X

x-1 <3
4
3) > —8(2x)

w

.I
—
S N
/\0\|I
=
[

{4—(2x—3)£6x—3
4.- 3

5x —8x > —=
3
5-4x+2<0>8-"7x

6.-%—9x>2x—1£§+10x

Inecuaciones con valor absoluto:

Son de la forma:
|JAX+B|=>=C 6 |AX+B|<C

Para resolverlos se eliminan los modulos y se forman dos inecuaciones

de la siguiente manera:

{AX+BZC

>
AX+Bl 2C = ux+p<—c
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mx+B|sc-+{AX+BSC

AX+B = —C
Se forma un sistema de ecuaciones y se resuelve igual que el punto anterior.

Ejemplo:
1.-

Xx—5<3 -5x<3+45-5x<8 -5 = (—x,8]

—5| <
lx—=5] =3 - {x—52—3 »x>-3+4+5-5x>2 -85 = [2,0)

A

N DN X N X A
1 X X 1

-00 0 2 8 o0
St = Sl N SZ = [2,8]

v

24§—1|sz

Cuando hay fracciones, se puede eliminar primero la fraccion para luego
resolver la inecuacién, quedando de la siguiente manera:

Xx—3<6 >x<6+3 >x<9 -85 = (—-%,9]

— <
lx=3l <6 - {x—32—6—>x2—6+3 ->x=-3 -5 = [-3,)

P NCA N/ X X A 1 .
< XA/ Y ¥ X I >
-00 -3 0 9 00
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3.- |§x + 3(x — 5)| > 4 se simplifica sin eliminar el modulo

2 2
’§x+3(x—5)‘>4—>‘§x+3x—15 >4 - |2x + 9x — 45| > 12

|11x — 45| > 12

57

11x —45> 12 - 11x > 12+ 45 - 11x > 57 —>x>ﬁ

33
11x—45<—11—>11x<—12+45—>11x<33—>x<ﬁ—>x<3

S (57 ) S; = (=x,3)
= — , 00 = (—o00
1 11’ 2 ’
< AN 1 [ >
-00 0 3 57 00
11
57
S¢e=51US; =(—%,3) U (H.OO>
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UNIDAD V

RELACIONES Y FUNCIONES

Funciones

Funcion Compuesta

Es una funciéon formada por la composicion o aplicacion sucesiva de
otras dos funciones. Para ello, se aplica sobre el argumento la funcion mas
proxima al mismo, y al resultado del calculo anterior se le aplica finalmente la

funcién restante.

De manera formal, dadas dos funciones : X — Yy g: Y — Z, donde la
imagen de f estd contenida en el dominio de g, se define la funcién
composicién (g o f): X — Z como (g » f)(x) = g (f(x)), para todos los elementos
x de X.

X

I

Y
f(=)

— —
= = g(f(z))

También se puede representar de manera grafica usando la categoria
de conjuntos, mediante un diagrama conmutativo:

Y ——
p

}/.
-:_.'||_|r | !
VA
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X E . v 8. 7
a 7= 1 = @
2
b [,
C = 3 -

- 4 = I

g o f, es la aplicacion resultante de la aplicacion sucesiva de fy de g. En el

ejemplo, (g - f)(a)=@.

Propiedades
La composicion de funciones es asociativa, es decir:

ho(gof)=(hog)of

La composicion de funciones en general no es conmutativa, es decir:

(go f)# (fog)

Por ejemplo, dadas las funciones numéricas f(x)=x+1 y g(x)=x2, entonces
f(g(x))=x2+1, en tanto que g(f(x))=(x+1)2.

La inversa de la composicion de dos funciones es:

(gof) " =f"og™

Ejemplo

1.- Sean las funciones:

flz) =12
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g(x) = sin(z)
La funcion compuesta de g y de f que expresamos:
(fog)(z) = f(g(z)) = (sin(z))’ = sin()

La interpretacion de (f o g) aplicada a la variable x significa que primero

tenemos que aplicar g a X, con lo que obtendriamos un valor de paso
z = g(z) = sin(x)

y después aplicamos f a z para obtener
y = f(z) = 2% = sin®(z)

2.- Sean las funciones

La funcion g compuesta con la funcion f, la que expresamos f o g, esta

dada como:

foy = x?
9 =x+2

fodw=f(gw)=@+2)?= x?+4x +4

La funcion f compuesta con la funcion g, la que expresamos g o f(,) esta

dada como:

geof=9(fw) = x*+ 2
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Funcién bien definida

La funcion compuesta esta bien definida porque cumple con las dos

condiciones de existencia y unicidad, propias de toda funcion: d x f

1. Condicion de existencia: dado x, conocemos (x, f(x)), puesto que
conocemos la funcién f, y dado cualquier elemento y de B conocemos
también (y, g(y)), puesto que conocemos la funcion g. Por tanto, (x, g(
f(x)) ) esta definido para todo X, y asi (g o f) cumple la condicion de
existencia.

2. Condicién de unicidad: como fy g son funciones bien definidas, para

cada x el valor de f(x) es Unico, y para cada f(x) también lo es el de g(

f(x)).

Funcién Inyectiva
Una funcién es inyectiva si a cada valor del conjunto (dominio) le

corresponde un valor distinto en el conjunto (imagen). Es decir, a cada
elemento del conjunto A le corresponde un solo valor tal que, en el conjunto A

no puede haber dos o0 mas elementos que tengan la misma imagen.

X Y
1 D
2 'B
3 C

A
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Ejemplos

1-SeaA={1,2,3}B={1, 2, 3}; f:AB:

f= {(1’2)! (2’1)! (3’3)}

Es decir, graficamente queda:

Noétese que cada elemento del conjunto B recibe solamente una linea.
ENTONCES ES INYECTIVA

2-SeaA={1,2,3}B={1, 2, 3}; . AB:

f={(1,2), 2,1), (3,2)}

(Solo se cambio el niamero indicado en rojo) Graficamente:

A.--—‘f--...iB

s
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Hay un elemento de B (el numero 2) que recibe dos flechas o lineas,
por lo tanto
NO ES INYECTIVA.

3.- Para la siguiente funcion: f(x) =y = x-1. A cada elemento del domino se le

relaciona en la funcion con UN elemento de la imagen,

....... Bolx,.yi)

X
* >

Por lo tanto, ES INYECTIVA.
NOTA: El domino y la imagen son todos los reales:

4.- Sila funcion fuera parabola, f(x)=x2como la que se muestra a continuacion:

P:{-?,‘]

= o e o o e ow o

”h----

"
I
=
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Hay elementos en el domino que se le asigna el mismo valor de
la imagen; por ejemplo la pareja de valores P1 (2,4) tiene el mismo valor de la
imagen 4; que el punto P2 (-2,4). Por lo tanto la funcion NO ES INYECTIVA.

NOTA: Ahora el domino y la imagen son diferentes.

Ejercicios por resolver:

Determinar si las siguientes funciones son o no inyectivas.

1) f(x) = 4x — 2
2)f(x)=x3-x

3) f(x) = Vx

4) f(x) = 2

5) f(x) =1 —x%2—X

Funcién Sobreyectiva
Una funcién es sobreyectiva (epiyectiva, suprayectiva, suryectiva o

exhaustiva), si esta aplicada sobre todo el codominio, es decir, cuando la
imagen, o en palabras mas sencillas, cuando cada elemento de "Y" es la

imagen de como minimo un elemento de "X".

X
1 D
2
3 C
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Ejemplos
1.- Sean los conjuntos:

A={1,2,3}y B={24} ylafuncion f={(1,2), (2,2), (3,4)}

Graficamente queda:

A——t—a B

Al conjunto B = {2,4} se le llama codominio. El rango de la funciéon también es
| = {2,4}, Como el codominio y el rango son iguales la funcion
es SOBREYECTIVA.

2.- Sean los mismos conjuntos anteriores, PERO con la funcién:
f={(1.2), (2,2), 3,2)}.
Gréaficamente

A——t—gy B

)
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El codomino B = {2, 4} El rango o imagen es: | = {2} Como el codominio y el
rango NO son iguales la funcion es NO ES SUPRAYECTIVA.

Funcion Biyectiva

Una funcion es biyectiva si es al mismo tiempo inyectiva y sobreyectiva;
es decir, si todos los elementos del conjunto de salida tienen una imagen
distinta en el conjunto de llegada, y a cada elemento del conjunto de llegada
le corresponde un elemento del conjunto de salida.

X Y
1- D
2 +B
3 »C
4 ‘A

Funcién Fraccionaria

Una funcién es fraccionaria cuando puede ser escrita como un cociente

de polinomios.

f(x) = p(x)/a(x)
Siendo q(x) distinto del polinomio nulo.

El dominio de una funcién fraccionaria es

domf =R—- {x € R/Q, = 0}
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Ejemplos:

_2x*-3
T = 5732

1.- Igualando con cero la expresion del denominador: x+2 =0

2.- Resolviendo la ecuacioén resultante: x = - 2

2_
3.- El dominio de la funcion f) = “—

R excepto x = —2, en intervalos el dominio es: (—o, —2) U (—2, )

son todos los valores de x €

Ejercicios por resolver:

Hallar el dominio de las siguientes funciones fraccionarias.

F(x) = 2% -3

w433 +3x+1
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Funcién Lineal

Una funcion lineal es una funcion polinbmica de primer grado; es decir,
una funcién cuya representacion en el plano cartesiano es una linea recta.

Esta funcién se puede escribir como:
flz) =mx+b

donde my b son constantes reales y x es una variable real. La constante m es
la pendiente de la recta, y b es el punto de corte de la recta con el eje y. Si se
modifica m entonces se modifica la inclinacion de la recta, y si se modifica b,

entonces la linea se desplazaré hacia arriba o hacia abajo.

Ejercicios por resolver:

1.- f(x) = 2x+7

2.-f(xX) = - 4x+3

3.4f(x)= 2x+5+7x-3
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Ejemplos:

1.- Representar graficamente la funcién y = 2x

[T L]

Dando valores a “x” se obtienen una serie de valores correspondientes a “y

Parax=0 y =2(0) y = 0, el origen es un punto del gréafico
Parax=1 y=2(1) y=2
Parax =2 y =2(2) y=4
Parax=3 y=2(3) y=6
Parax =-1 y =2(-1) y=-2
Para x = -2 y =2(-2) y=4
Para x =-3 y = 2(-3) y=-6

Representando los valores de “x” como abscisas y los valores

correspondientes de “y

“y 0

como ordenadas, se obtiene la serie de puntos que

aparecen en el gréfico. La linea recta MN que pasa por el origen es el grafico

dey = 2x

Ay M

|
[
X

168



Instituto
Universitario

de Tecnologia

para la Informatica

2.- Representar graficamente la funcidbny =-2x + 5

Parax=0 y=-2(0)+5 y=5
Parax=1 y=-2(1)+5 y=3
Parax =2 y=-2(2)+5 y=1
Parax=3 y=-2(3)+5 y=-1
Parax=4 y=-2(4)+5 y=-3
Parax=5 y=-2(5+5 y=-5

Una vez que los valores se han tabulado, se procede a representarlos

graficamente.

¥
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Ejercicios por resolver:

Representar graficamente cada una de las siguientes funciones:

1-y=3x-2
2.-y=-2x+4
3.-y=-1/2x+3
4.-y=5x-3/4
5.-y=-2X-4
6.-y= %x
1.-y= xT%

8.- y — 5x—4

Funcién Cuadratica
Una funcién cuadrética es aquella que puede escribirse como una

ecuacion de la forma:
f(x)=ax?+bx +c¢

donde a, b y ¢ (llamados términos) son niumeros reales cualesquiera y a es
distinto de cero (puede ser mayor o0 menor que cero, pero no igual que cero).
El valor de b y de ¢ si puede ser cero.

En la ecuacién cuadratica cada uno de sus términos tiene un nombre.

170



Instituto
Universitario

de Tecnologia

para la Informatica

Asi,

ax? es el término cuadratico
bx es el término lineal

c es el término independiente

En la ecuacion de segundo grado o cuadrética si tiene todos los
términos se dice que es un ecuacién completa, si a la ecuacion le falta el

término lineal o el independiente se dice que la ecuacion es incompleta.

Si representamos "todos" los puntos (x,f(x)) de una funcién cuadrética,

obtenemos siempre una curva llamada parabola.

Y=x2+x+1

Y=-XZ+4x+5

/

Yy=x2/4 -2x +

Orientacién o concavidad

Una primera caracteristica es la orientaciéon o concavidad de la
parabola. Hablamos de parabola cOncava si sus ramas o brazos se orientan
hacia arriba y hablamos de parabola convexa si sus ramas o brazos se

orientan hacia abajo.

Esta distinta orientacién esta definida por el valor (el signo) que tenga

el término cuadratico (la ax?):
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Si a>0 (positivo) lapardbolaes concava o con puntas hacia arriba, como
en f(x) =2x?=-3x-5

Yy )= 2x"2.32.5

—=NWHB AW ®O

Si a < 0 (negativo) la pardbola es convexa o con puntas hacia abajo,

como en f(x) = =3x? + 2x + 3
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Ademas, cuanto mayor sea |a| (el valor absoluto de a), mas cerrada es

la parabola.
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Puntos de corte en el eje de las abscisas (Raices 0 soluciones) (eje de
las X)

Otra caracteristica o elemento fundamental para graficar una funcién
cuadrética la da el valor o los valores que adquiera X, los cuales deben

calcularse.

Ahora, para calcular las raices (soluciones) de cualquier funcion

cuadratica calculamos
f(x)=0.

Esto significa que las raices (soluciones) de una funcion cuadratica son
aguellos valores de x para los cuales la expresion vale 0; es decir, los

valores de x tales que y = 0; que es lo mismo que f(x) = 0.
Entonces hacemos
ax2+bx+c =0

Como la ecuacion ax? + bx +c = 0 posee un término de segundo grado, otro
de primer grado y un término constante, no podemos aplicar las propiedades

de las ecuaciones, entonces, para resolverla usamos la férmula:

y — -b +./b* - dac

Za

Entonces, las raices o soluciones de la ecuacién cuadratica nos indican los

puntos de interseccion de la parabola con el eje de las X (abscisas).
Respecto a esta interseccion, se pueden dar tres casos:
Que corte al eje X en dos puntos distintos

Que corte al eje X en un solo punto (es tangente al eje x)
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Que no corte al eje X
Ejemplo

Representa las siguientes funciones haciendo, en cada caso, una tabla de

valores como esta, y di cual es el vértice de cada parabola:

y=x*—2x-3

X y=x?—2x—-3
-2 5
-1 0
0 -3
1 -4
2 -3
3 0
Grafica
fi(x)
|
I 4
44l
|
T |
421
|
A
AVEEFRI
\T 1
l/
|
K
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Ejercicios por resolver:

Hallar el grafico de las siguientes funciones
xZ

1.- y = 7
2- y— x*=
3-y=x%— 3x

x2
4.-y=x+ >
5.-y= x*+ 2x
6.-y= —x?+ 2x+8
T-y=x2+4x+2
8-y= —x?—4x+5

Funcién Exponencial

[{peg i)

Sea “a@” un numero real positivo. La funcion que a cada numero real “x”
le hace corresponder la potencia a* se llama funcion exponencial de base a

y exponente X.

Como a* > 0 para todox € R, la funcién exponencial es una funcién
de R en R*.

En el siguiente teorema, se presentan las propiedades mas importantes

de la funcion exponencial.
2.1.1 Teorema (Leyes de los Exponentes)

Sean ay b reales positivos y x,y[1[] ,entonces:

1. a a¥=a™
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Ll

Cuandoa>1,six<y, entonces, @ <a” Es decir, cuando la base a es mayor
que 1, la funcién exponencial de base a es estrictamente creciente en su

dominio.

CuandoO<a<1,six<y,entonces, ¢’ <a”

Esto significa que la funcién exponencial de base a < 1 es estrictamente

decreciente en su dominio.

x

at =a’ S x=y
10. SiO< a < b, se tiene:
xel=a® «b”

xel=a" =b"
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Esta propiedad permite comparar funciones exponenciales de
diferentes bases.

11. Cualquiera que sea el nimero real positivo y° , existe un Gnico nimero real
x0 tal que a*° = y,.. Esta propiedad indica que la funcién exponencial es

sobreyectiva.

3 ” ““ ”

Cuando “x” e “y” son enteros, las propiedades enunciadas
anteriormente pueden demostrarse usando las definiciones y el teorema 1.
Para el caso en el cual x e y son racionales, la demostracion utiliza la definicion
y el teorema 2. Para el caso general, es decir, cuando x e y son reales, la

demostracion utiliza elementos del analisis real.
Grafica de la funcion exponencial

En primer lugar, en las figuras 1 y 2, aparecen las graficas de algunas

funciones exponenciales de base a > 1 (fig. 1) y de base a < 1 (fig. 2).
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y = (le)*

Noétese que cuando la base a es mayor que 1, la funcién exponencial
y = a* (fig.1) no esta acotada superiormente. Es decir, a* crece sin limite al
aumentar la variable x. Ademas, ésta funcion tiene al cero como extremo
inferior. Esto es, a* tiende a cero (0), cuando x toma valores grandes pero

negativos.

Igualmente, cuando la base a < 1, la funcion exponencial y = a* (fig.2)
no esta acotada superiormente, pero su comportamiento para valores grandes
de x, en valor absoluto, es diferente. Asi, a* crece sin limite, al tomar x valores
grandes, pero negativos y a* tiende a cero, cuando la variable x toma valores

grandes positivos.

El hecho de ser la funcién exponencial a* con a > 1, estrictamente
creciente (estrictamente decreciente cuando 0 < a < 1), significa que la funcion
exponencial es inyectiva en su dominio. Este hecho y la continuidad de la
funcién son las condiciones que se exigen para garantizar la existencia de la

funcién inversa (funcién logaritmica).
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Observacion.

Cuando a = e ,donde e es el numero irracional cuya representacion decimal

con sus primeras cifras decimales, es e = 2.7182818284....,]a funcion
exponencial " ,se llama: funcién exponencial de base ey, frecuentemente,

se denota por Exp(x )= " .
Ejemplo
1.- Graficary = 2*

Para realizar el gréfico de la funcion exponencial, se elabora un cuadro que

permita tabular o calcular f(x) a partir de x.

Por ejemplo para graficar la funcién del ejemplo anterior:

)

x =] fo=z
-3 18
-2 1/4
-1 12 d

JERE 12 T
1] 1
1
2 4

Grrafica de 1a Funcidn Exponetcial

Ejercicios por resolver:

Graficar las siguientes funciones:

l-y=2*+3
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1X
3-y= (;) + 3
4-y=2"+1
5-y=242

Funcién Logaritmica:

Una funcién logaritmica es aquella que genéricamente se expresa
como f (X) == logax, siendo a la base de esta funcién, que ha de ser positiva y
distinta de 1.

La funcion logaritmica es la inversa de la funcién exponencial dado que:

logax =b - a=x.

La notacion loga x = b se lee “el logaritmo de x en la base a es b”.

a=1 y & | v=p 0<a<1

Representacion grafica de funciones logaritmicas y de sus inversas

(exponenciales).
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El dominio de una funcién logaritmo es el conjunto de todos los
nameros reales positivos y el recorrido el conjunto de todos los numeros

reales.

Propiedades de la funcion logaritmica

Las propiedades generales de la funcidn logaritmica se deducen a partir de las

de su inversa, la funcién exponencial. Asi, se tiene que:

o Lafuncidén logaritmica sélo existe para valores de x positivos, sin incluir
el cero. Por tanto, su dominio es el intervalo (0,+0J).

o Las imagenes obtenidas de la aplicacion de una funcion logaritmica
corresponden a cualquier elemento del conjunto de los nimeros reales,
luego el recorrido de esta funcion es R.

e« Enelpunto x =1, la funcién logaritmica se anula, ya que loga 1 =0, en
cualquier base.

« Lafuncidn logaritmica de la base es siempre igual a 1.

« Finalmente, la funcién logaritmica es continua, y es creciente para a >

1y decreciente para a < 1.

Los logaritmos mantienen ciertas identidades aritméticas muy utiles a la hora

de realizar célculos:

o El logaritmo de un producto es igual a la suma de los logaritmos de los

factores.

log,(xy) = logs(x) + logy(y)

o Ellogaritmo de un cociente es igual al logaritmo del numerador menos

el logaritmo del denominador.
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log,, G) = log,(z) — log,(y)

o El logaritmo de una potencia es igual al producto entre el exponente y

el logaritmo de la base de la potencia.

log,(z¥) = ylog,(x)

« Ellogaritmo de una raiz es igual al producto entre la inversa del indice

y el logaritmo del radicando.

log, ()
lﬂgb(%) -
Y
En realidad, la tercera y cuarta identidad son equivalentes, sin mas que hacer:
1
V= xv
Ejemplo

1.- ¢ A qué exponente hay que elevar la base 5 para obtener 25? Al exponente
2, ya que 52 = 25. Se dice que “el logaritmo de 25 en la base 5 es 2”.
Simbdlicamente se expresa de la forma logs 25 = 2. De manera que, logs 25

= 2 es equivalente a 52 = 25.

También podemos decir que 23 = 8 es equivalente a log2 8 = 3.
2.- Despejar las incognitas:

a.-log,8 =y estoesequivalentea2yY =8 -y =3
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b.- log,25 = 2 esto es equivalente a b> =25 - b =5

3.- Aplicar las leyes de los logaritmos para evaluar

log,80 —log 25
Usando la ley log, f = log, x — log, y, tenemos que
80
log,80 —log 25 = log,80 — log,5 = log2? = log, 16 =4

porque 24 =16

Ejercicios por resolver:

1.-Expresa los siguientes logaritmos en forma exponencial:

1log,27 =3

1
2)l0g, 6 ==
) g36 2

3) Ioga(%) =-2

2.-Expresa de la forma exponencial a la forma logaritmica:

1)81=9°
1

2)==3"
)3

1

3)1002 =10
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3.- Expresa de la forma exponencial a la forma logaritmica:

1)64 = 4°
2)2=3/8

3)i =47
16

4.- Halla el valor de x silogsz 9 = x.
Halla el valor de b si logh 8 = 3.

Halla el valor de y silogzy = 7.

5.- Usa las propiedades para escribir cada expresion como un solo logaritmo:
logz (x) + log 3 (6) =

logz (24) - logz (4) =
logio (X - 1) + logio (3) - 3 logio (X) =
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