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5 Capitulo1 La Integral Indefinida

JOHANN BERNOULLI
(1.667 — 1.748)

Johann Bernoulli naci en Basilen, Suiza, en 1.667. Estudic medicina en Ig
universidad de Basilea, donde se gradud en 1.794, con una tesis donde aplica la
matematica a los movimientos musculares. Fue el tronco principal de una familia,
tinica en la historia, que ha producido eminentes mateniiticos durante el siglo XVIII.
Por lo menos 9 miembros de esta familia, repartidos en tres generaciones, fueron
matematicos de primera linea. En In primera generacion se encuentran Johann I (del
cual nos estantos ocupando) y sus hermanos Jacob I y Nicolaus I. En Ia segunda
generacion tenemos a  Nicolaus I, hijo de Nicolaus I; a Nicolaus III, Daniel
Johann 11, hijos de Johann I. En Ia tercerq generacion se cuentan Johann II1 y Jacob
II, hijos de Johann II. El gran Leonardo Euler fue anigo de infancia de Daniel.

Ambos recibieron lecciones de matemdticas de Johann I, quien también fue maestro
de Guillaume G. A. de L'Héspital.

ACONTECIMIENTOS PARALELOS

Durante la vida de Johann Bernoulli, en América y en el mundo sucedieron los

Stguientes hechos notables, Ey 1.661, el rey francés Luis X1V inicia la construccion del
palfzczo de V.er'snlles, a donde se muda con su corte en 1.682. En este mismo ano, el
cuaquero William Penn Sunda la ciudad de Filadelfia. En 1.687, Isaac Newton publico

una de las obras cientificas mds grandes producidas por la humanidad “Principios

Mafem_dticos de Ia }-‘ilosofia Natural”, Pocos ajios antes, Newton y Leibniz ya
habian u.zventado el Cilculo, Ey, 1.701 se Sunda la Universidad de Yale, en New Haven,
Connecticut, En 1.705, 056-1.742) di6 a conocer el famoso

' U nombre. En 1.714 el fisico holandés Gabriel Daniel Falirenheit
(1.686-1.736) inventg ] termometro de mercyrio.

|
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Capitulo1 La Integral Indefinida 3

SECCION 1. 1 /
Q LA ANIIDERIVADA

Iniciamos esta seccion haciedo una breve introduccién al concepto de diferencial.

Este tema es tratado en formna mas extensa en nuestro texto de Caculo Diferencial,
con el cual el lector debe estar familiarizado.

Sea y =j{x) una funcién diferenciable. Segiin la notacién de Leibnitz, el simbolo

dy : ‘ . .
—a’% representa a la derivada de y respecto a x. El concepto de diferencial ‘da

significado propio tanto a dx como a dy en tal forma que Z—y puede ser vista como
» -

un cociente de dy sobre dx.
Si Ax es cualquier incremento de x, entonces
Ay = flx+Ax) —flx)

es el correspondiente incremento de y. Sabemos que L1m = f'(x).
: Ax—0 Ax

o i Ay .
Luego, si Ax es pequefio, la razén incremental e es una ‘aproximacion a la

A ' .
derivada f'(x) . Este hecho lo expresamos asi -A—i-z J'(x) . De aqui obtenemos:

Ay~ f'(x) Ax (1)

Esta expresion nos dice que cuando Ax es pequefio, la expresion f'(x)Ax esta
proximo al incremento de Ay. Por este motivo es conveniente fijar la atencién en
esta expresion. A continuacion le damos un nombre y nos ocupamos de ella.

[DEFINICION .| Sea y =/{x) una funcion diferenciable y Ax un incremento de
x. Llamaremos diferencial de y, que se denota con dy 6 df, a

dy =f'(x) Ax

Notar que dy es funcion de dos variables, x y Ax.

UZJEMPLO 1.] Siy=x - 2x* +x+3, hallar
a. dy b. Evaluardy cuandox=2 y Ax=0,03

Solucion

o dyg _‘1’_(,9 ~2x% + x+3)Ax = (357 dx + 1)Ax
ax

b. Cuando x=2 y Ax=0,03, se tiene
dy=[32)(2 -4@2)+1]0,03 = 0,15
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: ey, de iy o
Si y=x entonces, dy = dx. Ademas, dy = EAx =1-Ax = Ax .Luego,

dx = Ar . .
Esta igualdad nos dice que la diferencial de la variable independiente es igual al °

incremento. Gracias a este resultado casi siempre usaremos dx en lugar de Ax. Asi,
la expresidn para la diferencial de y j(x) se escribe ast:

dy=f'(x)dx
: dy
En esta nueva expresion si dx # 0 dividimos entre dx para obtener e f(x).

Esto nos dice que el simbolo %y;, que es derivada de y respecto a x, se le puede
Pelar

pensar también como el cociente de la diferencial dy entre la diferencial dx.

|EJEMPLO 2.] La diferencialde y= +/x + | es /

b= LT Jam e

dx 2 x+1 24 x+1

[TEOREMA 1.1] Sean u y v funciones diferenciables de
entonces

1. de=0
3. dutvy=du + dv

X Sl ¢ una constante,

2. d(cu)=c du
4. dwv) = udv+vdu

5. d(ﬁ)= Y o=y 6 du” e rotm 14
14

> s du = pu" gy
v

Demostracién

Cada una de estas igualdades viene de las correspondientes formulas de
derivacién, Aqui probaremos sélo (4), dejando las otras como ejercicio.

4. Sabemos por definicién que:

l
du = ﬂ(Ix y dv = ﬂ’_ cbe
dx

dv  du
p —(uv)= ek e

Luego,
duv) = -(uv)(lx ( dv du

dv du
U— + v—o dx: ity it
dx dx) "dxdx'*'vdxdx udv+vdy
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Capitulo1 La Integral Indefinida 5

ANTIDERIVADA

La operacién inversa de la derivacion se llama integracién. Mediante la
integracion encontraremos la funcién cuya derivada es dada. La funcién que se
encuentra se llama antiderivada o - integral indefinida.

Durante el resto de curso nos ocuparemos de las integrales y sus aplicaciones Por
esta razon, a esta parte de la materia, se la llama Calculo Integral.

|DEFINICION. | Una funcién F es una antfderivada o una primitiva de la
" funcién f enunintervalo I si F'(x)=f{x), Vxel

@JEMPLO 3; ] Las funciones siguientes son antiderivadas de fix) = 3x%:
Fo)=x+1 y Gx)=x -5

En efecto:
F'a)=3x240 =3x2 = flx) y G'()=3x"-0=3x"=f)
Observar que si C es una constante cualquiera, entonces H(x) = x> + C esuna

antiderivada de f{x) = 3x*, yaque
H'(x) =3x+0=3x" = ix)

El siguiente teorema nos dice que cualquier antiderivada se obtiene sumando una
constante a una antiderivada conocida.

[EORE'MA 1.2] Forma General de la Antiderivada,
' Si F es una antiderivada de f en el intervalo I, entonces
G es una antiderivada de fen I & 3 C, constante, tal que
Gix)=F(x)+ C, Vxel
Demostracion

(=) Sea H(x) = G(x) - F(x). Tenemos que:
H'(\)=G'(x)-F'(x)=Ax)-fx)=0, Vxel

Sabemos que si la derivada de una funcién es idénticamente 0 en un intervalo,
entonces la funcion es una funcién constante. Esto es, existe una constante C tal que

Hx)=C, Vxel
Luego,
G(x)-F(x)=C, Vxel = GKx)=Fx)+C, Vxel

(&) G)=FX)+C, Vxel = G'() = (Fx)+C) =F'(x)=fx).

Luego, G es una antiderivada de fen I.
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6 Capitulo1 La Integral Indefinida

NOTACION PARA LA ANTIDERIVADA

El teorema anterior nos dice lo siguiente:

L. Si una funcién ftiene una antiderivada, entonces tiene una familia muy numerosa
de ellas.

2, Si F es una antiderivada conocida de /, entonces cualquier otro miembro de la

familia de antiderivadas de f* se obtiene a partir de " agregandole una constante
adecuada, F(x)+ C.

A la familia F(x) + C de antiderivadas de S la llamaremos la allltiderivada
general de f o integral indefinida de la funcion £, y la denotaremos asi:

J.f(x) dx .

Estoes, si F esuna antiderivada de fen un intervalo I, entonces

J'f(x) dx = F(x) + C, donde C es una constante. (1)

El simbolo J. es llamado simbolo de la integral. Este simbolo se obtuvo

alargando la letra S. Esto es debido a

que, como veremos mas adelante, la integral
esta emparentada con la suma.

En J. f&)dx s la funcién fes el integrando. El simbolo dx se usa para indicar

que x es la variable de integracién. Esta variable

puede cambiarse por cualquier
otra. Asi, la expresion (1) se escribe también del mod

0 siguiente:

J'f(t) dt=F)+C ¢ - If(u) du=F@u)+C

La integracion es el proceso de hallar Ia inte

gral indefinida o sea la antiderivada
general. De la discusién anterior obtenemos:

1 _
@) - If(x) de=fix) (3 If(x) dv = F(x)+C < F'(x)=flv)

El simbolo dx que acompaiia al integr
diferencial de x. Esto no €S una coincidenc
términos de diferenciales. En efecto, se tie

ando lo podemos interepretar también la

ia. La expresion (1) puede interpretarse en
ne que:

dF =F'(x) dx = Jx) dx
Luego, (1) puede escribirse asi:

J.dF = Fx)+C (4
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Capitulo1 La Integral Indefinida

|EJEMI’LO 4.| Hallar J‘Zx dx

Solucion

La funcién F(x) =x? es una antiderivada de 2x, ya que F'(x) = 2x. Luego,

J-Zx dx =x*+C

SIGNIFICADQ DE LA CONSTANTE C

La integral indefinida representa a toda la familia de las antiderivadas del

integrando. Cada valor que asignemos a la constante de integracion, nos proporciona
un miembro de la familia.

Y c=2
Geométricamente esta familia esta representada por

un conjunto de curvas paralelas obtenidas por traslacién =
vertical del grafico de una de las antiderivadas. .
\\'] //e--
X

En la figura siguiente se han graficado algunos Y j/
miembros de la familia y =x*+ C, que es la integral (1.-0
indefinida del ejemplo anterior.

-2
y=x+C

|[EJEMPLO 5.| Hallar una funcién G cuya tangente tenga como pendiente 2x
para cada x, y que su grafico pase por el punto (1, -1).

Solucién
La pendiente de G estd dada por su derivada. Luego, se debe cumplir que
G'(x)=2x
Esto nos dice que G es una antiderivada de 2x. Por el ejemplo anterior sabemos
que G(x) =x2+ C. Como lagrificade G pasapor (1,-1), debemos tener:
-1 =G6()=1 +C
Luego £ C=-2 Yy G(X) =x'-2

La grafica de esta funcién aparece en la figura I\llt?l‘lOl‘.

LINEALIDAD DE LA INTEGRAL INDEFINIDA

@REMA I.SJ Si a es una constante, entonces
i} J‘af(x)d\- =a J.f(.\‘) dx

2. I[ fx) £ g(x)] dx= J-_/'(x) dx * Ig(x) dx

Demostracién
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| 1. -‘%—( J-f(x)dx)= a—[ J‘f(x)dx)— af(x)

ﬁ_[ J.f('\) dx + J'g(,\) dx} = — J.f(x) dx £ — J.g(x) dx = flx) £ g(x)
dx

Presentamos el pimer grupo bésico de integrales indefinidas. Las dos primeras
férmulas fueron probadas en el teorema anterior., La validez de estas integrales
descaza en la formula de la derivada dada a la derecha

INTGRALES BASICAS TABLA I.
1. jaf(vc)dr = a‘[f(x)dx: b

I[f(x)’fg(x)]rbc If(x)dx e _[g(x)dx*-“

INTEGRAL DERIVADA
N [P A A cl=0
3 I ! _ i i du[ ] |
4. ldu=u+cC | ,_ ul =1
B, u" du = ‘Lu”“-i‘-cl‘," n‘.;é -1 i ;La"+"1 ="
n+1 - ; du{n+1 '
du | |
6. —=In|u|+C ‘ In | u = —
I" ] : IR du[ I |:|
% Ie"du =e*+C N _d_[e":l oL ¥
' R - . du ‘
8. |ad"du= —l—a*'+(j 4 _l_au = gt
Ina ! : du|lna

-3

b.

senudx =—cosy+C a

~ oS u] =sen u
du

cosudu=senu+C [sen ll] =cosu
du

i [tan u] = sec’u

11. j‘ec udu=tanx +C

2
cosec’u du=—coty +C —d—[— cot u] = cosec’n
. dx
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Capftulo1 La Integral Indefinida 9

13. Iscc utanudu=secun +C [—I-[sec u] =secu tan u
du
14. |cosec u cot u du = g
udu =-cosecu +C T[_ cosec u| = cosec u cot u
u

|EJEMPLO 6] De acuedo a la formula 5 (regla de la potencia) con u=x6 u =1+

™ i

4 - 1 4| , x5 !
a. .l (il Z-—]x + C ?'*‘ C (n=4)
b .idt =Jt'3dz =#t‘3‘“’+(_7=fi+c— : =
Jr 341 2 2 (7=
c | de= |x V2= ] 12 + 1 1/2
NP x mrwk +C=2x"?+C=2Jx+C (n=-112)

|[EJEMPLO 7.]

]
a. J-3x2dx = BJ-xzdx=3(§x3+C,J=x3+3Cl =x +C. porl, 5y C=3C

b. jSe"dx =8J.e“dx =8(e"f+C,)=8:s3"+8C'l =8¢"+C. porl, 7y C=8C

5 ] :
c. J.;dxz SI;(u=5(ln|x|+C, );=5|n|x|+5C1= SIn|x[+C.porl, 6, C=5C

[EJEMPLO 8. | j.(—-——z’} 1(3:""—2’)dr=3J.:“'“m- Iz‘dr por 1y?2

t"|/4 + 1 2!
= - —t G,
a4 O Tmete OIS
4 1/4
3—’ - m— C + b
3 In 1+ G
—* G C=C .G

Se demuestra facilmente por induccion, que la formula 2 es valida para cuaquier
numero n 2 2 de sumandos,
Escaneado con CamScanner



10 Capitulo 1 La Integral Indefinida

FJEMPLO V]

j‘?\.\'—:} dh = .[Lx: -4 +i,— )d\' = Irzfl\' - 4I(lt + 4'[.\"2(1\‘
» o AN

R -2+ |
+C -4+ Gy 4(" +ch

X

241 =241

= — + Cl ‘4(."*‘ C:) +4(—1+C3]
X

=L .x-2ic (020 -4+40)

'NOTA. l De aqui en adelante sélo escribiremos la constante C mas general y no
las parciales C,, G, , etc.

'EJEMPLO 10.] Hallar J-i‘ii dx
X

5

Solucion

El integrando es una funcion racional impropia. Para casos como este, antes de
mtegrar se divide el numerador entre el denominador.

If—;';t?—dr = "‘(\——+—J dx —dex J‘ dx +4I 2dx
X"

S TTIDE. PN A NS
-1 2 X

MI"‘N

'EJEMPLO 11.| Hallar '[(tan u — cot u)2 du

Solucion

I(tan u — cot u)2 du = ]‘(tanzu - 2tanwu cotu + cotzu) du

= J.((seczu - 1) -2+ (cosec’n - 1)) du

I(seczul -4 + coseczu) du

= ISCCZII du - .[4 du + jcoseczu du

tanu — cotu -4u + C
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2 L '=4.Sn—2X+Cz Yy
y=10""-2 = y= I(IO.\ 2) dx=4x

yD)=-1 = 4(1)*-2(1)+C;=-1 =>C,=-3

S Al
Lacurva buscadaes y=4x"" -2x -3

En economia, la palabra marginal es usada para rfafe;lrs;'a ;a derivada. Asi, s
R(x) es la funcién ingreso, el ingreso marginal es su derivada R'(x).

lﬂ{OBLEMATI Elingreso marginal de una compaiifa es R'(x) =18 - 0,02x
a. Hallar la funcién ingreso.

b. Hallar la eéuacic’m de demanda del

producto que vende la
compaiiia,

Solucién

a. Tenemos que:

precio del mismo,

N que relaciona la cantidad demandada x
1. Funcién demanda: x = D(p)

Puede venir en dos formas:

2. Funcién precio: p = flx)
Si el precio de cada unidad €S p, entonces el ingreso es R(x) = px.
En nuestro caso tenemos que:

18x=-0,01x"=px = (18- 0.0l =px = 18- 001, =p
En consecuencia, la ecuacién de demanda es

P=18- 0,01x

PROBLEMAS PROPUESTOS 1.1

En los problemas del 1 al 34 hallar 1q jpy

egral indefinidq indicada,
1. |S5dx Rpta. 5x+ C - 2. |x®dx Rpta. %x9+ Ceii
o : l o 3
3. I3xYadx Rpta. -—+ C 4. Wiar Rpta. %14/ '+C
s X
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S. J.z In2d:z Rpra. il
2

e ".(4:15 —5114) du
8. (r - .'2)2 dr

9. .(uz+3u+5) du
10. .(1+3.+\ +Xx )d

11. ‘(l+i+\/—) dz

12. (). +3)(x—1) dx
- 2
13. (t+-:-) dt

18 3
14. (——x) dx
X

15. .(x2/3 ~Jx )dx

16. |Vx ( X —2x)dr

17. JI‘E"L?L;JZ‘A

g, (=2

1+ x :
19. dx
Ji. x

20.

dx

THE e, | =

_\’2

Rpta. —;—uﬁ ~u’+C

3

Rp1a. . +C

Rpta. %—2:‘3 +4r+C

1

]

1
Rpta. x+ 5.1'2 + :.r3+ —x*+C

Rpta. ln|z|—2+

S

IJ

UJ

3/2

-TC

Rpta. %.1'3 +x'=-3x+C

Rpta. %t3 + 2t —-l-+ C

t

Rpta. ——17— An|x|+=x° —l.\"‘+ C
2 +

ix"

2
Rpta. =x*"-
5

Rpra. ‘ .\'7 -
7

1,
Rpta. 5\ t22xtIn|x|+C

Rpta, x =1In|x|+2x

-1, C

Rpta. - L +2n|x|+x+C
X

Rpta. ex+ C
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18 Capftulo1 La Integral Indefinida
a. Hallar la funcion costo. b. Hallar los costos fijos. :

Rpta. a. C'(x)=32x - 0,01x% + 0,003 x° +11.900 b. 11.900

En los problemas 50 y 51 se da el ingreso marginal R'(x). Hallar la ecuacigy,
de la demanda. Sugerencia: Ver el problema resuelto 4.

50. R'(x) = 16-:;i Rpta. p=16-0,1x

51.R'(x) =15 - 0,04x - 0,006x> Rpta. p=15-0,02x ~0,002x

Existen métodos, llamados técnicas de integracion, que nos permiten reducir
ciertas integrales a otras ya conocidas. Entre estas técnicas tenemos a la integracion

por sustitucion y la integracion por partes. De la primera nos ocuparemos en esta
seccion, y en la seccidn siguiente trataremos la otra. '

La técnica de- integracién por sustitucién

no es otra cosa que la aplicacién de Ia
regla de la cadena al calculo de integrales. -

[TEOREMA 1.4] Integracién por Sustitucién o de cabio de variable

Si F es una antiderivada de f y u=

g(x) es diferenciable,
entonces

If(g(x)) ') dx =F(g(x))+C

Demostracién

Debemos probar que
regla de la cadena se tiene:

f(g(x)) es una antiderivada de f{g(x))g'(x). Usando la

{
—Fg) = F'(509) () = flgte ')

IQBSERVACION.—I La conclusién de] teorema anterior también puede verse en
términos de diferenciales, del modo siguiente:

Si u=g(x), entonces du = g'(x)dx, Luego ’

J.f(g(x)) g(x) dx = jf(u) du = Fu)+C = Flg(x)) +C | ;
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En la practica, este tltimo punto de vista es ¢l que més usaremos. Ahora veamos

este teorema nos permite hacer un uso mucho mis amplio de la tabla de integrales
anterior de la seccién 1.

LEJEMPLO 1.] Hallar I3x2(.:3+])5(1x
Solucion

Sea u= x’ +1. Se tiene que du= 3x%dx . Luego

J‘3x2(.‘3+ 1Y dx = J}ﬁ +1)°(3x2dx)

|[EJEMPLO 2.] Hallar I Jax=3 dx

Solucion

Sea u=4x-3. Setiene que du=4 dx y, de donde, dx= %du . Luego,

J" 4x-3 dx = j( 4x - 3)1/2dx = J'ullz [%duj = —1- jlllfzdll

4

172 +1

! + C= lu3/2+C=i(4.‘<—3)3/2+ C.
4 1/2 + 1 0. 6
[EJEMPLO 3.] Hallar: a. J. L b. J.'°g5"' dx
X X

Solucién

. dx
2. Sea u=Inx, Setiene que du= —, Luego
X

’ 2 2.
—IE'—r(Ix = jlnx(gi] = judu =Ly C = -lﬂ—l + C
X X 2 2

In x
b. Sabemos que log,x = T Luego,
n

2
logsx dr = I Inx de = I [ In“x +
X In5 X In5{ 2
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20 Capitulo1 La Integral Indefinida

2., p L
- ln X + Cl & |I1 X " C (C=C|/ln5)
2In5 In$§ 2Ins

dt
tint

[EJEMPLO 4.] Hallar j

Solucion

Sea u=Inr. Setiene que du= %dt. Luego

j dt = L _1.dt = ldu =ln|ul+C’=1nl1nt|+C-
tInt Int\ ¢ . u

[EJEMPLO 5.] Hallar J‘z%/ 1-z dz

Solucion

Sea u=1 -z Setiene que =z =1 -u y dz = —du. Luego,

Izzx/ l-z dz = I(l—u)z u’? (- du) =~ J.(l—2u+u2)ul/2du

=- J'( u’? =207 + u5/2) du

= - Iul/z du + 2 J‘uyz du - j'us/z du }

'
|
|
1

B e .

3/2 5/2 1/2
=-2 _ 4ol ¥ ¢
L 3/2 "s/2 172 |
i 2 . 4 5 12 |
= —-—u'" +—-u u'w + @ P
5 |
_ _%(1_ )3/2 " 4(1_2)5/2 2(1 )7/2 +C

3 :
[EJEMPLO 6.| Hallar j(yz —1) eV "W+l gy

| Solucion '
' Sea u= y’-3y +1. Setiene que du = (3) -3)dy = 3% - 1)dy

k Luego, multiplicando y dividiendo entre 3,
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Capitulo1 La Integral Indefinida 21

e ———— T —————

[EJEMPLO 7.] Hallar I S T
I-v (v-1y
Solucion

Sea u=1-v. Entonces du=—dv y

1 1 1 1 1 1
- ladv = - _ | —
J-(l—v (m)’] ’ .Il-v —(I-v)3]dv ) 1-v+(l—v)3}dv

(1.1 d
- I —+—3J(—-du) -- 1= - J‘L}du
\U u u u

I .
=—ln|u|+—2+ C==In|1-v|+ 1 + C
2u 2(1-v)>
25> +5x* -3x-5
|EJEMPLO 8. Hallar P dx
x—

Solucion

El integrando es una funcién racional impropia, ya que el grado del nurmerador es
3 y el denominador es 1. En este caso, primero efectuamos la division del numerador
entre el denominador: ‘

25> +5x2 =3x-5 2
= x°+ 3x -
2% -1 2x -1
Luego,
3 2 _ ¥
2x” +5x° -3x-5 dx = (x2+3x _ 3 )d\f
2x—'l o 2x -1

] 2x -1

X 3, dx
— + =x“-5
2x -1
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2 Capftulo1 La Integral Indefinida

]
J-mn“u du = Emnzu - J‘lan u du

= %mn’u =In|secu| +C

2. Aplicando la formula 23 paran =4 y luego para n = 2:

J-cot"u du = —%cotJu - jcotzu du = —%coﬁu - ‘:" cot u— Id“ ]

1
=- gcotJu +cotu+ .[du

1
=—§cot3u + cotu + u+C

PROBLEMAS RESUELTOS 1.2

2 ‘ '
[PROBLEMA 1.| Hallar a. j ydy =t 4 b. jserﬁxdx
: J1-y
Solucién

a. Sea u= »*. FEntonces du= 3y? dy. Luego,

Iyzdy I 3y2dy =_
\/1 y ’ 2 \/1 ~ 12

= Ssen u+C=-§—sen )+ C.

b. Sea u=cosx. Entonces dy = — sen x dx. Luego,

J.sen:’x dx = J.senzx senx dy= — I(l —cos’x)(-sen x dx)
e J‘(l—uz)du=- jdu + ‘[uzdu=-u + -;-143 +C

_ |
=-cosx + gcossx + C

PROBLEMA 2.] Hallar J.de
(l+x4 )3/2
Solucién
M - Escaneado con CamScanner
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Capitulo1 La Integral Indefinida

Sea u=1+,4

¥
J-\‘_" —dx = X (4X dx) (u—l)du
(l+x4) /2 4 3/2

(

. Tenemos que du= 4x3dx y

27

=y, Luego,

3/2

]
= - J‘(u"/2 —u"m) du = Ll J.u"/zdu i J'u'mdu
4 4 4
2 =
= Zuvz e —2-"_]/2 + C =l 1.1{..x4 +—-l—-—- +C
2 2V 1+ x4

[PROBLEMA 3.] Hallar a. .[cosxe““xdx

Solucion

“'tan"lydy
b. —
1+y

Cuando el cambio de variable se ve con claridad, procederemos directamente, sin

enunciar explicitamente tal cambio.

a. J'cosx My = Iese”x(cosx dx) = '[e"

= ¢ +(C= ST 4 C

b. Sea u=tan"'y . Entonces du=

1+y
J'tan"y dy _ Itan"'y dy
]-4-)/2 l+y2

du (u=senx)

. Luego,

1

- %uz +C= E(tan"_y)Z +C,

= 'J-u du
ROBLEMA 4.| Hallar
[PR AL l J:/ dx-1 +3°

Solucion

] ]
Sea u=+ 4x-1 + 3. Entonces x = Z(u—3)2+z

Luego,

J’\/__ J'(1/2)(u—3) d _
4x-1+ 3 “

y dv =%(u -3) du.

1 JM@& 1 J’(I_i)du
2] u 2 u
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' Para la segunda integral hacemos v =, — 2. Entoncesdv = d- y

28 Capftulo1 La Integral Indefinida

.
]
. :
a
i k7
s 558
RS
oy

%(J—ﬁ +13) _§In|m+3| ¥ C

|
i ;
[PROBLEMA 5| Hallar |- & :
-Jx
Solucidén
Sea u=1-x.Entonces x = (1-u)*y dv=-2(1 - u) du. Luego,
~u)? 33 +4u-2
jid\' = flM(-Z(l—u)du) =2ju du
1-x ‘

u u

u

= 2Ku2—3u+4—‘2) du = §u3 —3u2+8u—4 ln' u l +C

ulN

==(1- J_)—3(1 J_) (1—\/;)—4ln|1—\/—;|+c

Y )

oy X —x—4\/——'4lnll—\/;.|+c

Il o\
[PROBLEMA 6.] Hallar jz\“ dz

2 -4z+48
Solucién

Si u= z* - 4z+ 8. Entonces dy = (2z-4) dz.
Transformamos el numerador del integrando hasta obtener dy = (2z - 4)d:

1 o
J‘2z+ 4 = L 22(z+1) i
z°-4z+8 2 Jz*-4z+3

-1 (22+2) 6+6 & (2z-4)+6 &
2) 22 —4z+8 2 22 -4z+8
1 2z-4
2 Jzt-4z48 2 Jz2-4z+8
(2z-4) dz +3 dz

2 )22 -4z48 22— 4748

En la primera integral, hemos trabajado para obtener:

(2z-4) dz du 1

- 1
ol e ] O LTSRS E S
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Capftulo 1 La Integral Indefinida 29

- d: : ' ]
JJ.—T___ =3 I_‘—i,__ - 3 2(1‘ Y glﬂnﬁl(‘—) + C:
z*-4z+8 (z-2)" +2° vi42r 2 2

2-2
= -:it;m" (-——" |1+ G
2 2

Por 1iltimo, sumando los dos resultados:

|

[PROBLEMA 7. Hallar Iieng— d6
9+cos“d
Solucion

Sea u =cos 6. Entonces du=-sen 8 df

sen & sen 6 dé —du
e o0 = f5—— = 3
9+ cos“@ 3° +cos°@ 324l

= —ltan—l (H_)_*_ C =l-tan'| (cos() +C
3 3 3 3

[PROBLEMA 8.| Hallar J42"3*dx

Solucidén

Sea u =2 - 3x. Entonces du = -3dx. Luego,

J'42—3xdx = 313_.[42—3.\‘(_3(&) = ___13_ j4lldu

u 2 = 3x
SO, LIPW, .. + C
3In4 3In4
|[PROBLEMA 9.] Hallar j LEY'S
secy—|

Solucion

Multiplicamos y dividimos por sec x + 1:

1 secx+1 secx + 1
I dx = dx = |——— dx
sec x -1 secx—1 secx+] sec’x - |
secx + |
= J‘_—{_ dx = J.colzx (secx+1) dx
tan“x
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30 Capitulo 1 La Integral Indefinida

cot®x sec x dv + J‘cot’x dx

I

- 2.
= cosz.\ ! (i\'+j(coscc2x—l)(ir

Jsen‘x coswx

o
= |sen~*x cosx dx + jcoseczx dx - J.(lx

= |sen2x d(senx) + choseczx dx — |dx

1
—-senx

—cotx—x+C = —cosecx —cotx -x+C

In (In x) dx
xInx

|PROBLEMA 10.| Hallar j

Solucion

de 1
Sea u = Inx. Entonces du = — . Luego,

X
In(Inx)dx _ [ In (In x) dx _ J' Inu i
xInx J Inx «x u

> in
= {lnu ﬂ_ = J‘W.IdW (W= In ll)

u

=_l.\v2 +C= %lnzu +C =%[]n (lnx)]2+ C

2

dx
.| Hall
IFROBLEMA “J anar _[ sen 2x In (tan x)

Solucion

Sea u = In (tanx). Entonces tanx=¢" = secx dx=e'du =

= senx
" du= cos’x tan x du = cos’x du=senxcosx du

sec x Cos X

dx =

-

-;— sen 2x du. Luego, |

J’ dx _1 J‘ sen2xdu ] de 1 [du :
sen2xIn(tanx) 2 Jsen2xIn (tan x) 2 2 )

In(tanx) 2 J u

I 1
5'“|1‘|+C=Elnlln(tanx)|+c
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Capitulo1 La Integral Indefinida 31

PROBLEMA 12.] Hallar a. I+—dr b. I;zdr
X{x +1) x(_r6+])

Solucion

a. En el numerador sumamos y restamos x° , separamos en dos integrales y
simplificamos:

1 &5+ 1)=x® (x + 1)
—_—dx= —
.'-.r(x6+l) .r(x6+1) il r +1 = I .r 4-1

5
J‘ dx - J. =In | xI——IGxdr
+l x +1

=lnlx|‘glnlx6+1|+c (u=x°+1)
b. J‘;"* 6o +n-x° J'("°—+‘)¢_j__"6_¢
(x +1) (x +1)2 x(x6+l)2 x(x6+1)2
_ I;dx_ I—‘i"
x(x6 +1) (x6 +1)2

=ln]x|——é—ln|x6+l|+% 1

+C

xS +1

PROBLEMAS PROPUESTOS 1.2

En los problemas del I al 81 hallar la integral indicada

1. (zx_s)sdx Rpta.-l%(2x—-5)9+C
2. \Wax-1ax Rpta %(4.\*—])3'2+C
- - Rpta L(s-20y"+C
(5-21) 2
| dt 2
4, |—= Rpta -=5-3t +C
IJS - 3t 3
dy » 1
5. |—2X— Rpta —=1In|1-3y|+C
L_By | pla -2 In|1-3y|
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

2 J- { In(t2 +2) B

23.

Y 3x-1 dx

[ x dx
JVx+3

AN 2-12

]

Vv Inx I

x
f —4d
x(1+Inx)

§* 52

J‘ dx
344 1+ 2x

Capftulo1 La Integral Indefinida

Rpta. %(3.:-1)“” +C
Rpta. %(x+3)3/2-6(x+3)”2+c

20_py2ela-ytac
Rp_ta.—g(Z t") 5( |

4 39/4_i]+35/4+c
Rpta. 57-(1+y) 15( y7)

1/3

Rpta. %(]—X)4/3 -6(1-x) """ +C

Ly _02y/2 + La-2222 +C
Rpta. —(1-2") 12(. )

Rota. —=e* +C

Rpta. 2e‘/_x- +iC

Rpta. —(e* +1)" 4+ C

Rpta. —lel - 4 C
5
Rpta. > +1)'*+C

Rpta. tan”'(e" )+ C

Rpta. 2\ Inx + C

R R

5 f
Apta. (I )P +c b
Rpta. -4 Tn (1+In x) + C |
:
Rpta. Zlnz(t2 +2) +C E

R.Dta.\/l+2x—3ln,3+,/]+2x ,+(- 2
|
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