l-

|I |1 3 | BB

v |:-“_'|I|- | ) Sl g 1 ': 4 J ‘. i [;:: € " :“ '-3 | : ” g S AR e '-Il‘: |
| o ) \c fi@x-.tan Zx) dx Rpta = ; tan?’ 2x+_!2_ tan 2x ____;_ cot2x =2+ C &
79. |(tan ax + cot a:r)3 dx
1 2 2 . 2 |
Rpta. ——-(tan ax —cot ax)+-—- In [senax | +=In |secax | +C .
2£I cl a '}
1
80. j - ax Rpta ln|x\-———1-ln|x"+]\+C
x(x +1) n
{
1 .
31-] v Rptaln\x|-—llnlxn+1[+l Y -
x(x" +1) L n x" +1 1
82. (Recta tangente). La pendiente de la recta tangente al grafico de la funcién f en
R .
el punto (x, Ax)) esta dada por x\/e"' * . Si este grafico pasa por el punto
(=2, =2), hallar la funcién f; Rpta. fix)= eV 2 -2 _ 3
83 (Recta tangente). La pendiente de la recta tangente al grafico de la funcién f = '
e | In’x
en el punto (x, f{x)) esta dada por —-—Z—i, x> 0. Si este grafico pasa por el punto
X
B 1
5 ' (ez, 3), hallar la funcidn f Rpfa ft_f) = : 11‘14x + 2 :
|||I rEe - : 16 H
- 84. (Funcién costo). Hallar la funcién costo de un producto sabiendo que el costo
?"!'I"": s [ ol
:L.] fijoes Sy el costo marginal es C'(x) = N 6 Rpta. C(x) = 3Ja4x+1+2
i | ' 4x+1 - 1
SN RS T : 9
h %5. (Depreciacién de una maquina). Se compro una maquina por 900 mil délaresy

su valor después de ¢ afios de uso, se deprecia al ritmo de BY e 280e
| dlt
miles de dolares por afio. ;Cual es el valor de la maquina después de 10 afios?

Rpta. $ 12.821

drmula de la derivada de un )

» . | .- a | i
= il P Lt T N gttty S e o 2l h -
B S DT il -

= !
. o - I -y |
i 4 L 1 2 [ ] r |

'R A




'EOREMA 1.5| Integracion por Partes

St u=u(x) y v=v(x) son funciones diferenciables, entonces

udv = pp— Iv du

Demostracion
Sabemos que la diferencial del producto uv es

d(uv) =udv + vdu
De donde

udv = d(uv) —vdy

Integrando obtenemos lo buscado:

J‘u dv = j{’f(lﬂ’) — .[1! du = uv — J.r du

lEJEMPLO 1.| Hallar j x> In x dx

|

B e e & e

; Solucion
4 , l |
Sea u= Inx y dv= x" dx. Tenemos du=—dx y v= ;1
X 3
Luego,
55 2 dx = - x*dx = uv — lvdu
x° In x dx j N :'1_
" (v
3 3
* 3l 1 ]
= —‘E—-ln X - dx = —x’Inx — — xZdx
3 A X 3 | 3
I |
= _» lnx— =x" + C
1- 3 9 .

- Con animo de ayudar a la memoria, los datos previos a la aplicacion de la formula
o pet ;ﬁhmtegracwn los escribimos del modo siguiente:
Rl o (Y

&
o
R

LIl . D =
e F-'-_'!' Bl



OBSERVACION. l En ejemplo anterior si u y el dv se hubiera escogido asi:

= dv = x dx

tendriamos:

2 2
.i\' v't- ™
xe'dx = ; = uv— fvdu= ¢ — e dx
r!v 2 2

Resulta que esta tltima integral es mas complicada que la integral inicial y el

o

problema, en lugar de simplificarlo, lo hemos complicado. Esto nos dice que hicimos )

o !

una mala escogencia para u y para dv. Pero, entonces surge una inquietud: ;Cémo

determinar una buena escogencia? No existe un método que funcione para todos los

casos. Existe una regla que es muy popular entre los estudiantes. Se llama la regla

: e

ILATE, la cual funciona para un buen nimero de problemas, pero no siempre

exitosa, como veremos mas adelante.

LA REGLA ILATE




x: Algebraica, senx: Trigonométrica !

U=2x \ dv = cos x dx L
A - X

= U
— . _ y o -
du = ax V= senx T e COR XY
Luego, )
ycosxdx=uv— lvdu =xsenx-— lsenxdx=xsenx—(-cosx)+C
Por lo tanto.

xcosxdr=xsenx+cosx +C

lEJEMPLO 4.1 “'E:Ii:hf *1{an
Solucion
TEﬂCﬂ'IOS qu&: I-:'.T'.'l_ X INVErSe lf'igilihﬂﬂl}[iiﬁﬂ. X i /-\lgt?braica
Luego u=tan" X dv = x“dx
.
] Py = _l_x3
1+ Xx
3
| 4 | 1 3 & 1 X
" NS B PRSI LY dx ==x"tan"'x = = —




El m’tegrando tiene un solo factor. En este caso sé6lo nos queda una sahda* ‘ i

Inx dx = j‘lnx . 1 dx

In x : Logaritmica u=Inx dv=1-dx
: ] \ vy

1 : Algebraica diu = — (X G——m V=X
X

Inxdx =uv- jv du=xInx- xl dx =xInx - J'c'ir =xInx —-x+C

X

EJEMPLO 6.| Hallar J.tan"'x dx

Solucion
En este ejemplo, como en el anterior, el integrando tiene un solo factor.

Procedemos del mismo modo. J.tau"l.t ax = Jﬂtan"l.r . 1 dx

;

tan 'x : Inversa trigonométrica u=tan x \\dv = 1 dx
| : ]
du = dax

1: Algebraica —dx < el 1

| I+ x ’

Sk / : x dx ' i

= tan”'x dx = xtan'x — .[ ~ = xtan 'x — 1 | 2xdx
F_. o 1+ x° 2 I IZ :

= xtan"'x — -%ln (1+x*) + C

|_h.

'j,:-.'-{ “‘1 m;*!":ﬂ Hallar  |x tan”'v/x dx
. _._vﬂaj-f .ﬁg_r ” il

:.I "'F'

.__.'|._ I__l.




4 A 3
Réeemplazando este resultado en (1):

J‘x tan"'\/J—c dx = l(::f:‘[1 —1)1an"z = l(...------—3:-:3)+C

——tan"z——l—z + —]- -—ltan -1z i—(:d—])mfl: E %(:_3:3)

2 y)

s 5 ,
_(-’5 "‘1)'[31'1 \E_IE(\/T—BI\/; )+C

2

Il

—— — — — e

|EJEMPLO 8.| Probar que:

3Lt 1 1
sec’x dx = —secxtanx + —In | secx + tnn.\:| +C

2 2
Soluci6n
Para esta integral, ILATE no funciona, ya que la umua manera de expresar Sec x
como producto de dos funciones de distanta clase es: sec’x = 1-sec’x,

u=1 d"t—se(:ldx

du =10 4—-——— Y= j‘SEC x dx

Esta sepacion no nos lleva a ninguna parte.

‘.’;-h_ L Cambiamos de tactica. Expresamos Sec *x como el !Jroducto de dos factores de la
L - misma clase, ambos trigonometricos: sec’x = secx sec’x
e

5 -"-"'"-f:erf.. 5
| = e u=secx \ dv = sec” x dx
: .y
= 1 'I v= tanx

pa 1 _ du=secxtanx df  m——

 Jsec’x dx =secxtanx - J-sec x tan”x dx = sec x tan x - jsec x(seczx —l)dt



ﬁ "~ INTEGRACION POR PARTES REITERADA '

Algunas veces es necesario aplicar la integracion por partes mas de una vez.

EJEMPLO 9.| Hallar J.sen (Inx) dx

u = sen (In x) dv = dx
du=-l-cos (Inx) dx 4>‘ V=X

X

Solucion

1

Isen(ln x) dx=x sen(Inx)- Ix—

X

cos(ln x) dx=xsen (In x) — J‘cos(In x) dx (1)

A la ultima integral anterior le aplicamos la misma medicina:

1 = cos (In x) dv = dx
1 \

du———sen(Inx) dx = v=x
3,4 }

T e -_—_-J_.___

| Icos(ln x) dx=xcos(Inx) - j—-x 1 sen (In x)dx= xcos (In x) + jsen (Inx) dx (2)

X

E:ﬁ La ultima integral anterior es la integral inicial planteada en el problema. Parece

awﬁm €stamos en un circulo vicioso. No es asi. En efecto, reemplazando (2) en (1):

u ___s_;en-(ln x) dx = x sen (In x) - xcos (In x) - J-sen (Inx) dx =

*3 (f?&ﬂlbx * acosbx)-l-

'I.
.L.l-
& °

" '—
il
a

- ” T 1 | ,..'I ;
HL si== "1 L—.__..-“,..a e

% ¥
I =
| ; |. :l i 1



ax ~ e“cos bx
e cos bx dx = -——;———- -+ E e™sen bx dx (1)
a

Hallemos, aparte, |e“sen bx dx . Para esto. Hacemos:

u = sen bx dv = e”" dx.

x

diu = b COS bx S———— v=—1— e
a

Luego,

(X
e™sen bx dx = — EREE 2 Ie”‘tcas bx dx (2)

a ad

Reemplazando (2) en (1):
c=casoxul O e“ sen bx b !emcos 5
| + — x dx I

e cosbx dx =

a a a a
ax (x 2
e“ cos bx b e™sen bx b
B ' + 5 ~ jemcos bxdx =
(1 0 a”
' b> . o®cos bx b e“sen bx
e®cos bx dx + — % cos bx dx = o -
ad: a a"
-': 2 (A" . (X
b q e™cos bx + be sen bx
b~ e cos bx dx = : =
a a
2 2 arih bx + acosb
+ b ~ ¢" (b senox x)
= e“*cos bx dx s —
a

42 e™(bsenbx + acosbx)
= i e 2




lllll

-1 = |.1 ‘
|.-4 "' F'J_ |-; _

E ILATE tampnco nos ayuda. Factorizmos asi:
=

Fﬁ“- '\-“;" i 5 = | I'
‘Id.sen x=sen" " xsenx. u=sen" X \dv Sen x dx. S

By 1 n =2 - .
o R du=(n-1)sen” Pxcosx 4" v=—cosx &

, IT_
w3 "ﬂ'

o ﬁen"xdt — |sen” " 'x (senx dx)

n -2 2
—_cosxsen” 'x+(n-1) j-sen" X Cos“x dx

a1y & (1) Jsen”*z.x (1-sen’x) dx
= _cosxsen” " 'x+ (n-1) sen” ~ *x dx — (n —=1) fsen"x dx =

n— 2

njsen"xdx = —cosxsen” "'x + (n—1) [sen X dx —

N ] i n—| _a
.[sen”x dx e e S08 X SEI'IHr lx + — jSsen . =X dI
| n 7

B 2 2 = =3 -
2. sec'x=sec” " “xsec“x. Sea u=sec”" " x y dv= sec’xdx. Setiene:

-3 -:
x(secxtanx)dx=(n—2)tanxsec” " *xdx, v=tanx

e ) iy
AL - gy U= SeC X \ dv= sec 2.1' dx.
i du=(n-2 )tan x sec” ~

.b.‘
P

L T X (X dm— = tan x,

X = (n-2) Mtan’xsec" 2 x dx



25,

26.

27.

28.

29,

INTEGRALES BASICAS. TABLA III.

Inxdc =xInx - x + C

3 _1 1
sec’ x dx = a—secxtanx i -i-ln |secx 4 tanxl + C

(x
€

(iax =
e cos bx dx ; >~ (bsenbx + acosbx )+ C
a + b
efl.'l'
e“ sen bx dx = : (asenbx — bcecosbx) + C
2
a“+ b
FORMULAS DE REDUCCION
1 " n—1 =
sen”x dx =— — cosx sen" 'x + sen" *xdc, n=#0
i I
1 - n-1 X
cos"x dx = — senx cos" " 'x + cos"*xdx, n=#0
/i 1
- in—2 _ 3
sec' x dx = tan x sec” " *x sec” " “xdx, n # 1
n—1 n—1
| 1 . n—2 —9
cosec’ ' x dx = cot x cosec” ~“x + cosec’  “xdx, n # 1
| n—1 n—x
]
| n =
Ly oy —b— x" ~ leos bx dx
b

k> : n=lsen bx dx




Tih :ﬂtu”!n;? a.i.lr*. -f-»n R iFS “J"'”" s - .
ﬂmns la férmula de reducmén 33, para n = 2 y b = 1. Luege ap}hé .
férmula 2paran=1y b=1 I

2 o — 2 lxsenx dx 18
x“cosxdx = x"senx |

= seniK —2(—xcosx + Icosxdx )

vZsenx —2(—xcosx + senx )+ C

il

xzsenx+2xcosx—258nx+c

b. Aplicamos la formula 30 para el caso 7 = 4:

3

2

] 2 5
Isec4x dx = 3- tan x seczx + — j‘sec X dx
|
= — tanxseczx + —tanx + C

LD

¢. Aplicamos la formula 31 dos veces, para =35 y luego para n = 3

| 3 :
Icosecsx dx il 'Z cotx COSECa.I + :ﬂ: ‘EESEC X d.l' L.-_i

o'

! ]
= — -1- cot x cosec’x + I cotx cosecx + — ICOSEC-‘-' dx]
4 AP 2

| 3
=—_ cotx cosec’x — — cotx cosecx -+ —ln‘ cosecx -— cotxl +C

8

EJEMPLO 13.| Hallar a. I(lnx) ’dx b. j‘x?’ez"'flx
solucién




PROBLEMAS RESUELTOS 1.3
_|J‘

- EMA 1.| Hallar
PROBLEM T

Solucion

En primer lugar, hacemos un cambio de variable y integramos por partes.

g UL Sea z= \[_ Entonces X =7y fbf: 2z dz. Luego,
—.. ' | . COt l\/—_ COt (2_ d—-:) = 2 j‘COt“IE dz (1)

Hallemos la ultlma integral:

R dz
O S T , i1 . = — v =z, Luego,
R Bea u = cot 'z y dv=dz. Entonces du Pt
pApTaE T -
B - [ 25 - zarzein(14D) @)
cot z 1 4+ 52 2

.. za do(Z)en(l)yrecordandoque 2= %
j dx Z[Zeot z+-—-lu(1+z’)] + €

. § .
- ] N

e

i "' TSI T
I J h J;EF r‘ U 'rr| x
» - . -

> ' '._. = R Ty

o TI L] _- " ] | l.i- . - I:_ o

— ]

-.I..-.-_ ] g i



) o ]
xS - — |e ) dx
3 enx + CcOSX e (senx + COSX
x e'cosx dx=Xx - (s ) ; j

X I . i _
—x——(senx + cosx)— e*sen x dx — — Ie cos X dx
2 2 2
e).;_ e.\*
= x—(senx + cosX)——
2 4

|8

(Sen 5, i COSI) —~ % (sen X 4+ COS X) + C

X
= E—(xsenx + xcosx — senx) + C

2

Probar las formulas de reduccion 32, 33, 34, 35 y 36:

r” 1

32. j‘x" sen bx dx = — — cos bx

J.x" ~'cos bx dx -
b b

n

X H n -1 L L

| l m m—1
| m m g — T (Inx)™ x" (Inx dx, n# =ia
R Gt () o e

dv = sen bx dx.

]
= — —Cos bx.




35. Es la formula 34 con n =0

36- i U= x" dv — EHI A

\ . o

a
j e dx = 1 o _ I j n =10 g
a a

e ————————————————————

' PROBLEMAS PROPUESTOS13
I e e = ——

JLjiJI Eﬁ!ﬂﬁpmblemas del 1 al 42 hallar las integrales indicadas
R ”””‘. Rpta. xlog, x—xlog,etC




a 1.6;. Ix3ﬁ+2x2 dx

. xe ' dx

L el
(1+x)

18. .[x secx tan x dx

10, Isen H2) dr

Rpta. *1n (e+1) = L1 ;-"5_ ?E 3
pla. ; n (x+1) 21’1(I+1) 4+2 C__

Rpta. —xe* + 2e¢* +C

Rpta. xe* — e +C

Rpta. x’e* - 3x*e™ + 6xe* — 6e* +C
Rpta. %x/; eV —92—63‘5 + C

l 2 v
Rpta. 5(}: —1)-e* A

Rpta. x~ \/l-l-,l — %(l+r )yz'i'C

1}
.

1 32 1 2 .5/2
Rpta. —x“{1+2 S (14 2x° ) G
pta.  —x ( e ) 30(
Rpta. o
14+ x

Rpta. xsecx—In|secx+tanx|+C

1
Rpfa. ):f::vznff'(2:»:)+-2-\/1-‘4352 +C




31. j.cos x In(sen x) dx

32. Icos (In x) dx
33. Ixztan-‘x dx

J‘sec“' \/; dx

35. Ix sen'I\/; dx

e . -1
\ﬁ 5’ 16. J‘sen J—
!;" of 1 | m

= i:ﬂ;‘-}l | 4 - g
[ -I' F
J _;- . -
e 37 IB‘cosx dx
- n ].. +|. l
. 1I-r i TI‘L -| I R

e = T :
e d . 8 I-Il ? - "=
i J : "[- - araLi ol |

| n | _n nj e

o ALl
"1

Rpta. %(sen (Inx)—cos (Inx)) + C g i g
, ;i

Rpta. 2JxInx — 4Jx +C

Rpta. x ln(x+J 1+x2- ) — \/ 1+ x°

Rpta. l—.tz[lnzx — In ;r+-1—} o &
2 2

Rpta. senx[In(senx)-=1]+C

Rpta —;—:[sen (In x) + cos (In x)] b
Rpta -1—-x3tan"'.1: — lxz + lln (1+x2) c A )
3 0 6

Rpta xsec ' x = Jx-1 +C

Rpta —113(8‘ )sen"JE +%(2x3 2 +3\E)J l-x+C

Rpta =24 1—-x sen“‘(\/_.;) + 2\/;-!- i

Rpta — . [sen a1 - (In 3)cos 1] +C

In*3 + 1

!
Rpta a [i_T +E
Ina In“a]

Rpta —x*cos x+3x*senx + 6x cosx — 6senx + C




