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1. Introducciodn a la Continuidad de Funciones

En el estudio del célculo, una funcién es continua cuando su grafica se puede trazar de un solo trazo, es
decir, sin levantar el lapiz del papel. Intuitivamente, esto significa que no hay saltos, huecos, interrupciones o
agujeros en la trayectoria de la funcion.

Para analizar rigurosamente si una funcion f(x) es continua en un punto especifico x = ¢, se deben cumplir
estrictamente tres condiciones fundamentales.

Las Tres Condiciones de Continuidad en un Punto

Una funcion f(x) es continua en x = ¢ si y solo si se satisfacen las siguientes condiciones simultaneamente:

1. La funcion esta definida en c: El valor f(c) existe (pertenece a los nimeros reales).
2. El limite existe: El limite de f(x) cuando x tiende a c existe, es decir:
lim _ f(x) =L (los limites laterales por izquierda y derecha deben ser iguales).

3. El limite coincide con el valor de la funcién: El valor del limite en el punto es exactamente igual al
valor de la funcién evaluada en ese punto:

lim,__ f() = ()

Si alguna de estas tres condiciones falla, se dice que la funcién es discontinua en el punto x = c.

2. Tipos de Discontinuidad

Cuando una funcién no es continua en un punto, la discontinuidad se puede clasificar principalmente en dos
tipos sencillos:

Tipo de
Discontinuidad

Descripcion Condicion Matematica

Evitable El limite existe en el punto, pero la funcién no esta lim__ f(x) # f(c) o f(c) no
(Removible) definida alli o toma un valor distinto. Se puede existe, pero Iimx e fx) si
"reparar" redefiniendo un solo punto. existe.

Los limites laterales por la izquierda y por la derecha
existen y son finitos, pero son diferentes entre si (hay lim,_ - f()#lim, _ +f(x)
un "salto" en la grafica).

Inevitable (Esencial
o de Salto)
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3. Ejercicios Resueltos Paso a Paso

Ejercicio 1: Continuidad en un punto dado para una funcién polinémica

Estudiar la continuidad de la funcién f(x) = x? - 3x + 2 en el punto x = 2.

Solucidén paso a paso:

1. Verificar f(2): Sustituimos x = 2 en la funcion:
f2=(27>-32)+2=4-6+2=0.
Conclusion: f(2) existe y es igual a 0.
2. Calcular el limite: Evaluamos el limite cuando x tiende a 2:
lim, ,(-3x+2)=(2)°-3(2)+2=4-6+2=0.
Conclusion: El limite existe y es igual a 0.
3. Comparar resultados: Comprobamos que el limite coincide con el valor de la funcion:
lim,_, f(x) =f(2) = 0.

Respuesta final: Como se cumplen las tres condiciones, la funcién es continua en x = 2. (Nota: Las
funciones polindbmicas son continuas en todos los nimeros reales).

Ejercicio 2: Discontinuidad evitable en una funcion racional

Analizar la continuidad de la funcién f(x) = \frac{x2 -4}x -2} en el punto x = 2.

Solucién paso a paso:

1. Verificar f(2): Al sustituir x = 2 obtenemos \frac{(2)? - 442 - 2} = \frac{OH0}.
Conclusion: La funcion no esta definida en x = 2 (falla la condicion 1).

2. Calcular el limite: Factorizamos el numerador como diferencia de cuadrados:
lim_ , \frac{(x - 2)(x + 2)Hx - 2}
Cancelamos el factor comun (x - 2):
lim _,(x+2)=2+2=4.

Conclusion: El limite existe y es igual a 4.

Respuesta final: Como el limite existe (4) pero la funcién no esta definida en 2, la funcién presenta una
discontinuidad evitable (o removible) en x = 2.
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Ejercicio 3: Funcidn a trozos (por partes)
Determinar si la siguiente funcidén es continua en x = 1:

f(x) = \begin{cases} x + 1, & \text{si } x \leq 1 \\ 3 - x, & \text{si } x > 1 \end{cases}

Solucién paso a paso:

1. Evaluar f(1): Usamos la primera regla (x \leq 1):
f(1) =1 +1=2. (Existe).
2. Calcular limites laterales:

° Limite por la izquierda (x \to 1) usando x + 1:
lim,_ , f(x)=1+1=2

° Limite por la derecha (x \to 1*) usando 3 - x:
lim,_ ,+f(x)=3-1=2

Como el limite por la izquierda es igual al limite por la derecha (2 = 2), el limite general existe y es
lim__ f(x)=2.

3. Comparar: El limite coincide con el valor de la funcién: lim,_ , f(x) = f(1) = 2.

Respuesta final: La funcién es continua en x = 1.

4. Ejercicios Propuestos para Practicar

Resuelve los siguientes ejercicios aplicando los conceptos estudiados en esta guia:

1. Dada la funcién f(x) = 3x? - 5x + 1, determine si es continua en x = 3.
(Resp: Si es continua, f(3) = 13)

2. Analice la continuidad de f(x) = \frac{x2 - 9H{x - 3} en x = 3 y clasifique el tipo de discontinuidad.
(Resp: Discontinuidad evitable en x = 3, el limite es 6)

3. Determine si la funcién f(x) = \begin{cases} 2x, & \text{si } x < 2 \\ 5, & \text{si } x \geq 2 \end{cases} es continua
enx=2.
(Resp: Discontinuidad inevitable de salto, pues los limites laterales son 4 y 5)
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