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SECCION 3.2
AREA

Sea f : [a, b] & R una funcién continua y no negativa. Sea Q la region del plano
encerrada por el grafico de f, el eje X y las rectas verticales X = a y X = b. Nos
planteamos el problema de hallar el area de esta region Q.

Las formulas de areas dadas en Ia v
geometria de secundaria no son aqui f
aplicables. El problema lo resolveremos
construyendo una sucesion de aproximaciones
al area de Q en tal forma que el limite de esta
sucesion sea precisamente el area buscada. o s X

Procedemos de dos maneras: con rectangulos inscritos y con rectangulos
circunscritos.

AREA CON RECTANGULOS INSCRITOS

Dividimos el intervalo [a, b] en n subintervalos de igual longitud. Denotaremos
con AXx estalongitud. Es claro que
b-a
AX = ——
n
SiXg Xis Xz5+ « «5 Xp_q» X, son los extremos de estos subintervalos, entonces

A=Xg< Xy <X <o oo X <. X, =b oy

0

Xo=2a, X =a+tAx, X, =a+2AX..., X =a+tiAx..., X, =b

0
Al conjunto de subintervalos

[Xos X]]a [Xla Xz]’ LN ) [Xi_laxi]’ o e ey [Xn_laxn]

lo llamaremos una particion regular de [a, b]. El nimero AX es la norma de la
particion.

AX
—
a=x, X X, Xi.1 % « Xn_1 X, =b X

El término regular con el que acompafiamos al concepto de particion lo hacemos
con intencion de reflejar la propiedad de que todos los subintervalos [X,_,, ;] de la

particion tienen igual longitud. Mas adelante presentaremos particiones que no son

regulares.
Por ser f continua en el subintervalo [X,_;» X;], existe un punto m; en este

subintervalo, tal que f(m;) es el minimo absoluto de fen [x;_,, X;]. Construimos el
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rectangulo r; de base el subintervalo [Xj_;, Xj] y de altura igual a f(m;). EI area

de este rectangulo es

areade r; = f(my) (x; — x;_y) = f(m;) Ax

Este proceso se hace por cadai=1,2,...,n,y se obtienen n rectangulos inscritos
en laregion Q. Las figuras siguientes ilustran este proceso N=2 y n=4.
v4
v -
f f

A 4 g

1
0
0 a m=x, m b x a X X X b X

Si S, eslasuma de las 4reas de los n rectangulos inscritos, entonces

N Sy = f(m)AX+f(m)Ax +. . . +f(m )Ax

n
0, con la notacién sigma, S, = Z f (m;)Ax
=1
A la expresion anterior la llamaremos suma inferior. Si A(Q) es el area de la
region Q, tenemos que:
S, < AQ

Si duplicamos el numero n, entonces se duplicaran el nimero de rectangulos, los
que tendran la mitad de ancho; sin embargo, la suma de las areas de los nuevos
rectangulos aproximard mejor a A(Q) que la suma anterior. Si seguimos con el
proceso de duplicar el numero n, cada vez obtendremos mejores aproximaciones
para el area A(Q). Se prueba en los cursos de calculo avanzado que los nimeros
S, , cuando n — oo, tiene un limite que es, precisamente, A(Q). O sea

n
A(Q):nl_iirfw Sy = nE}im D fmyax ()

+00i:1

AREA CON RECTANGULOS CIRCUNSCRITOS

Procedemos como en el caso anterior, con la variante de que en cada subintervalo
[Xi—l’ xi], en lugar de tomar el minimo de f, tomamos el maximo. Esto es, en [Xi—l’ X

] hay un punto M; tal que f(M;) es el maximo absoluto de f en [x;_,, X; ].
Construimos el rectdngulo R; con base [X;_;, X; ] y altura f(M;)
Area de RI = f(MI)(XI - Xi—l) = f(MI)AX

Si S, es la suma de las dreas de los n

rectangulos, entonces

S, =§n: f(M;) Ax
i=1

0| a x, X x b X
A la expresion anterior la llamaremos suma superior. Se cumple:

AQ) < S,
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Se prueba en los cursos de calculo avanzado que las sumas superiores S, , cuando

n — +oo, tiene un limite que es, precisamente A(Q). O sea

AQ) = le S, = Lim Zf(M)Ax Q?)

n— +o {7

De(1)y (2) obtenemos que:
Lim Z f (m;)Ax —A(Q)— L1m z f (M;)Ax

n—>+ooi,1 +00

Esta igualdad nos permite ir un paso mas adelante. En cada subintervalo [X;_;, Xj],
en lugar de tomar m; o M, donde f alcanza su minimo y su maximo, tomamos un
punto cualquiera ¢; que cumpla X;_; < ¢;< X y formamos la suma:

n
Sh=. f(c)ax
i=1
Como f(m;) <f(c;)<f(M,), debemos tener que S, < S,< S, y, por tanto, los

tres limites son iguales:
Lim S = Lim S, = Lim §

N— 40 —  N—> +o N— +o0
El resultado anterior nos permite formalizar el concepto de area.

DEFINICION.| Seaf:[a, b] > R continua y no negativa. El area de la regién Q
limitada por el grafico de f, el eje X y las rectas verticales X = a

y X=Db es

AQ) = le Z f(c;) Ax

i=1

b-a
<GS X y Ax:T

donde X;_,
EJEMPLO 1.| Mediante el método de rectangulos inscritos calcular el area de la
region Q comprendida entre el grafico de la funcion  f(x) = X2, el
eje X y lasrectas X=0 y x=2.

Solucién v f
Dividimos el intervalo [0, 2] en n subintervalos de
longitud AX. / |
. 2-0 2
Se tiene que AX=——=— 'y
n n
2
Xo =0, x1:0+Ax:Ax:— 0 2 X
n

x=x1+Ax=g+%=2(gj, X =X, TAX=2 Ej+§:3(§]
2 n n n 3 n/ n n
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xi=xi_l+Ax=(i—1)% +%:'(Ej
n n n

Por otro lado como f(X) = x> es creciente, el minimo absoluto de f en cada
subintervalo ocurre en el extremo izquierdo del subintervalo. Luego,

m=0 y fm)="f0)=0=0
m2:x1:% y 1‘(m2):f(2/n):(2/n)2
m,=x,=2(2/n) y  fmy = f(2(2/n)) =2*(2/n)’

2
m =x_,=(@(-D@n y fm) = f(Gi-nE@m) = (i-1)°(2/n)

n
S, =f(m)AX+ f(m)AX + ...+ f(m)AX +...+ f(m )Ax= D" f(m)Ax
_ i=1

| AV ((2) &, 28 8&yn .
) ;{("”Z(Hj }H a2 i i MU Ry
- %{Zn: i2_ 2Zn:i+zn:1 }:%{n(nﬂ)&nﬂ) _,Nn+D) n}

i{2n3+3n2+n—6n2}
3

n 6 3n’ n 3n?
Luego
AQ-= Lim S,= Lim |S-4. 4|8 _,0-8

N> +o — n->+o |3 N 3n2 3 3

EJEMPLO 2.| Mediante rectangulos circunscritos calcular el area de la region Q

comprendida entre el grafico de la funcién f(x) = X2, el eje X y
las rectas x=0 y x=2.

Solucién . ]
Dividimos [0, 2] en n subintervalos longitud AXx.
. 2-0 2
Se tiene que AX = =—
n n
2
Xo =0, X, =0 +AX=AX=—
n
2 2 2
X2:X]+AX:H+_:2(HJ 0 2 X
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Xj=X;_, +AX= (i—1)(%)+ % =i(%)

Como f(x) =x* es creciente, el maximo absoluto lo tenemos en el extremo
derecho del subintervalo. Luego,

137

2
M1=X1=% y fM)=f(2/n) = (3}

n
2

R R

2
M =x; = (%j y  fMy) = f(im) = iz(%j

Sy = f(M)) AX + f(M,) Ax+ ...+ (M) AX +... + (M) Ax = Zn: f(M,)Ax

IR 2]

8| 2n*+3n”+n
- 2| === |- Zi2n*+3n’+n]| =
n{ 6 } 3n3[ J

En consecuencia,

AQ - Lim § = Lim (8+4+iJ—§

n —+ o no+wol3 n 3n?

i=1

+

W | oo
S|

4
4+ —
32

PROBLEMAS RESUELTOS 3.2

[PROBLEMA 1 | Hallar el 4rea de la region Q encerrada por el grafico de f(x) = x>
eleje X y lasrectas x=1 y x=3.
Solucion
Y1 ¢
Dividimos al intervalo [1, 3] en n subintervalos
de longitud Ax = 371 % . Se tiene:

N S

Xo=1, x1=1+—,

>

Xi =1+i%, R

Sea ¢; el extremo derecho de [Xj_q, Xj]. ”

.2
Estoes, Ci=x=1+1— 'y
n
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n> 2 n’ 6 n* 4

2
[1 lj [1 lj( 1J (1 1J
n n n n

Por tanto,
A(Q)= Lim S, = 2+6(1+0)+4(1+ 0)(2+ 0) +4(1+ 0)> =20

nN— +oo

PROBLEMAS PROPUESTOS 3.2

Mediante el método de los rectangulos inscritos o circunscritos, calcular el area
de la region encerrada por el grafico f, eleje X y lasrectas x=a, x=h.

1. f{x)=-2x+10, a=2, b=5 Rpta. 9
2. f{(x)=4-3x*, a=-1, b=1 Rpta. 6
3. fx)= x>, a=0, b=4 Rpta. 64
4. f(x)=1-x>, a=0, b=1 Rpta. 3/4
5. fx)= x*-x>, a=0, b=1 Rpta. 1/12
SECCION 3.3
LA INTEGRAL DEFINIDA

SUMAS DE RIEMANN
Las sumas inferiores y las sumas superiores:

n —
S,=> fm)ax, S, = f(M;)Ax,
T oi=1 i=1
son casos particulares de las llamadas sumas de Riemann, a las que describimos a
continuacion.

M-
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Una particién 2 del intervalo [a, b] es una conjunto de subintervalos:

[X()axl]a [Xlaxz]’ [X23X3]7 LI 7[Xn—19 Xn]
de [a, b] de modo que
a=X <X, <X <...<X;y <X, =b

Se llama norma de la particion 2, y se denota por" r4 ||, al maximo de las

longitudes A;X = X;

i — Xy, 1=1,. . .,n Estoes,

| 2| =Méximo {A;x, i =1,2,...n}

Una particion que se caracteriza por tener todos sus subintervalos de igual longitud
es una particion regular. Las particiones tomadas para construir las sumas
inferiores y superiores, tratadas en la seccion anterior, son particiones regulares. En
una particion regular se cumple que:

|2 =ax=222

Una seleccion para la particion 2 es una coleccion de puntos

S={c.,C,Cq o .. Cpt
donde cada ¢; es tomado en el subintervalo, [ X;_;, X; ]. El punto ¢; puede ser el

extremo izquierdo, el extremo derecho o cualquier otro punto interior del

subintervalo [ X;_;, X; ]. Esto es,

X

Ahora consideremos una funcion f : [a, b] - R, no necesariamente continua, y
que puede tomar valores positivos o valores negativos. La siguiente definicion
fue introducida, por primera vez, por G. F. B. Riemann (1826-1866) con el objeto
de obtener una definicion rigurosa de integral definida.

DEFINICION. | La suma de Riemann de orden n de la funcion f : [a, b]>R

determinada por la particion 2 y la seleccion S, es

_1S CI SXI

n
Sh= 2 FC)AX Y
i=1 f
Como la funciéon f puede tomar valores
negativos  algunos  f(cj)  pueden ser

AN

1

I
negativos. En este caso la suma Riemann es A N\,
igual a la suma de las areas de los rectangulos '
que estan sobre el eje X mas el area de los :
rectangulos bajo el eje X con signo negativo.
Asi, en la figura siguiente ~

I3}

>
R 4

C Cy

4
i=1

EJEMPLO 1.|a. Sea 2 la particion de [-1, 2] determinada por los puntos

{-1,0,3/2,2 }. Hallar | 2|
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b. Sea la seleccion S = {Cl, Cy, C }, donde ¢; es el punto medio

del intervalo [ X;_;, X; ].Hallar la suma de Riemann de la funcion

f(x) =x*, determinada por la particién 2 y la seleccién S.

Solucién
. Y f
a. Se tiene que:
—y _ _3 Ch_ |
a=x=-1, x =0, Xz_E’ X, =2=b |
AX =X, = %= 0 —(-1)=1, :
3 3 !
AX =X, — X, = — —=0=—, 1
2 2, b ]
3 1 !
AX=X, — X, = 2— — = — 1
3 37 M L) B |
Luego, -1 2 [ /£ 1) _
7103372 x
| 2| =méximo de { 1,3/2,1/2 } :% ] EX
-1+0 1 3/2+0 3 2+3/2 7
b. ¢, = =—=, C="——=2, ¢ = = —
2 2 2 4 2 4
Luego,

Sy =fci)Ajx + f(Cr) Ayx +1f(es) Azx
3 3 3

(_1 (1)+§ 3 +lj(l):_l+ﬂ+£:5_1

2 4 2 4 2 8 128 28 16

Ahora ya estamos en condiciones de presentar el concepto mas importante del
curso, ¢l de integral definida. Aunque la idea de la integral definida fue conocida y
utilizada desde la época de Arquimides (287-212 A. C.) fue G. F. B. Riemann
quien logré una formulacion satisfactoria. Esta es la formulacion que aqui
presentamos. Esta integral, ahora es conocida como la integral de Riemann. La idea
principal es tomar limites de sumas de Riemann. La unica restriccion que
exigiremos a la funcion f es que esté definida en el intervalo [a, b]. No pedimos
continuidad ni que f sea no negativa.

DEFINICION | Una funcion f: [a, b] — R es integrable en [a, b] si existe

b

un nimero real, que denotaremos por j f (x) dx, tal que:
a

[

b n
I f(x)dx=|| Lim ) f(c)A;x

a 2l—=0i-1

b
El nimero J‘ f(x) dx es la integral definida de f de a a b. Los nimeros ay b

a
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son los limites de integracion. Mas precisamente, a es el limite inferior y b es el
limite superior.

El limite dado en la definicion, en términos mas precisos, significa:

V &>0 3 6>0 tal que para toda particion 2 de [a, b] que cumple || P || <Jy

para cualquier seleccion S = {¢j } de 2, se cumple que

b
J- f(x)dx — if(ci)Aix < ¢
i=1

a

b

La variable X en J' f (X) dx es una variable “muda”, en el sentido de que
a

puede cambiarse por cualquier otra, sin que se altere el concepto. Asi:

b b b b
J- f(x)dx—J- f(t)dt—J- f(z)dz—I f(6)do
a a a a

| OBSERVACIONES

1. Esta definicién explica la escogencia del simbolo de la integral como una S
alargada, ya que la integral definida es el limite de una suma.

2. No debe confundirse la integral definida con la integral indefinida. La primera es
un nimero; mientras que la segunda es una funcién. Sin embargo ambos
conceptos estan intimamente ligados a través de los dos teoremas fundamentales
del calculo, los que veremos a continuacion.

La integral definida de una funcién es un limite, por lo tanto, éste puede o no
existir. El siguiente teorema nos da una condicidon que garantiza la existencia.

Recordemos que una funcion real f es acotada, si existen m y M, niimeros
reales, tales que:

m < f(X) £ M, para todo x en el dominio de f.

La gran mayoria de las funciones que aparecen en este texto cumplen con esta
condicion, en particular, toda funcién f: [a, b]—>R, continua en [a, b]. En efecto,
toda funcion continua en un intervalo cerrado tiene minimo y maximo (absolutos).

La demostracion del siguiente teorema ésta fuera del alcance de este texto.

| TEOREMA 3.4| Teorema de Integrabilidad

Si la funcion f es acotada en [a, b] y si es continua en este
intervalo, con excepcion de un numero finito de puntos, entonces f
es integrable en [a, b].

En particular, si f es continua en todo el intervalo [a, b], entonces
f es integrable en [a, b].
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De acuerdo a este teorema, son integrables en todo intervalo cerrado [a, b]:
1. Los polinomios.
2. Las funciones seno y coseno.

3. Las funciones racionales cuyo denominador no tenga ceros en [a, b].
Si de antemano se sabe que una funcion es integrable en un intervalo, o sea, se sabe

b
que existe la integral j f(x) dx, entonces se puede llegar a ella mediante sumas
a

de Riemann regulares, que son relativamente faciles de calcular. Para este tipo de
sumas, en vista de que,

|| P” =AX= b_Ta se tiene que, || ?"—)0 <> N >+,
3
e | (4o
0

Solucion

La funcién integrando f(x) = 4 — x* es continua en el intervalo [0, 3]. El teorema
anterior nos asegura que tal integral existe. Sabiendo con seguridad de que esta
existe, entonces podemos llegar a ella mediante limites de sumas de Riemann
regulares. Bien, tomemos la particion regular de [0, 3]:

3 3

3 .3
AX==, X%=0, ==, X, =2—,... % =i—, ..., %=3
n 0 1 n 2 n i 2 n

.3
Tomamos ¢; =X = IE’ Y

La suma de Riemann correspondiente es

- $rem- 32|
IR AR e

n i-1

o
~

Il
S| w
M-

—

N

|
/N

3 n(n+D2n+1)
n’ 6
=12 —i(Zn3 +3n? +n) =12 —2(2+§+ ij
2n’? 2 n n?
Luego,

’ 4-x2)dx = Lim y f(c;)Ax
>

0 N— +00 j =
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= Lim {12—2(2+3+%ﬂ=12—2(2+0+0)=3
N— +o0 2 n n 2

La relacion entre el area de regiones discutidas en la seccion anterior y la integral
definida lo establece el teorema siguiente.

| TEOREMA 3.5 Si f es continua y no negativa en el intervalo [a, b]y Q es la
region encerrada por el grafico de f, eje X ylasrectasx =a y
X = b, entonces el area de Q esta dada por

b
AQ) =j f(x) dx

a

Demostracion
b
Por ser f continua, el teorema 3.4 nos asegura que existe la integral J f(x) dx
a
b
Por definicion, J- f(x)dxes el limite de sumas de Riemann. En particular,
a
también es el limite de sumas de Riemann regulares. Pero, por definicion, A(Q) es
limite de sumas de Riemann regulares. Luego,

b
AQ) = I f(x) dx

a

2

EJEMPLO 3. Hallarj x2dx

0
Solucion

Por el teorema anterior, la integral dada es el area de la region Q. Esto es
2
I x2dx= A(Q)

0
Pero, en el ejemplo 2 de la seccion anterior encontramos que A(Q) = 8/3. Luego

2
J. x> dx =

0

w | oo

PROPIEDADES DE LA INTEGRAL DEFINIDA

b

En la definicion de J- f (x) dx hemos supuesto que a < b. Debemos establecer
a
el significado de esta integral para los casosa=b y a>bh.
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a

DEFINICION.| 1. Sif estd definida en a, entonces j f(x)dx=0

a

b a
2. Si a>b, I f(x)dx=—j f(x) dx
a b
Algunas propiedades bésicas de la integral definida son presentadas en los dos
teoremas siguientes.

| TEOREMA 3.6]Si f y g son integrables en [a, b] y k es constante, entonces

b b b
l.j dx=b-a 2.“' kf(x)dx=kj f(x) dx
a a a

b b
3.I (feOtg()) dx = I

Demostracion

S

b

f (x) dx :I:I g(x) dx

a a

2 cualquier particion de [a, b] con una seleccion {¢; }

ea
1. ComoI dx —J. 1dx, I dx es la integral definida de la funcion f(x)=1.
La suma de Riemann de esta funcion constante f(X) =1 es:

n n

DEE)AX= D AX= (X= X)) T (X = X))o o X =Xy ) =X, —Xo=b-a
izl ol
Luego,

b
I dx="le Zf(c)Ax— le [b al] =b

2. Porser f integrable en [a, b] tenemos que:

b . n b n
Lim Lim
f(x)dx = f(c)A X = kJ- f(x)dx =k f(Cc)A X
I a | 2[-o0 ; o . |7 -0 .Zl o

b

Lim L
= k f(c;)A;x —I k f(x)dx
o0 2K @M=

b b . n
3.] fdx + J. g(x) dx = le f(c)Ax + LM 9(c)A;
J. LR |20 &

Lim f() + 9] A
"I lo0 Z[ Jax

b
—J. (f)£g(x))dx

a
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2

EJEMPLO 4.] Evaluar I (6x2—5 )dx

0
Solucion

2 2 2 2 2
I (6x2 -5 ) dx —I 6x2dx —J. 5dx = 6J‘ x2dx — SI dx
0 0 0 0 0

Teniendo en cuenta el ejemplo 2 y por la parte 1 del teorema anterior,

2 3 2
I x2dx = - y j dx=2-0=2
0 3 0

2
J. ( 6x2—5) dx=6(§) ~502)=6

0

Luego,

[TEOREMA 3.7| Sean fy g dos funciones integrables en [a, b]

b
1. fX) 2 0 en [a,b] = I fx)dx > 0
a

2. Propiedad de comparacion:
b

f(x) £ g(X) en [a,b] = I b f(x) dx SJ‘ g(x) dx
3. Propiedad de acotamiento: : :
m <f(x) <M en [a,b] = m(b-a) sj bf(x)dx < M(b-a)
Demostracion :

Sea 2 una particion de [a, b] determinada por los puntos:
a=X <X <X <...<X <X =Db
Sea { ¢/, Cy, ... C, } cualquier seleccion.

1. Se tiene:

fX)20 = f(¢) 20 = f(¢)Ax=20 = Zn:f(ci)Aixzo =
i=1

b . n
Lim
f(x)dx = f(c)A; x>0
.[a IIPII%OZ% o

2. Sea h(x) = g(x) — f(x). Ahora, teniendo en cuenta la propiedad 1,

b
fX) <9X) = gx¥)-fx)20 = h(x)=0 :J f(x)dx=>0
a
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b b b

= I (90— f(x) dx 20 = I g(x) dx—I f(x)dx> 0

a a

a

b b b b
:>J- g(x)dx > I fx)dx = J- f (x) dx sJ- g(x) dx
a a

a a
b b b
3.m<fx) <M = I mdst. f(x)dxsj M dx (por2)
a a a
b b b
= m-.‘ dx < J‘ f(x)dx < MI dx (por2, Teo.3.6)
a a a
b
= m(b -a) SJ‘ f(x)dx < M(b—-a) (porl, Teo.3.6)
a

3
EJEMPLO S.| Probar que 3 SI (X2 —-2x+2)dx <15
0

Solucion
Hallamos los extremos absolutos de f(X)=x>—2x+2 en el intervalo [0, 3].
Puntos criticos: f'X)=2x-2=0 = x=1
Tiene s6lo un punto critico: 1 Y
Evaluamos f en los puntos criticos y en los extremos 5

del intervalo [0, 3]:

f(H)=1, f(0)=2, f(3)=5.
Luego, f(1) =1 es el minimo absolutoy f(3) =5 es

el maximo absoluto.

En consecuencia, se cumple que:
1<x?=2x+2 <5, Vx e [0,3]

Aplicando la propiedad de la acotacion, tenemos:

3 3
13 - 0) sj‘ (2 =2x+2) dx< 5(3-0) =3 sI 2 -2x+2)dx <15
0 0

PRIMER TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO

La derivacion y la integracion, las dos operaciones basicas del Calculo, estan
conectadas a través del siguiente resultado que, por su importancia, es conocido con
el nombre de primer teorema fundamental del calculo.
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| TEOREMA 3.8] Primer Teorema Fundamental del Calculo.

Si f es continua en el intervalo [a, b] y F es la funcién

F(x) = “' f(t) dt, entonces F '(X)= f(X)

., Y
Demostracion f

Caso 1: f es no negativa.

En este caso, por el teorema 3.5, la funcion .

F(x) —I ' f(t) dt .

a X X+Axb X

mide el area de la region bajo el grafico de f en el intervalo [a, X]

Si agregamos a X un incremento AX, el area se incrementa en AF. Sea f(m) el
minimo y f(M) el maximo defen [Xx, X + AX]. se tiene que

f(mAx < AF < f(M)Ax

foy f

F) FO) Fe) %

a f(M)AX b X

a f(mAx b X a AF b X

Dividimos entre AX la desigualdad anterior:
fmy < 2F < fow
AX
Tomando limites en la desigualdad anterior cuando AX — 0:

Lim f(m) < Lim AR < Lim f(M)
AX— 0 Ax— 0 AX AX— 0

. AF .
Pero, Lim — =F'(X) vy, por ser f continua,
Ax = 0 AX

AinLno f(m) =fx) y Lim f(M) = f(x)
Reemplazando estos valores en la desigualdad anterior,
fX)< F'X) < fx) = F'X)=f(x)
Caso 2: T toma valores negativos.
Si ¢ es el minimo de f en [a, b], entonces, paratodo X en [a, b],
f(x)>c obien f(x)—c>0.

Luego, la funcién g(x) = f(X) — ¢ es continua y no negativa.
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of a b X

X
Si G(X) —I g(t) dt, entonces, porelcaso 1, G'(x)=g(x). Pero,

a

G(X)=I g(t)dt=I (f(t)-c)dt =J. f(t)dt—c‘[ dt

a a a a

= FX)—- c(x—2a)
Luego,
F(xX)=G(X) +c(x—a)

Derivando esta igualdad:

F'X) = G'x) +¢c=g9gXx) +c =fx)—c+c=1f(x)

|OBSERVACION. | La conclusién del teorema anterior, con la notacion de
Leibniz, nos dice que:

d [* B
&L f(t)dt =f(x)

COROLARIO.| Si f es continua, h es una funcion diferenciable en [a, b] vy

h(x)

H(X)=_" f(t) dt, entonces H'(x)="T(h(x))h'(x)
a

Demostracion

X
Sea F(x) =I f(t)dt. Se tiene que
a

h(x)
F(h(x)) :J. f(t) dt =H(Xx).

a

Estoes, H(x) = F(h(x)).

Luego, aplicando la regla de la cadena y el teorema anterior, se tiene:

H'(x) = F '(h(x))h'(x) = f (h()h'(x)

Xt
EJEMPLOG.| Halla: a S| &t
dxJ , t+1
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3 t 0t
b. H'(x) si H(x)=I £t c. G'(x) si G(x)=I £ gt
o t+1 i+l
Solucion
d [ "¢ e
a. Por el teorema anterior, — —dt =
dxj o t+1 X+1

t
b. Si hx)=x>y f(t)= te_l se tiene que
+

% ot h(x)
H(x) = I = —I f(t) dt
o t+1 0

Luego, por el corolario anterior,

3 3
e* (3x2) _ 3x%e
X +1

t
c. Si h(x)= Jx y f(t)= te_l se tiene que

+

0 Vx ol h(x)
G(X):I —dt =—I —dt = —I f(t) dt
Jx t+1 0 t+1 0

eVx (lj__ eVx

\/7x+1 m 2(x+ﬁ)

H ') =f (hC)h'(x) =

x> +1

Luego, G '(X)=—f (h(x)h'(X) = —

SEGUNDO TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO

La evaluacion de las integrales definidas mediante sumas de Riemann es lenta y
tediosa. El siguiente resultado, conocido como el segundo teorema fundamental del
calculo, nos proporciona el método mas adecuado y elegante.

| TEOREMA 3.9]| Segundo Teorema Fundamental del Calculo.

Si f es continua en [a, b] y F es una antiderivada de f,
entonces

b
j f(x) dx = F(b) - F(a)

a

Demostracion
b
Por el teorema 3.4 sabemos que existe la integral J- f (X) dx . Por definicion,
a

esta integral es limite de sumas de Riemann. Tomemos una particion de [a, b],
determinada por los puntos:

a=X <X <. ..<X<...<x,=b

Tenemos que
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F(b) - F(@) = F(%,) — F(X)
= [F(xy) = F(xo)] + [F(xp) = F(xoo) ]+ -+ o+ [FOx) = F(xo)]

n

= 2 [F)~Fxp)]
i=1
Por el teorema del valor medio (para derivadas) en cada subintervalo [X;, Xj_;]
existe un ¢j tal que

F(xj) — F(Xj_) = F'(cpxj — Xj_y) = f(cj) Aix

Reemplazando esta igualdad en la anterior se tiene
n
F(b) - F@) = > f(c)Ax
i=1

Observar que la suma de la derecha es una suma de Riemann de f en [a, b].

Tomando limites obtenemos el resultado buscado:

. n b
F(b)—F(aFllélﬁ:O > fe)Ax= j f 00 dx
i=1 a

b
NOTACION. | La diferencia F(b) — F(a) se denota asi: F(X) J . Esto es,
a
b
Fe |, = FO -F@

Ahora, con esta notacion, la conclusion del segundo teorema fundamental del
calculo podemos escribirlo asi:

b
I fx) dx = F(x) ]: =F(b) - F(a)

a

OBSERVACIONES. |

a. El teorema anterior establece una conexion directa entre la integral definida y la
indefinida. Esta conexion se ilustra mejor usando como la antiderivada de f a
la integral indefinida, del modo siguiente:

b b
j f(x)dx= If(x)dx}

b
b. Para calcular la integral definida I f (x) dx , se procede en 2 pasos:

a

Paso 1. Hallamos la integral indeﬁnidaI f(x)dx=Fx)+C

Paso 2. Evaluamos F(b) — F(a). Prescindimos de la constante C, ya que ésta se
simplifica. En efecto: [F(b)+C ] — [F(@)+C ] = F(b) - F(a)
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2

EJEMPLO 7. EvaluarJ. x2dx

0
Solucion

3
X
Tenemos que Ixzdx = ?+ C . Luego, j x2dx = 3

Muchas veces, el calculo de la integral indefinida puede hacerse directamente.

EJEMPLO 8.| Se tiene que:

4 X4 4
a.J‘ (*—6x + 2)dx = [T—3x2+2x}
-2 )

4 4
= (47—3(4)2 +2(4)J -(%—3(—2)2 +2(—2)]: 36

b. sen § d@ = cos@}chosn—cost—l—lz—Z
J o
e a a
dx 1 ;X
c. e } = Lan0) - Lian ') - Bm0= T
J g +X a a |, a a 4a 4a

@

@ €
d. lnxdx=(xlnx—x} =(elne-e) —-(In1-1)=0+1=1
1

In

(ln2 — 1n3) =

X | X
+ ||
— | —
L

&
N | —
N | —
SRR )

9
EJEMPLO 9.] Evaluar I {lz— Jt } dt
t
1

Solucion
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|[EJEMPLO 10.] Hallar el 4rea de la region Q encerrada por la grafica de la
funcion f(X) =+ 5x+4 el eje X, las rectas x=0, x=1.

Solucién ;
1 Y
Sabemos que A(Q) = J. N 5x+4 dx
0 2
Si u=5x+4, entonces du=5dx 'y / 0
1 1
J‘\/ 5x+4dx = gj\/ 5x+4(5dx) = g.[J_u du = 0 T x

= Lyreg= 292 4 - 3(5x+4)3/2 +C
5 15 15

1

1
Luego, A(Q)=J‘ V5x+4dx = (%(5x+4)3/2}
0

_ %(5(1)+4)3/2 _ %(5(0)+4)3/2 54 16 38

4
EJEMPLO 11. EvaluarI Jtintdt
1

Solucion

Usando la formula de reduccion 34, tenemos:
1/2 2 .3/2 21,12
Jthntdt = |t Intdt = 6"t - 2| %t

3 2Int - gtm +C

[SSARN)

N 2 4 16
Luego,J- Jtintdt= [-t”zlnt - —t3’2} =2 1n4 — 28 =4,282,00
| 3 9 .3 9

| TEOREMA 3.10| Propiedad Aditiva de Intervalos.

Si f escontinuaen [a b] y a<c<b, entonces f es
integrable en [a,C] vy en [C,b] ysecumple que:

b c b
I f(x)dx=I f(x)dx+j f (x) dx

Ver el problema resuelto 17.

Demostracion
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EJEMPLO 12.| Hallar el 4rea de la region encerrada por la grafica de la funcion

f(x)=|x+ 1| el gje X, las rectas x=-2, X = 1.
Solucion

1
El area es A=j |X+1 |dX
2

La funcién f(x) = | x+ 1 | es continua en el
intervalo [-2, 1] y, por tanto, es integrable en W
este intervalo. Ademas,

1 X

-Xx-1, x<-1 -2 -1

|x+1]|=
X+1, x>-1

Dividamos el intervalo [-2, 1] en los intervalos [-2, —1] y [-1, 1] para obtener:

A=I_:| X+1 | dx=j _l(—x—l) dx+J‘ 1(x+1) dx

-2 -1

REGLA DE SUSTITUCION PARA INTEGRALES DEFINIDAS

Vamos a extender la regla de sustitucion al caso de las integrales definidas.

| TEOREMA 3.11| Si g es diferenciable en [a, b] y f es continua en el rango de
u = g(x), entonces

b g(b)
I f@Ex) g'x) dX=j f(u)du
a g@@)
Demostracion

Sea F una antiderivada de f. Entonces F(g(X)) es una antiderivada de f(g(x))g'(x).
Por el Segundo Teorema Fundamental del Calculo, tenemos

b
J‘ f(g(x)) 9" (x) dx = F(g(b)) - F(g(a)) (1
a

Invocando otra vez al segundo teorema fundamental del calculo,

9(b)
I f(u)du =F(g(b)) - F(9(a) 2
g(@)
De (1) y (2) obtenemos:

b g(b)
If(g(X))g'(X)dX—j f(u)du

a g(@)
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2 xdx
EJEMPLO 13.| Hallar J‘
0y 2%+ 9

Solucion
Sea u=g(x)= 2x>+9. Entonces

du=6x*dx, x=0=>u=9g(0)=9 y x=2=>u=g(2)=25.
Luego,

2 2 9(2) 25
1 6x-dx =éj‘ d_Ule u_l/zdu

Izﬂh _6xdx
NI N so Yu 6
25 25
1 12 2 1 2
= | 2u = Z|Ju | =={J25-9| =2
2 |, - 3 | -] -

9 9

n/4

EJEMPLO 14.| Hallar J‘ sen?26 cos 260 dO

0
Solucion

Sea u=g(x)=sen26. Entonces du=2cos260d6 y
0 =0 => u=g(0)=sen 2(0)=0. 0 =§: u=g(n/4) )=sen (2(n/4)) = 1.
Luego,

n/4 nl4
J- sen’26 cos 20 d0 = %J. sen’26 (2 cos 26 do)
0 0

4 1
1 j W gy~ L J 2 ZLH 1
2 900) 2 0 21 3 0 6

PROBLEMAS RESUELTOS 3.3

X
2
[PROBLEMA 1.| Evaluar: a. dij e dt b. — | etdt
XJ o

2 2
c.E— et dt d.j (E{€ﬂ)%x
dx J , o LaX

Solucion
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d [ 2 2
a. Por el teorema 3.8: — e dt =e
dxJ ,

b. Intercambiando los limites de integracion y usando el resultado anterior:

0 X
a4 e dt = _d4 et =—e X
dxJ dxJ o

2 2
. 2 d 2
c. La integral J‘ e dt esuna constante. Luego, d_J- edt=0
X
0 0

D d [ 2 —x2
d. Una antiderivada de ™ e es e . Luego,
X

o

Fdr 2 F_aTe P! )
_[ | =l e™ ||ax=|&F ] —e g =t 1=—008
o\ f

[PROBLEMA 2.| Hallar la derivada de cada una de las siguientes funciones:

1. F(x) = J- V1+tdt 2.G(x)= I V1 +tdt 3.Hx= J. V 1+t dt

sen X
Solucion

sen X

u
Sea g(u)=j v 1+t dt, entonces g'(u)= « 1+u®  (Teo.3.8)
0

1. Si h(x) = In x, entonces F(x) = g(h(x)). Luego, por la regla de la cadena,

F ') =g'(h()h'(x) = g"(In )h'() = 1+ (In x)° (j V1+In’x

2. Sih(x) = sen X, entonces

sen X

0
G(x)—.[ Vi1+t? dt =— 1+t* dt =—g(h(x))

0

Ahora, aplicado la regla de la cadena:
G'(X)=—g'(h(x))h"(X) = -+ 1+sen’x (cos x)=—cos xy 1+sen’x

3. Usando la propiedad aditiva de los intervalos:

In x
H(X) = J- V 1+t dt —I V 1+t dt +j V 1+t dt
sen X 0

sen X

sen X

In x
=I V14t dt - 1+t° dt =F(x) — G(X)
0



156 Capitulo 3. La Integral Definida

Esto es, H(X) = F(x) — G(X)

Luego, derivando,

3
H'0)=F'00 — G ') = YHX - oox Tsen’x .
X

N
s 144t

dt

|[PROBLEMA 3.| Calcular I
Solucién
Hacemos el cambio de variable u=1 + \/_t . En este caso,
t=@u-1)7> di=2u-)du y 1-+t=2-u

Ademas, t=4 = u=3 y t=9= u=4. Luego,

j::\/\/:: dt = j:(Z;u)[z(u—l)dU} = 2I :(—u+3—%j du

4
= (—u2+ 6u—41n|u | } — 4> 1
R 4

2n/3

dx
o S+4cosX

[PROBLEMA 4.| Calcular j

Solucion

. . X
Hacemos el cambio de variable z = tan 5 para el cual

cosx=l_Zz y dx = 2 dz
1+2° 1+2°
XZOSZ:mn9 = 7=0; X:ﬂ = z=tan 2n/3 :\/_3
2 3 2
Luego,
J3 2dz
J- 2n/3 dx _ 1+22 :J- NE) 2 dz _ J' NE) dz
5 + 4cos X —72 2 2,42
0 cos . 5+41 z2 0o 9+z 0o 3 +z
1+z
NG
——tanlz} =gta ‘lﬁ— 2t *lozgf_()zf
3 1y 3 3 36 9
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16

Xl/4dX
1/2

|[PROBLEMA 5.| Calcular I
o 1 +X

Solucion

Sea x=2z*. Entonces dx=42°dz, x=0 = z=0, x=16 = z=2.
Luego,

O o) [ 7 z(4az’dz) ., 0, . L)y
= | T - -1+ —|dz
o 1 +X o 1 +12 1+z

0

; 2
=4 r_ Z + tan"'z :§ +4tan"'2
3 0 3

|[PROBLEMA 6.| Calcular j V2+2cos a da
0

Solucion

[ vrreaaa- | mda_jwda
0 0 0

T T
=2 ,/coszgda=2 cosg da
0 2 0 2
a |" T
—4sen—} =4sen — —4sen0=4
2, 2
> dx
[PROBLEMA 7.| Calcular I -
25 +4x—x?

Solucion
J'5 dx _ J'S dx
245 +4x-x 2 9-(x-2)

Seau=x-2.Entonces du=dx, Xx=2=>u=0, x=5 = u=3
Luego,

1 u
=sen  —

5 3 3
J‘ dx :J‘ du | } L
245 +4x-x? 0y 9-u? 3o 2
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158
12 sen”'t
[PROBLEMA 8.]| Calcular ——dt
01—t
Solucién
1 dt 1 s
Sea u= sen t.Entonces du= —, t=0=>u=0, t=— = u= —
1-t2 2 6
Luego,
1/2 -1 /6 5 W6 2
J. Sentdt—J. udu—u—} =T
0 1—t2 0 2 0 72
L ydy

|[PROBLEMA 9. Calcular J-
0yo+4

Solucién
Sea U= y’.Entonces du=3y’dy, y=0 = u=0, y=1 = u=1

Luego,
y*dy 3y*dy

1 _1J‘1 IJ'1 du
jo\/y6+4 3 ol(y3)2+4 3oy w2422

1
L (u+\/u2+4)} L s
3 o 3 2
In3 dX
[PROBLEMA 10.] Calcular j 5
In2 cosh”x
Solucion
In3 dX In3 In3
J‘ > =I sech’x dx = tanh x } =tanh (In 3) —tanh (In 2)
In2 cosh”x In2 In2
B eln3_ e—1n3 eln2_ e—ln2 B 3_3—1 2_2—1 B 1
- g3 o3 N g2 o2 B 3431 - 24071 - g

3
[PROBLEMA 11.| Hallar I ‘xz—l‘dx

-2

Solucién
Sea f(x) = ‘ x* -1 ‘ . De acuerdo a la definicion de valor absoluto:

-1, six*-120
f(x) = ) .
—X“+1, s1 X" —1<0
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Pero, Y
X-120 < xXX>1 < x<-16x>1
y
X-1<0e X<l & -1 <x <1

Por tanto, la funcion f puede escribirse asi:
2 .
x“—=1, six £-1

1
f)=4-x>+1, si —-1<x<l :
1

X>—1, si x > 1

-2 -10

Ahora,

3 -1 1 3
J ‘xz—l‘dx=.[ (xz—l)dx+.[ (—x2+1)dx+'[ (x* —1) dx
-2 -2 -1 1
Fo]  (F ] (5
=2 —-x| + |- +x]| +|= -x
3 -2 3 -1 3 1
93+ -4) 2
3 3 3 3

[PROBLEMA 12.] Mediante una integral definida hallar el siguiente limite:

. S| . 1 1 1
Lim Z— = Lim |—+—+ ... +——
N—>+oo ;T N+Ii no+oo \N+1 N+2 n+n
Solucion
1 1 , 1
En Sj= —+——+. . .+ sacamos factor comun — :
n+l n+2 n+n n

1 1 1 1
S,= + + ...+ —
I+1/n 1+2/n n+n/n)n
Vemos que S, es la suma de Riemann para la funcién f(x) =1L , correspondiente
+ X

a la particion regular del intervalo [0, 1] determinada por

1 i . i
Ax=—; x=—,i=0,1,2,...,n y laseleccion ¢; = X;= —
n n n

En efecto:

4 4 1 1 D1 1 1 1
f(c)Ax = — = = + +.o o —
izl @ i§1 [1+i/n )n iZ::1n+i n+1 n+2 n+n
Luego,

n 1
Lim S :I SR :(ln(1+x)J(l)zln(Z)—ln(l):an

N—+o0 T N+Ii ol+X
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|PROBLEMA 13.]| Hallar el 4rea de la region Q encerrada por el eje X y los
graficos de las funciones y=+/ X+1, y=-—x+5.

Solucion

Hallemos los puntos donde los graficos de las funciones se interceptan.

Ix+l= —=x+5 = x2—11x+24 =0 = x=3 6 x=8

Desechamos la solucion X =8 porque ésta no satisface la ecuacion inicial. Ahora,
para X =3 obtenemos y = 2. Esto significa que ambos graficos se interceptan en el
punto (3, 2).

Por otro lado, el eje X es cortado por el graficode y= + Xx+lenx=-1 yporel
graficode y=—Xx+5 en X=5.

Y
Observando el diagrama vemos que: ¢ ]
AQ) = AQ) + AQy)
P Q Q
ero,
-1 3 5\ X
3 2 217 16
A(Ql)—J- \/x+1dx—(§(x+1)3 } -3
-1 -1

5 X2 5
A(Qz)—J‘ (—x+5)dx—[—7+5x} =2
3 3

Luego, A(Q) = ? + 2 = %

[PROBLEMA 14.] Hallar el 4rea de la region Q limitada por el eje X, la catenaria

X
y=acosh — y lasrectasx=-a, Xx=a
a

Solucion
Y y =acosh X
a X
AQ)= J‘ a cosh — dx
_a a a
X
Sea u= — . Entonces Q
a
dx —-a 0 a x
du= —, xX=-a=> u=-1, x=a= u=1.
a
Luego,
a X a X [ dx !
AQ) = J. acosh — dx = a2j cosh = (—j = azj cosh u du
—a a _a ala _1

1
= a’senh u } = a’[senh (1) — senh (—1)] = 2a® senh (1)
1
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1 -1
= 2a2 (lj = a2 (e_lj
2 e

/2
[PROBLEMA 15.] Probar que % < I / 1+%sen2x dx < w5
0

Solucion

Podemos proceder como en el ejemplo 5, hallando los valores extremos de la

funcién f(x) = f 1+%senzx en el intervalo cerrado [0, Tl'/2]. Sin embargo, con el

animo de mostrar otros caminos, procedemos de otra forma.

Sabemos que, para todo real X se tiene:

—1<senx<1 = 0<sen’x <1 = OS%senzx Sl =

N

1+0<1+lsenx<1+l:>1<1+lsenX£% =

/ 1+—sen X \/7 = 1+Zsen X <£

La desigualdad anterior es cierta para todo X real. En particular se cumple:

5

1 < 1+Zsen X <—, VXe [O,n/Z].

Luego, por la propiedad de acotamlento,

EEE

r
2 4

£ 1+—sen xdx < —
2

|[PROBLEMA 16.| Probar que

b
SI | (0| dx

b
J. f(x) dx

Usaremos la siguiente propiedad del valor absoluto:
|x| <k < -k <x <k

Solucion

Bien, tenemos que:

fO<|fx)| = —[fx)] < fx) <|fX)|

b b b b b
—I |f(x)|dx£j f (x) dx SJ. |f(x)|dx:>“. f (x) dx £I | 0 | dx
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|[PROBLEMA 17.| (Teorema 3.10). Sif es continua en [a,b] y a<c<b,
entonces f es integrable en [a,C] y [c, b] y se cumple:

b c b
j f(x) dx —j f(x)dx+j f(x) dx

Si f es continua en [a, b], entonces fes continua en [a, c] yen [c, b]. Por el
teorema 3.4, f es integrable en [a, €] y en [c, b]. Por otro lado, por el teorema 3.8,
f tiene una antiderivada en [a, b]. Sea F esta antiderivada.

Solucion

Ahora, usando el segundo teorema fundamental del célculo, tenemos que

b
J- f(x)dx = F(b)-F(@) =[F(b)-Fc)] + [F(c) - F@)]

b c c b
—I f(x)dx+j f(x)dx—I f(x)dx+I f(x) dx

PROBLEMAS PROPUESTOS 3.3

En los problemas del 1 al 42, evaluar las integrales definidas

. 4 3
1. 5 dx Rpta. 15 2. I (2+e)dx  Rpta.3(2+e)
J 0
.3 12
3. 4x dx Rpta. 10 4. j (2y-1)dy Rpta. -1
J -2 -1/2
. 1
5. (6u2—4u+1)du Rpta. 6 6. I Rpta. 20
J—1
.2
7. (t-2)dt Rpta. —2 8_[ 3y2 y + 1 dy Rpta. 40
J 0
o 25 4
9. Ju du Rpta. % 10.[ 5V x(x—1)dx Rpta. %
J 1

. 4
11. (L - ljdy Rpta. —1 12.J‘ v Xx— 1dx Rpta. E
1 ﬁ 1 3
P | 4 1

| ewerid  Rpadavzo2 1a| U Rpta.—(S—\/B)
J o 1 vV 4u+9 2

e 1

8
15. x2e* dx Rpta. l(e—l) 16| ——— Rpta. =
3 0 (1 3/2 3
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17. -z dz Rpta. 144 18.J~ InX iy Rpta. 1
J -8 4\/_ 5 1 X 2
. 1 2
19. o Rpta In2 20. J- (3x+4)e*dx Rpta e s
J 1 x(1+Inx) 0 4 4
. 4
2. | ovxy1exJ/x dx Rpta104 22, X Rota 4-2
J 0 a \J 2ax
e In2 oy _ 1
23. € ! i Rptai—e—l 24. I | x| dx Rpta 1
J 1 eX 2 € -1
e 3 2
2
25. ‘x3 ‘ dx Rpta 81 26. j e dx Rpta 0
J -3 2 2
e 3 8 2 11
27. J|x|-xdx Rpta = 28. x> -x|dx Rpta —
J -2 | | p 3 J‘ _1‘ ‘ p 2
o 12 4
29. L Rpta L. 30. I ZL Rpta lni
Jo 1—=2x2 4\/3 3 X7 =3X+2 3
> /2
31. sen (In x) Rpta 1—cos 1 32.! sen’x cos x dx Rpta L
J X 0 12
o /4 4 /3
33. sectx dx Rpta — 34.j cot*x dx  Rpta —+—
Jo 3 /6 o3
e T 4 e 1 eX -
35. ‘cosSX ‘ dx Rpta — 36. dx Rpta tan ‘e —_
J 0 3 J 0 1+62X 4
. e2 e 1
3
37. ox Rpta In 2 38.| 2227dz Rpta
J . XInx Jo 6In2
o 1 e 1
39. | senh’x dx Rpta% senh (2) —% 40. | coshx e*™*dx Rpta e*™!—1
J 0 J 0
1 2
41.-[ _Cosh2X_ gy Rpta LIn (1+ senh (2)) = 1In 1+e——L2
o 1+senh 2x 2 2 2 Qe
1 e2X _ g72x 1
42.J‘ x 2x dX Rpta —1In (COSh (2))
o+ e 2

En los problemas del 43 al 48 hallar el limite dado, expresdndolo como una
integral definida y evaluando la integral.

n H 1
43. Lim ZL = —Z— Rpta. J- X dx =%
0

n—>+ooi:1n n—>+oo ny—;n
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44. Lim Zn:i = Lim lznll— Rpta 1X3dx :l
n—>+oo|:1n4 n— +w n|:1n3 ' 0 4
n 2 n N2 2
. 2 (2i) 2 8
45. Lim 8 — = Lim — Rpta. Xx“dx = —
n— +ow IZI n’ n— +o ni; n2 P jo 3
n n 1
46, Lim Y —" - Lim Ly L Rpta.J. L oa=1
n— +o0 {73 (N+1) n— +o N (14 (i/n)) o (1+X) 2
n
47. Lim 1 1 Rpta. 2(V2 - 1)

n .
48. Lim 23 2"
n—> +oo N5

n— +oo iZI\/—\/ n+i n—>+oo n z\/ 1+(i/n)

2
Rpta. I efdx = e’ -1
0

En los problemas del 49 al 52 hallar la derivada de la funcién dada.

Jx
49. F(x) = I sen (t%) dt
0

0
50. G(x) = .[ ,sen (t%) dt

JX
51. H(X) —j sen (t?) dt
4
—X

1/x
2
52. L(x) =I e dt

tan X

sen X

24 x

Rpta. 4x’sen ( X3 )

Rpta.

X
Rpta. 4XSSen(x8)+Sen
2/ x
1 2 2
Rpta. ——-€ X" _ gec?x g™tan™
X

En los problemas del 53 al 55 probar las desigualdades dadas.

/2

N 7 7 e e
53. 1< dx < — 54. — < sen X dx < —
2 6 n 3

| X245

1
5. 11:_[ Jier ae s 221414
o

/6

2
56.a. Probar: v 1+x° <1+x’,V x>0. Sugerencia: 1 +x° < (1+X3)

b. Usar la parte a para mejorar la desigualdad 55, probando que:

1<j o 1+ a}w:- -

57.aPruebe que: 0<x<1 = 4- 2x*< 4

b Usar la parte a para probar que % J.

1.25

_Xz_ W< 4y
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b -a
58. Si f es continua, probar que: J- f(=x)dx = J- f(x)dx.
a -b

Sugerencia: Sea u =—X

b b+c

f(x+c)dx=I f(x) dx.

a+c

59. Sif es continua, probar que: J.
Sugerencia: Sea U =X +C. :

60. Probar que: I 1Xm (l—x)ndx = I 1Xn (1—X)mdx
Sugerencia: Se; u=1-x 0

/2 /2
61. a. Sif es continua, probar que I f (cos x) dx '[ f(sen x) dx .
0 0

Sugerencia: Sea u =m/2 —X.

n/2 /2
b. Usando la parte a, probar que: I cos’x dx j sen’x dx .
0 0

En los problemas del 62 al 65 hallar el area de la region encerrada por el
grafico de la funcion dada, el eje X y las rectas verticales indicadas.

62. f(X)= x> +1, x=0, x=3 Rpta. 12
63. h(x)=e**, x=0, x=In3 Rpta. 4
64. g¥)=1+Vx, x=1, x=4 Rpta. 23/3
65. f(x)=Inx, x=1, x=¢ Rpta. 1

66. Hallar el area de la region encerrada por el grafico de f(x) = — X2 +9 y el eje X.

Rpta. 36
67. Hallar el area de la region encerrada por el eje X, las rectas x=-1, x=3 yel
arifico de la funcion  f(x) = {XZ st x<1 Rpta. 12
X st Xx>1 3
68. Hallar el area de la region encerrada por el eje X, las rectas x=-1, x=4 yel
grafico de la funcion f(x) = | X3 | Rpta. 247

69. Hallar el area de la region encerrada por el eje X, el eje Y, larecta x =5 yel
grafico de la funcion f(x) = | 2X—6 | Rpta. 13

70. Hallar el area de la region encerrada por los graficos de f(x) = 1/x, g(x) =2X, la

- o 1
recta x= e” y el semieje positivo de las X. Rpta. %-l- 2 In2
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71. Probar que el area de un circulo de radior es r Y

Sugerencia: Tomar la circunferencia x*+y* = r? 0
r 5 -
Observar que A(Q) = j v r? —x? dx W
0
SECCION 3.4

AREA ENTRE CURVAS

CASO 1. RECTANGULOS VERTICALES

Area de una region Q encerrada por dos rectas verticales X =a, X =Dby los
graficos de dos funciones continuas y = f(X) ¢ y = g(x).

Y 4 Y &
h(c)
i 1 9 , 4 1
1 1 | 1
L 1 1 T !
a b X a Xi Ci X; b X
—

A
I TEOREMA 3.12] Sean y=1f(x) ¢ y=g(X) dos funciones éontinuas en [a, b]
tales que f(X) > g(x), V x en [a, b].

Si Q es la region encerrada por las rectas verticales X = a,
x=b ylos graficosde f y g, entonces el area de Q es:

b
AQ) = I [ f)-g(x)] dx

Demostracion

La funcion h(x) = f(x) — g(x), por ser diferencia de dos funciones continuas, es
continua. Por el teorema 3.4, h es integrable en [a, b]. Tomemos una particion

regular de [a, b] de longitud Ax = b;—a. En cada subintervalo [ X;_; , X; ] tomamos

un punto C; y construimos el rectangulo vertical de base AX = X;— X_, y altura
h(c,)=f(c;)—g(c;). Elarea de este rectangulo es

h(c)Ax =[f(c;) - g(c)]Ax
A este rectangulo se le llama elemento de drea. La suma del area de estos
rectangulos nos da una aproximacion al area de Q. El area exacta es:
. 4 b
AQ= Lim Y [f() -ge)]ax= [ [0 -goo]dx

i=1
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|OBSERVACION. | Geométricamente, la relacion f(x) > g(x) en [a, b] significa

que el grafico de f estd arriba del grafico de g. En estos
términos, el teorema anterior nos dice que

b
AQ) = I [funcién superior — funcién inferior] dx
a

El area de una region bajo una curva, tratado en la seccion anterior, es un caso
particular del area de una region entre dos curvas; es el caso g=0.

EJEMPLO 1. | Hallar el area de la region Q encerrada por las rectas x=0,x=1y

Solucion

Observemos que en [0, 1] la funcion

superiores f(X)=—x* +2x+1 y la

los graficos de las funciones
fx)=—x> +2x+1, gx)=x* -1 Y f

Al

L . 3 0 1 X
funcioén inferior es g(x) = X — 1.

Luego,

-1

1

AQ) = Jol[(—x2+2x+1)—(x3—l)] dx =j [—x3—x2+2x+2] dx

xt X 1 11
———?+x2+2x = - +1+2=2

0

29
4 3 12

EJEMPLO 2.| Hallar el area de la region Q encerrada por los graficos de

Solucion

fo=3-x* y gey=x+1

En este caso, los valores a y b, que dan las dos rectas verticales Xx=a y x=Db,
son dados por los puntos de interseccion de ambos graficos. Tenemos:

3-xl=x+1 X2+x-2=0 Y

En [-2,1], la funcién superior es f(x)=3 —x*

y la funcién inferior, g(x) =X+ 1. N\ (x

Luego,

[ e _J’ Xt
AQ) I_Z[B x2) (x+1)]dx [( X2 —x+2)

N
A’
& X+2)x-1)=0 N
&

%

<SS x=-2 6 x=1.

[

1
dx

| I—

-2
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Il
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EJEMPLO 3. | Hallar el area de la region Q encerrada por los graficos de las

funciones

f)=x> —x*=2x vy g(x):%x
Solucién

Hallemos los puntos de interseccion de los graficos: Y
x? —x* - 2x =%x S 4 —4xP - 15x=0

S X4 -4x-15)=0

< X(@Ex-10)(4x+6)=0

5 3
S X =0, x,==, X,=—
1 27 5T T,

Vemos que la region Q esta dividida en dos subregiones disjuntas Q; y Q,. En
Q, la superior es f. En cambio, en Q, la funcién superior es g. Por tal motivo, el

area de estas subregiones debe ser calculada separadamente.

En Q,, f(X) > g(X) paratodo X en [-3/2, 0]. Luego,

0 0
AQ) =I [FeO-g00]dx = [(xt X2—2x)—%x} dx

-3/2 -3/2

0 0
= [x3—x2—1—5x} dx —(lx“—l x3—1—5x2} 17

-3/2 4 4 3 8 13, 064
En Q,, 9(X)> f(x) paratodo xen [0, 5/2]. Luego,

/2 5/2

AQ,) —I a0 - £00] dx —I
0

0

512 5/2
= {—x3+x2+gx}dx =[—lx4+l x3+Ex2} - 137
. 4 A R T

Bx—(x3 - x? —2x)} dx

Por ultimo

AQ) = AQ) +AQ, = 16% " 1.375  1.726 _ 863

192 192 96
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Algunas regiones presentan ciertas simetrias. En este caso, los calculos pueden
simplificarse. El siguiente ejemplo nos ilustra esta situacion.

EJEMPLO 4. | Hallar el area de la region Q encerrada por los graficos de:

1 2
=—X", y=-X"+6
2
Solucion
Hallemos los puntos de interseccion:

%xzz—x2+6<:> X’=4 <& xX=-26x=2 v

La region Q es simétrica respecto al eje Y, el cual divide a
la region en dos subregiones, Q, y Q, de igual area. Por

tanto, el area de Q es el doble del rea de Q,. Luego,

2
2AQ,) =2 J {(-x2 +6)-G xzﬂ dx
0
2 2
ZJ [—§x2+6}dx—2(—lx3+6x} =16
oL 2 2 0

AQ)

EJEMPLO 5.| Hallar el area de la region Q encerrada por el grafico

f)=x"-2x*-3x y el eje X ,

Solucion
Hallemos la interseccion de f con el eje X. ) : 3
X—2x2=3x=0 < x(x+1)(x-3)=0 -0 X
< x=0, x=-1, x=3 Q,

Dividimos la region Q en dos subregiones: Q, y Q,

En Qy, la funcion superior es f(x) = X} —2x% - 3x

y la inferior, g(x) = 0. Luego,

0 0
1, 25 3, 7
AQ )—J. x> —2x* =3x—0 | dx —[—x -3 —Zx } =_
1 _1[ ] 4 3 2 1, 12

En Q,, la funcion superior es g(x) =0 y

la inferior es f(x) =x’—2x*—3. Luego,
3

AQ,) —j 3[0—(x3—2x2—3x)] dx—j [—x3+2x2+3x] dx

0 0
3
45
= (—lx4+zx3+§x2} =
AN
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Por ultimo,

AQ =AQ) +AQy) = T+ = L

CASO II: RECTANGULOS HORIZONTALES

Area de una region Q encerrada por dos rectas horizontales y=¢c e y=d y
los graficos de dos funciones continuas X = f(y), X =g(y).

Y 4 g f
Y1 g f dbF---5
T/ [ ° '

vl B3

c ===

X

X

| TEOREMA 11.13] Sean x=f(y) y Xx=g(y) funciones continuas en [c, d] tales
que  f(y)= g(y) en|c,d].

Si Q es la region encerrada por los graficos de f ydeg y
las rectas horizontales y =c e y =d, entonces

d
A@Q) = j [ f)-9y)] dy

Demostracion

Se procede como en la prueba del teorema anterior, tomando una particién del

. . d-c .
intervalo [c, d] de longitud Ay =——. EIl elemento de 4rea, en este caso, es un
n

rectangulo horizontal de base Ay 'y altura h(y) = [ f(y) — g(y)].

[OBSERVACION.| Geométricamente, la relacion f(y) > g(y) significa que el grafico
de f esta a la derecha del grafico de g. Luego, en estos
términos, el teorema anterior dice que:

d
AQ) = j [funcién de la derecha — funcién de la izquierda] dy
C

EJEMPLO 6.| Hallar el area de la region Q encerrada por los graficos de las

ecuaciones
x=-y+ 1y x=3-y
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Solucién
. . Y
Hallemos la interseccion de los graficos:

yH1=3-y & Yy -y-2-0 & Sz fy)=3-y
7

=~/

Y-2)y+1)=0 &= y=2 6 y=-1 gy)=-y+1 %\

Los graficos se intersectan en: 0 >/3 X
1 l--=-=-=-

El intervalo de integracion es [—1, 2] en el eje Y. En este mtervalo, f(y)=3 — y2

estd aladerecha y g(y)=-Yy + 1 estd a la izquierda. Luego,

2 2
A(Q)—I [ G-y)-(-y+D]dy —j [y +y+2]dy
-1 -1
2
= (_éy3 +%y2 +2yl1 = [—§+2+4j—[§+%—2) = %

| OBSERVACION. | El area de la region anterior se puede calcular también con el
método del Caso I, dividiendo a Q en dos subregiones, por lo
cual es preciso calcular dos integrales.

EJEMPLO 7.| Hallar el area de la region comprendida entre el eje X, la recta

horizontal y =3 y encerrada por los graficos de las funciones
x=y' y x=—yP iy
8 2
Solucion

Hallemos las intersecciones:

14 2.5
-y =—yV+ly o
8y y 2y

yy+10)y-2=0 <

y:()a y= _109 y:2

., , . —
Como la region Q esta entre el eje X, que }
tiene por ecuacion y = 0, y la recta

horizontal y = 3.

El intervalo de integracion es [0, 3] sobre el eje Y. A la region Q la dividimos en
las subregiones, Q, y Q,.

2 2
_ v Syl (L (1, 5 1 oaf 10
AQ) IOK y+2yj (8yﬂdy ( 377 32y}0 6
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1 5 1 5
AQ )—I {—y3—(—y2+—yﬂ dy —J- [—y3+y2——y} dy
), 08 2 , |8 2

3
= (Ly4+ly3 _§y2:| = (ﬂ+9_£j_ (L+§_5j = &
32 3 4 ) 32 4 23 96
Luego,

AQ =AQ +AQY = o+ 22 =37

PROBLEMAS RESUELTOS 3.4

|PROBLEMA 1. |

Hallar el area de la region Q encerrada por la parabola

3
x*=4ay y laBrujade Agnesi y = %, a>0
X" +4a
Solucion
Hallemos los puntos de interseccion:
1 X2 _ 8a3 PN ) Y 5
—X T = = 8
4a x* +4a* o V=
/ X“+4a
x? (x2 + 4a2) =32a’ S

x* +4a’x* -32a*=0 <

(x2+8a2)(x2—4a2):0 =

x’=4a> =>x=-2a 6 x=2a

La region Q esta formada por dos subregiones simétricas, Q; y Q,. Luego,

2a
AQ) =2AQ) =2I [i—ixﬂ dx

o \(xX*+4a’> 4a

2a 1 1 2a
=16a°| ——— dx -—— x%dx
o X*+(2a)’ 2a



Capitulo 3. La Integral Definida 173

|PROBLEMA 2.| Hallar el 4rea de la region Q, que es la interseccion de los

circulos encerrados por las circunferencias:
Ci: X2+y? =4, Cy xX*+y? =4x
Solucion
Y
Hallamos los puntos de interseccion:

4-X2=4x-x’ 4x=4 = x=1>

y=143

Despejamos X en ambas ecuaciones:

Xyt =4 = x=+4-y’
X2+y? =4x = x =2+ 4/ 4-y?

De estas curvas, las que conforman la region de interseccion son:

x=4-y" y x=2-y4-y*

Luego,
V3 V3
A(Q)= J 4-y —( - 4—y2ﬂdy=2J. ~ 4-y*dy —ZI J_dy
-3 -3
J3 V3
=2{l\/4—y2+25enlx} —Z{y} =8_n_2\/73
2 2] 5 5 3

2 2
X—2+ DA es A=mab
b2

Y
b
a
Solucién K— -N
!/

Despejando Yy en términos de X se tiene:

b
y =+ —+a’-x
a

Sea Q la region acotada por la elipse que corresponde al primer cuadrante. La
curva superior de la region Q corresponde al grafico de la funcion

y b a’?-x*,donde 0<x<a
a

Por razones de simetria, el area acotada por la elipse es 4 veces el area de la region
sombreada Q. Luego, el area buscada es:
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a a
A—4I b2 ax —4EI \ a?—x? dx
0@ aJ o

2 a
:49 5\/ 2 324 & gent X :49 0+2 | = rab
a|?2 2 a 0 a 22

|OBSERVACION. | La circunferencia es una elipse en la que a = b = r = radio. En
consecuencia, de acuerdo al resultado anterior, el area del

circuloes mab=mrr=mr>.

[PROBLEMA 4.]| Hallar el 4rea de la region Q acotada por la hipérbola

22
X
—2—y—2:1 y larecta x =2a. Y
a“ b
Solucion
La region Q esta formada por dos subregiones Qi
0 a Q, [2a X

simétricas, Q; vy Q,. Luego,

AQ) =2AQ)

Por otro lado, despejando:  y =+—+/x*—a’ .
a

La region Q, es acotada por:
La gréficade y :E\/ x*—a’ ,elejeX y larecta x=2a.
a

En consecuencia,

2a 2a
A(Q)—z(Ql)—2I LN dY—2bJ. Vx?—a® dy
. a a).
) 2a
_,b E\/ ?_a? —a?ln x+yx* —a’ }
a
a

b | 2a’ a’ b a’
2g |:T\/_3 - 71[1‘23.4‘&\/73 ‘:| —25 |:0 - 71[1 | a |:|

2ab[\/_3 - %m (2+J_3) - %maJ +23b{ %lna}

= Zab[ﬁ—%ln (2+J_3)} = ab[z\/_s—ln (2+J§)J
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|PROBLEMA 5.| Hallar el 4rea de la region acotada por la astroide

3+ y2/3 = g%} ,a>0
Solucion

Despejamos Yy en términos de X:
y== (az/3 —x2/3)2/3 Q,

175

La parte superior de la curva corresponde al -a a x
grafico de la funcion:
2/3
y= (a2/3 3 Xz/s) /

Si Q es la region acotada por la curva 'y Q; es
la region correspondiente al primer cuadrante,
entonces

AQ) = 4A(Q)) = 4'[ a(az/3 _x3 )3/2 dx
0
Haciendo X = a sen36’, se tiene que dx =3a sen>6cos 0d6. Ademas,
Xx=0 =0=asen’d = sen’d =0 = 6=0
x=a = a=asen'd = sen’d =1 = 0 :g
Luego,

/2 3/
AQ)= 4 I (a2/3 ~(a sen36)2/3) / (3a sen26 cos O d9)
0

= 12a2I n/z(l—senzé’)S/z (sen26’ cos 6 d¢9)
0

n/2

—12a2'[ n/z(cos36)((l—coszﬁ)cos o dﬁ)—IZaZI cos*@ sen’0 do (1)
0

0

Aplicando tres veces la formula de reduccion 29 de la tabla de integrales, tenemos:

j(cos40—cos60) do = J‘cos46’ do —jcoséﬁ do
—Icos4¢9 de —[%sen 0 cos’0 + %J‘cos‘W dﬁ}
1 s 1 .
=— —sen fcos @ + — | cos"@ d@
6 6

=— lsen fcos’ O + l lsen 0 cos 0 + 3 cos’0 do
6 6| 4 4

=—lsen Ocos’ O + Lsen900s36’ + l lsenc9cos 0 +l de
6 24 8|2 2
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=—lsen Ocos’ O + Lsen 0 cos’0 + Lsen Ocos 0 + ﬁ +C
6 24 16 16

Finalmente, regresando a (1):

n/2
AQ) :12a2'[ (cos*@ —cos®9) do
0
/2
=12a° [—l sen @cos° 0 +Lsen 0 cos O+ Lsen Hcos 8 + — :3—7ta2
6 24 16 6, 8

[PROBLEMA 6. | Seat > 0. En el circulo trigonométrico x>+ y2= 1 tomamos el

punto P = (cos t, sen t). En la hipérbola x*— y2= 1 tomamos el
punto Py = (cosh t, senh t). Probar que las dos regiones indicadas

. . . . . t
en los graficos tienen igual 4rea y ésta es 5

.

P =(cost, sent)

ar
N :

a. Circulo trigonométrico.

P,=(cosht,senht)

Solucion

Sea S el sector circular determinado por el arco de t radianes. Para calcular su
area no necesitamos usar la artilleria de las integrales, nos basta un simple calculo

elemental. El circulo tiene radio 1 y su area es 7 (1)2 = . Esta area corresponde a

toda la circunferencia, la cual tiene 27 radianes. Luego, el area del sector

. . 1 .
determinado por 1 radian es 2i=5 y el area del sector S, determinado por t
T

radianes, es A(S) :%
a. Hipérbola.
Sea Q la region indicada. Calculamos A(Q)

integrando mediante rectangulos horizontales.
La funcion de la derechaes x= 4/ 1+ y2 senh t

La funcion de la izquierda es la recta que
pasa por el origen y por el punto

P,=(cosht,senht)

Po = (cosh t, senh t). Luego su ecuacion es

_ senhtx N :cosht

cosht senh t
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Luego,

senh t
AQ —j [m—s":j;t y dy}

t

senh t cosh t senh t
= V1+yidy - y dy
senh t
| senh t ht 2 senh t
= X«/l+y2+—ln 44/ 1+y? _goshtl Y
2 2 0 senht| 2 0
_ senh t

h h%t
senht++ 1+senh ‘ cosht t &

senh t 2

1+senh’t + —ln

lsenht cosht + Eln | senh t +cosh t | - %senht cosht

[\S}

el—et elte

+
2 2

[

Ine! =

=—In | senh t +cosh t | = —ln

1 t
2 2

I\)

|[PROBLEMA 7.| Hallar el 4rea de la region encerrada por la curva
y’ = xz(az—xz),a>0

Solucién
Sea Q la region encerrada por la curva y sea Q; la parte de la region Q situada en
el prmer cuadrante. Como la curva es simétrica respecto al eje X y al eje Y, se tiene

que AQ) =4(Q).

. Y
Lacurvacortaaleje Xen x=—a,Xx=0y Xx=a,

La parte de la curva que determina la region Q, es la

grafica de la funcion y =xv/ a’-x>. Luego, Q,

a a
AQ) =4J- xy a2 —x? dx= —ZJ‘ a’ — x> (-2x dx)
0 0

[PROBLEMA 8.]| Hallar el 4rea de la region encerrada poor el lazo de la curva

y> =x*(x+a) Y
Solucion

Sea Q la region encerrada por el lazo y sea Q, la &
parte de la region Q sobre el eje X. Como la curva es -a v
simétrica respecto al eje X, se tiene que

AQ) =2(Q).
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Lacurvacortaaleje X en x=—a y X=0

La parte de la curva que determina a Q, es la graficade y = X’ x+a. Luego,

0 0
A(Q)—2A(Q1)—2j x> x+a dx—zj X2+ x+a dx

Sea x +a = u”. Entonces x=u’—a, dx=2u du. Ademas,
X=—a = u=0vy x=0 = u=\/_a.Luego,

Ja 5 Ja 5
u“—a) u(2udu )= 4 u“(u“—aj du
(v -af u(an=4] w(u-a)

0

AQ) = ZI

0

Ja 7 s 23 Ve
= 4J (u6—2au4+a2u2) du =4/ U200 au N
. 7 5 3 105

PROBLEMAS PROPUESTOS 34

En los problemas del 1 al 7 hallar el &rea de la region encerrada por los
graficos de las funciones dadas y las rectas indicadas.

1. f)= x> +2, gX)=x, x=—-1, x=2 Rpta. 15/2
2. f(x):—éxz,g(x)z—x, Xx=0, x=2 Rpta. 46/27
3y=+x, yzg, x=1, x=4 Rpta. 13/6
4. y=¢e*,y=2x, x=0, x=3 Rpta. e — 10
X 1 1 2

5. y=Inx, y= ———,x=1,x=¢e Rpta. —(2e—e“ +7

y Y= 173 p 8( )
6. y=4x— x>+8, y=x> =2, x=-1,x=2 Rpta. 27
7.y=x>, y=9x, x=1, x=3 Rpta. 16

En los problemas del 8 al 11 hallar el area de la region encerrada por los
gréficos de las funciones dadas y las rectas indicadas.

8. f(y)= ¥y, g(y)=0,y=-1,y=3 Rpta. 28/3
9. f(y):%y2+ 1, gy)=y+5 y=-1,y=4 Rpta. 50/3
10. x=y>, x=y*+2, y=0, y=1 Rpta. 25/12

11. f(y) = 2, gy)=0, y=1, y=¢’ Rpta. 24
y
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En los problemas del 12 al 17 hallar el area de la region encerrada por los
graficos de las funciones dadas.

12. f(x)= x* —4x, g(X)=x—4 Rpta. 9/2
13. y=—x> +2x+ 1, y=2x Rpta. 4/3
14. y= x>, y=4x Rpta. 8

15. y=X+DHX-1)(x-2), y=0 Rpta. 37/12
16. f(x)=x> —6x* +8x, g(x)=0 Rpta. 8
17.y=—x> +2x, y= x> - 6x Rpta. 64/3

En los problemas 18 y 19 hallar el &rea de la region encerrada por las curvas
dadas.

18. x=8+2y— y?, x=3y+2 Rpta. 125/6

19.x = %y3, x=y’ Rpta. 16/3

20. Hallar el area de la region encerrada por la curva ﬁ +J/x=+a y los ejes
coordenados. Rpta. a’/6

21. Hallar el 4rea de la region encerrada por los graficos de f(x) = xe* y g(x) = ex.
€
Rpta. ——1
P 2
22. Hallar el area de la region encerrada por las rectas X = 0, X = 3 y los graficos de
las funciones y=x* +4 e y= X Rpta. 151/12
23. Hallar el area de la region encerrada por las rectas X = 1/2, x =2 y los graficos de

las funciones f(X) = X* y g()=— Rpta. 49/24
X

24. Hallar el area de la region encerrada por los graficos de las funciones:
o2
y=¢€*, y=Inx, y=—x+1, y=-x+e+1 Rpta.7+e—3

25. Hallar el area de la region encerrada por el grafico de f(x) = tang ,eleje X y

las rectas Xx=0, X=m/2 Rpta. In 2
26. Hallar el area de la region encerrada en una semihonda de y=sen X, y el eje X.
Rpta. 2

27. Hallar el area de la region encerrada por Yy = sec X, el eje X y las rectas
— 4, x=n/4 Rpta. 21n(\/_2+1)



