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1.- RECTA TANGENTE.-

Cuando surgen cuestiones concernientes a la razén entre dos cantidades variables, entramos en
los dominios del Célculo Diferencial. Son por tanto objeto de estudio del célculo diferencial temas
como la velocidad (razon entre la distancia recorrida y el tiempo empleado en recorrerla) de una
particula en un momento determinado, la pendiente (razon entre la diferencia de las ordenadas y las
abscisas de dos puntos en el plano cartesiano) de la recta tangente a una grafica en un punto dado de
ésta, etc.

1.1.- IDEA INTUITIVA DE RECTA TANGENTE

Todo el mundo tiene una idea clara de lo que es la recta tangente a una circunferencia en uno de
sus puntos, pero si tratamos de generalizar esta idea a otras curvas nos encontramos con cuestiones
que esa idea no resuelve.
-¢Puede la recta tangente cortar a la curva en méas de un punto?
-¢Puede atravesar la recta tangente a la curva por el punto de tangencia?

A
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Pendiente de una recta secante:

Si h =0, entonces los dos puntos distintos (a, f (a)) y (a+h, f(a+h)) determinan, como en la figura
_ fa+h)-f(a)
- h

siguiente, una recta cuya pendiente es:  m;

(a+h, Fla+h)

flath) - Fla)
R

(@, /(@)

Pendiente de la Recta Tangente:

Como indica la figura anterior, la “tangente” en (a, f (a)) parece ser el limite, en algin sentido, de
estas “secantes”, cuando h se aproxima a 0. Hasta aqui no hemos hablado nunca del “limite” de
rectas, pero podemos hablar del limite de sus pendientes: La pendiente de la tangente (a, f (a))
deberia ser:

fim 4@+ - Ja)

b —0 Iy




1.2.- Definicion 1: (Pendiente de la recta tangente)
Si f es una funcion continua en a, entonces la pendiente m de la recta tangente a la grafica de f en el
punto P(a, f (a)) esta dada por:
m=lim f@a+h)- f(a)

h—0 h
Otra forma de denotar la pendiente de la recta tangente es usando incrementos en lugar de la
distancia h; a continuacion se hace una breve descripcion del significado de los incrementos y
luego se definird nuevamente la pendiente de la recta tangente usando esta notacion.

Incrementos: Cuando una cantidad variable x pasa de un valor inicial xo a otro valor x1, se dice que
ha tenido un incremento. Para calcular este incremento basta con hallar la diferencia entre el valor
final y el inicial. Para denotar esta diferencia se utiliza el simbolo Ax, que se lee "delta x™ y se tiene
que AX = X1 — Xo

El incremento puede ser positivo o negativo, dependiendo de si la variable aumenta o disminuye al
pasar de un valor a otro. Por ejemplo, si el valor inicial de una variable x1, es igual a 3, y el valor
final x2 es igual a 7, el incremento AX = X2 — X1 = 7 — 3 = 4: la variable se ha incrementado
positivamente en 4 unidades. En cambio, si el valor inicial es 7 y el valor final 3, AX =X2— Xz
=3 —7=—4:lavariable ha tenido un incremento negativo de 4 unidades.

El incremento Ax de una variable x es el aumento o disminucidn que experimenta, desde un valor
X = Xo a otro x = x1 de su campo de variacion.

Si se daun incremento Ax a la variable x, (es decir, si x pasa de X = Xo a X = Xo +A x), la funcién
y = (x) se verd incrementada en Ay = f (xo + A x) — f (xo) a partir del valor y = f (xo). El cociente

Ay _ incremento de y
AX incremento de x

recibe el nombre de cociente incremental de la funcién en el intervalo comprendido entre X =Xo a
X = Xo + AX.

Definicién2: (Pendiente de la recta tangente)
Si f es una funcion continua en x1, entonces la pendiente m de la recta tangente a la gréfica de f en el
punto P(xa, f (x1)) estd dada por:

M J 3 AR — Fx)

mix)) =

Ax— 0 1"_"'1.'-'.’

Graficamente se tiene:
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Nota: Esta formula servird méas adelante para la definicion de derivada. En este aspecto, la
derivada de una funcién sirve para hallar el valor de la pendiente de la recta tangente a la curva de
una funcioén en un punto particular.

-Una recta tangente horizontal (paralela al eje x) tiene una pendiente igual a cero.



- La definicién de la recta tangente a una curva no incluye la posibilidad de una recta tangente
vertical. Para éstas, se usa la siguiente definicion:

. . . f AX) — . f AX) —
Sifescontinuaenx; y lim (a+A) - T04) _ L o gim TG A) - )
AX =0 AX AX -0 AX
La recta vertical x =x1, que pasa por (X1, f(x1)) es una recta tangente vertical a la gréfica de f.
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- La recta normal a una grafica en un punto dado es aquella que es perpendicular a la recta
tangente a la grafica en dicho punto. La pendiente de la recta normal estd dada por m, :—}r/n

donde m es la pendiente de la tangente.

- Para determinar la pendiente de la recta tangente a la grafica de la funcién f en un punto dado, la
definicion de la misma nos pide realizar los cuatro pasos siguientes:

1.- Escribir la definicion de la pendiente.

2.- Sustituir en esta definicién la férmula dada para la funcién f evaluadaen x y en X+ Ax.
3.- Hacer las sustituciones algebraicas necesarias hasta que pueda llevarse a cabo el paso 4

4.- Determinar el limite cuando Ax — 0 (Ax # 0 pero muy cercano a cero).

1.3.- Definicidn 3 (Recta Tangente): Se llama recta tangente a una curva en un punto dado a la
recta que lleva la misma direccion de la curva en ese punto.

Ejemplos:

1.- Hallar la ecuacion de la recta tangente a la grafica de ecuacion y = —2x? + 4x en el punto de
coordenadas (1, 2)

Solucion:
i) En primer lugar evaluamos la funcién f en x1 y en (x1 + Ax)
f (x1) = —2(x1)*+ 4x1
f(x1+ AX) = —2(x1 + AX)? + 4 (X1 + AX)
= —2((x1)?+ 2 X1 AX + (AX)?) + 4 x1 + 4AX
= —2(X1)? — 4 X1 AX — 2(AX)? + 4 X1 + 4AX
i) Se sustituye en la formula dada por la definicion 1:

tm J (% HA2) - Fix)

Ax—0 M

iii) Se evalua el limite con respecto a Ax:

lim(-4x —2Ax +4) =—4x -2.0+4=-4x +4
1 1 1

Ax—0

iz =




Por la tanto, la pendiente de la recta tangente en x1= 1 viene dada por:
m (x)=-4x1+4= m(l)=-4.1+4=0 .. m(1l) =0 (recta tangente horizontal).
Iv) Asi, la recta tangente a la gréafica de la funcién f en el punto (1,2) viene dada por la ecuacion
(usando la forma punto-pendiente de la ecuacion de una recta)

y—f(x)=mX-x)=>y-2=0x-1)=>y-2=0=>y=2

Gréaficamente se tiene:

2.- DERIVADA DE UNA FUNCION:

La nocion de derivada tuvo su origen en la basqueda de soluciones a dos problemas, uno de la
geometria y otro de la fisica, que son: el de encontrar rectas tangentes a una curva y el de hallar la
velocidad instantanea de un objeto en movimiento.

Recordemos que la pendiente de la recta tangente en un punto (xy, f(x1)) viene dada por:

e J (3 A= F )
Ax—0 M
La pendiente m de la ecuacion anterior depende de la funcion f y del nimero xi.

mix,) =

El limite utilizado para definir la pendiente de una recta tangente se utiliza para definir una de las
dos operaciones fundamentales del calculo: la derivada.

De esta manera aparece una nueva funcién llamada “derivada de la funcién” f, denotada por f ’

y la definicién de la nueva funcion f’ es:

2.1.- Definicion 4 (Funcion Derivada): La derivada de la funcion f es la funcion f°, tal que su
valor en un nimero x en el dominio de f, es:

f(x) = lim f(x+Ax) - (X
AX =0 A X

si este limite existe. Si el limite no existe se dice que la funcién f no es derivable.

Observaciones:

v" Como f'se deriva de f, entonces f ' se llama “la derivada de la funcidn f  y el proceso para
calcular la formula para f * se llama “derivacion de f .

v Una funcién es diferenciable o derivable en x si su derivada existe.

v' El proceso u operacion mediante el cual se halla la derivada de una funcién se llama
diferenciacion.



v Observa que la derivada de una funcién también es una funcion de la variable x. Esta nueva
funcion proporciona la pendiente de la recta tangente a la grafica de f en el punto (x, f (X)),
siempre que la grafica tenga una recta tangente en dicho punto, es decir:

m (x) =f’(x)

v' f(x) se lee “f prima de x”.

2.2.- Notacion de la derivada:

- Para una funcion dada f, la derivada f ' se designa a menudo por y se lee: “derivada de f

df(x)
X

Ccon respecto a Xx.
- Laderivada de y = f (X) con respecto a x también se puede representar por uno cualquiera de
los simbolos siguientes:

Y by, Do,y t:
dx

Ejemplo:

1. Calcular la derivada de f (x) =4x>—2x+6

Solucion: En primer lugar se evaltaf en x yen Ax

F(x)=4x2? - 2x + 6,
= fE+A)=4x+AX)? - 2(X+ AX) + 6 =4%? + B(AX)X + 4(Ax)? - 2Xx - 2AX +6.
¥y f(x+AX) - F(X)=4%x2 + 8(AX)X + 4(AX)? —2x - 2Ax + 6 — (4x? - 2x + 6);
Fx+Ax) - (X)) =8(Ax)x + 4(Ax)? - 2Ax = Ax(Bx + 4Ax-2) (1)

Sustituyendo, se obtiene:

7= lim AXEx lf‘x ~2) _ lim (gx 4 4Ax —2)=8x+ 4(0)— 2;

fix)=8x-2

2. Hallar la pendiente de la gréfica de f en los puntos (0,0) y (1,8).
Solucion
En el punto (0,0) la pendiente es m (0) = £’(0) =8.(0) -2 =— 2.
En el punto (1,8) la pendienteesm (1) =f’(1)=8.(1)-2=8-2=6



3.- DIFERENCIABILIDAD Y CONTINUIDAD
Si una curva tiene tangente en un punto, la curva no puede dar un salto o tener un pico en ese punto.
La formulacion precisa de este hecho es un teorema importante.

3.1.- Teorema: Sea f una funcién definida en un intervalo que contiene al nimero c. Si f es
diferenciable (derivable) en ¢ entonces f es continua en c.
El reciproco no es cierto; es decir, continuidad no implica diferenciabilidad.

Ejemplo: Demuestre que f (x) = | x| es continuaen x =0 y f’(0) no existe.

Solucion: En primer lugar se define el valor absoluto:
[x si y>0
f(x)=
-X Si X <0
Estudiemos la continuidad de fen x = 0.
- fl0)=0
lim = lim(—x)=0 A Iim = lim (x) =0
x—>0" f(X) X—>0_( ) x—>07" f(X) x—>0+( )
lim =
x—>0_ f (X) O
iii) f(0)= IIng f (X) Asi, lafuncion f es continua en x = 0.
X—>

Estudiemos ahora la derivabilidad de f en x = 0. Para ello introduciremos el concepto de derivadas
unilaterales (similar a los limites unilaterales).

Asi como existen limites unilaterales también podemos hablar de derivadas unilaterales.
A continuacion se dan las definiciones de derivadas por la derecha y por la izquierda de una funcion
en un punto determinado.

3.2.- Derivadas Unilaterales:
Derivada por la derecha: Si f esta definida en x1, la derivada por la derecha de x1 se define como:

f'(x)= lim f(i+Ax) - f(x) oequivalentemente f (x) = Ilim f(Xx) - f(x)
ot AX > 0F A X . XX X=X '

si el limite existe.

Derivada por la izquierda: Si f esta definida en x1, la derivada por la derecha de x; se define como:
f'(x)= lim f(i+AX) - f(x) oequivalentemente f (x) = lim f&) - f(x)

- a0 A X B s X — X, '
si el limite existe.

Una funcién f definida en un intervalo abierto que contiene a x1 es diferenciable en x1 si y s6lo
si f(x)) y f_(x) existenyson iguales.

Con esta informacidn, procedemos a estudiar la derivada de la funcion valor absoluto en x =0

Fli = lim —x—0_ lim —— = lim (-1 = -1
_J:'—}D_ :-'E—D I—.:‘D_ x _x'_:.lj_ | .
-0 (0 no existe
FL0 = lim 2= = lim Z = lim (1) =1

=0t -1 x=0t  x0f



Por lo tanto la funcidn valor absoluto no es derivable en x = 0.

-2 -2 -1 e} 1 2 2

Se puede observar que una funcion no es derivable en un punto donde su grafica cuenta con un
pico, vértice 0 punto angular o también donde cuente con una recta tangente vertical.

¥

m (x1) = f’(x1) no existe

/
/ x

X = X1

_'_'f_'__;ﬂ‘

Resumidamente, podemos decir que una funcion no es diferenciable en un punto determinado
por alguna de las tres razones siguientes:
1. La funcion es discontinua en el punto
2. La funcion es continua en el punto, pero por la grafica de f no se puede trazar una recta tangente
que pase por el punto (como en la gréfica de la funcion valor absoluto en 0)
3. La funcidn es continua en el punto, y la grafica tiene una recta tangente vertical que pasa por
el punto.

Ejemplos: En los siguientes ejercicios hacer lo siguiente: (a) trace la gréfica de la funcion;
(b) determine si f es continua en el punto dado; (c) calcule las derivadas por la derecha y por la
izquierda, si existen; (d) determine si f es diferenciable en el punto dado

2X2—3 i <
1) f(x)= Sboxs<2 2
8x—-11 sI x>2

Solucion:
(k1 Criterios de continuidad

) fi =27 -3=5

2o i) lim f(x) = lim 2x* -3=5
) x].i_}ﬂzl_'_f{.x:l = xli—}ﬂzl"' Bx—11=15,
T no lim flax) =5

i) F(2)=lim iz =3

4 5 » \\D_J 2 3 a4 por lo tanto, 7 es continua en 2.




() Derivadas unilaterales

PR ON

= lim 2(x+2)=2(2+2) = 2(4) = 8

Jix) - @) _ lim M= lim Blx=2) _ lim 8=28

A ey B = Sy il

(dy F'_(2y= 7", (), porlo que se concluye que f es diferenciable en 2

C2xr-T-5 0 2AxX -4 2Ax-x+ D
m ——— = lim ————~ = lim

1—)2_ r— 2 x—¥d- r—2 == -2 x—¥d— (=27

2) f(x)=3x+1l enx, =-1

Solucion:

(kY Criterios de continuidad

b fCD=3Tel=0

.. . 3 _
i) xl;ﬂ_llf(x} xh—>ﬂll dx+1=0
) J=0) = hm Fx) =0

por lo tanto, # es continuaen — 1.

{c) Denwvadas unilaterales

Sy i SAICD Ly, 120

=" x—(-1 =1 x4+ 1 4Lz

Coalz+l 1
= lim = lim ——=
=1 x+1 x+1‘(;¢+1}
_ orr 3f _ 3
f'+|:_1:,= lim M: lim M: lim x+1l_ lim 1
=

I ox-(-N =1t x+1 =1t x+1 _x—:-—1+(x+1;.”3

(d) F no es diferenciable en — 1. La grafica de / tiene una recta tangente vertical en x = -1



(32 -3 si x<2

3) f(x)= =
%L X sioxs2 TRT2
Solucién
¥ (b) Continuidad de f
T8 if(2)=3(2»-3=12-3=9
1ys i) lim f(x)= lim (3x?-3)=9
X—> 2" X— 2"
1o lim f(x) = lim x*=8
X — 2" X — 2+
T° Por lo tanto Iirn2 f(xX) no existe.
T° Luego f es discontinuaen 2
T ] : §

(c) Derivadas unilaterales

N

f @)= lim fO-T@_ jim 3x*-12 _ jim 3(x=2)(X+2) _ Jim 3(x + 2)=3(2+2)=1
X—> 2" X—2 X— 2" X—2 X—2" X—2 X — 2"

fr 2= lim fO=T@_ jim ¥-9_ _» por(l)
x — 2" X—2 x — 2+ X—2

Numerador : lim (x® —9)=( limx) -9=(2})-9=-1
x — 2* x—>2" 3

OF

| Denomin ador :  fim (x—2)= lim x — lim 2 =2 — 2 = 0(através devalores positivos)

x — 2" x — 2" x — 2"

d) f '(2 = f, '(2),enconsecuencia f '(2) no existe, por lo tanto f no es diferenciable en 2.

Ejercicios: Dada las siguientes funciones, determinar si son continuas y derivables en los puntos
dados:

. 2 ..
1.- f(X)=[ 5-6xysl X<3 = oy y-3 2- f(X)JX 48 y<o en x=2

—4-x si x>3 X Si X>2
3.- Hallarel valorde m y n tales que la siguiente funcion sea derivableen en x =—1:

2 .
f(X)J X= sl x<-1 (Se realizara en clase)
1mx+n si x>-1

10



