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A MODO DE PROLOGO

El andlisis numérico es un método que vincula principios matematicos
con herramientas computacionales para resolver problemas muy
complejos. El desarrollo de métodos algoritmicos numeéricos para estudiar
situaciones cuyas soluciones usando formulas o teoremas no son viables o
precisas debido a las caracteristicas de la informacion implicada.

El andlisis usando algoritmos numéricos, organizados en directos,
recursivos e iterativos, permiten la resolucién de problemas en diversas
areas, la inteligencia artificial o el aprendizaje automatico

Su influencia en la resolucion de diversos problemas de ingenieria y la
ciencia del analisis numérico permite genera grandes avances en la
mecanica, las tecnologias de la informacion y la bioingenieria. Los procesos
y manejo de datos necesitan el calculo numérico, y el desarrollo de hardware

y software mas avanzados.
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INTRODUCCION

El andlisis numérico o calculo numérico es el estudio matematico,
aplicando secuencia logicas usando procesos simples para estructurar
algoritmos, que permita obtener soluciones matamatas a calculos complejos,
que se presentan en la vida diaria comun. Henrice lo defini6 como “la
disciplina que se ocupa de la descripcion y andlisis de los algoritmos
numericos para la obtencion de la solucion de un problema matemaético, en el
gue intervienen nameros, ya sea de manera exacta o aproximada”.

El analisis numérico aplica herramienta matematica simple que
permiten otro camino eficaz para la resolucion de funciones algebraicas
(polinomios) o trascendentes; en la que se tiene la ventaja al comparar con
los procesos formales de repetir de instrucciones logicas (iteraciones), esto
facilita obtener resultados muy aproximados a la solucion (grado de error que
se pida). La aplicacién continua de la secuencia légica, que se van tabulando
con cada iteracion nos utilizar herramienta mas actuales (software) faciliten
obtener la solucionar lal problema planteado.

El andlisis numérico se ha beneficiado por el continuo avance
tecnoldgico de las computadoras (computacién). En la actualidad con el uso
de computadores y los teléfonos inteligente, podemos realizar mdailtiples
operaciones al tener accesos a aplicaciones matematicas que nos facilitan
en tiempos muy pequefios resolver calculos algebraicos que ante eran largos
y tediosos.

El andlisis numérico nos permite de forma practica resolver modelos
matematicos, usando los ordenadores (computadora) y actuales teléfonos
celulares, pero el alumno no debe ser dependiente de esta herramienta, sino

sirviese de ella para comprobar los resultados que obtiene.



Adema, la aplicacion de soluciones numeéricas y del desarrollo de las
computadoras, trae como consecuencia la simulacion matematica como una
forma de estudio.

Al comprender que las matematicas, el desarrollo tecnologico estan
muy compenetradas, se observa la importancia de esta rama de las
matematicas como es el andlisis numérico, siendo su mayor desarrollo
durante el siglo XX y al desarrollase la computadoras su aplicacién necesito
un lenguaje (de maquina) propio, por el cual se vincula para usar esta
herramienta.

El Andlisis Numérico como disciplina nacié a medianos del siglo XIX; los
cientificos de esa época desarrollaron los principios y herramientas
fundamentales de Andlisis y del Calculo Diferencial, se establecen las bases
del Analisis Numérico, con el objeto de construir el célculo diferencial,
partiendo de algo mas sencillo (la Aritmética), posteriormente, en el siglo XX,
Con los ordenadores se potencio su desarrollo, buscando obtener soluciones
exactas a determinados problemas, aplicacion este métodos numeéricos,
obteniendo ellos una aproximacién pero con un error lo suficientemente
pequefio y préximo a cero. Por considera importante el tiempo en llegar a la
solucion, el uso de la tecnologia computacional facilito su aplicacion.

A lo largo de este estudio se analizaran algunos métodos que se han
desarrollado con el fin de obtener solucion por aproximacion sucesivas
(iteraciones) de funciones mateméticas lineales y no lineales con sus

ejemplos précticos.



UNIDAD 1

FUNDAMENTOS MATEMATICOS DEL ANALISIS NUMERICO

SISTEMAS DE INFORMACION

Se ha sefialado que el andlisis numérico o calculo numérico es la
rama de las matematicas encargada de crear algoritmos que nos permitan
obtener aproximaciones a la solucion de problemas planteados de forma
matematica. Se diferencia de las expresiones algebraicas se acumulan
nameros que se van acercando a la solucién.

Sefialamos, ademas que el andlisis numérico crecié en uso con el
desarrollo de los ordenadores; Utiles para realizar operaciones matematicos
extremadamente complejas, que realizan sus calculos en numeracién binaria
(Base 2).

El Andlisis numérico la podemos agrupar en dos campos,
unidimensional o multidimensional; son unidimensional el analisis de
ecuaciones lineales, los sistemas de ecuaciones lineales, los sistemas no
lineales, determinar los valores de vectores, entre otros. Pertenecen al
campo multidimensional, la aproximacién de funciones, estudio de las
derivadas e integracion de funciones, la interpolacién, el analisis de ecuacion
diferencial ordinaria y las derivadas parciales de funciones.

El desarrollo tecnolégico de las computadoras, ha incrementado la
aplicacion del Anélisis numérico como rama de las matematicas en la
resolucién de prebles de la vida real y los tiempos para obtener solucion;
esta herramienta permite trabajar con mayor eficacia al estudiar los métodos

que el Andlisis numérico propone, dado que permite manipular un nimero
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mayor de variables y datos que se utilizan para buscar la solucion al
problema que se plantea.

Teniendo como perspectiva, que proporcidon toda la estructura
necesaria mediante procedimientos matematicos basandose en algoritmos
gue nos permiten ejecutar simulacién o realizar calculo numérico mediante

operaciones matematicas muy sencillas.

Célculo de Error

La palabra error va acompafiada de connotaciones que originan
diversas interpretaciones. En uso diario, el error va relacionado a mal
realizado, cuyo resultado esta equivocado, luego debe ser nuevamente
calculado. Para el andlisis numérico (las ciencias e ingenieria), el concepto
error esta vinculado a al margen cercano al valor obtenido al ingresar los
datos en una operacion, no signifigue por ello que los resultados estén
equivocados. Expresado de otra forma, no se pone en duda el método usado
para realizar el célculo, sino la proximidad del resultado obtenido en
comparacioén con el real.

En ingenieria es relevante, ya que los datos usados son de mediciones,
estimaciones, hipotesis y modelos matematicos ideales, experiencia
profesional, entre otras. Es poco probable que eso datos sean precisos, una
pequefia variacion de ellos origena resultados muy diferentes. Si se analiza
la confiabilidad es un algoritmo o procedimiento, es necesario el calculo de
los errores que nace al aplicar el algoritmo, y como afectar los resultados.

La diferencia entre una solucion verdadera y una aproximada
representa un error. En cualquier actividad que se realice profesionalmente,
los errores ocasiona costos, y pueden ocasionar accidentes fatales. Por lo
tanto, los errores se deben:

a. Conocer.
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b. Medir
c. Minimizar
Se debe diferencial basicamente en:
» Precision: El valor obtenido es el valor real
» Imprecisién: El valor obtenido estd muy alejado al el valor real.
» Exactitud: El valor obtenido se aproxima al nimero o de una medida
del valor verdadero.
» Inexactitud: El valor obtenido tiene cierto alejamiento sistemético de
la realidad
Ejemplo:
V2 = 1,414214 Es impreciso e inexacto.
V2 = 1,414213 Es exacto pero impreciso.
V2 = 1,4142135623 Es preciso pero inexacto
V2 = 1,4142135624 Es exacto y preciso.

V2 = 1,414213562373095
Tipos de errores.

Error inherente: Es el error de los datos suministrados, se pueden
presentar por la precision en la obtencion de ellos, por la representacion
numerica, por provenir de célculos previos, entre otros.

Error de redondeo: Es el error cometido cuando el nimero usado
es aproximado por exceso o por defecto, depende la precision de los

calculos previos hechos, por calculadora o computadora.

Error de discrecion: Es el error que nace al transformar un

procedimiento infinito en uno finito.
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Error del modelo matemético: Es el error originado al simplificar
o introducir hipétesis para definir el modelo matematico que representa

el problema real (fisico).

Error humano y/o de la maquina: Es el error que se presenta por
la manipulacién del hombre, tiene diversas fuentes como: mala
transcripcion o interpretacion incorrecta de los datos originales, por
programas de computacion mal hechos y/o mal en el disefio,

implementacion o configuracién de programas o computadoras.

Error visual o del operario: este error se vincula la la forma como

se lee los valores por el operador,

En analisis numérico, los tres dultimos errores estan fuera de
competencia, pero debemos tomarlos en cuenta a la hora de evaluar los

resultados obtenidos.

Clasificaciéon de los errores

Son clasificamos como: Error absoluto, error relativo y error porcentual.

Se analizan usando férmulas muy sencillas. Al realizar una medicién, se
obtiene un valor que llamaremos V, 0 P*, a este valor lo designamos como
aproximado. Se sabe que el valor real o exacto de dicha medicion es V, o p.
Podemos obtener los errores aplicando las formulas:

1. Error absoluto: €, = [V, —V,| = |p — p*|

_ Ve=Vq4l _ Ip-p”

" > | (siempre que V,op # 0).

2. Errorrelativo: €,

3. Error porcentual: €, = 100€,%
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Generalmente, el error relativo es una medida mucho mas

representativa del error, especialmente cuando |V,.| >> 1. Cuando |V,| = 1,

L - €
entonces ambos errores coinciden por lo que se puede escribir €, = 'V—“l

e

En la practica es improbable conocer el valor real V., por lo que no
podemos calcular los errores €,,€.0€,. Luego, ¢Qué error estamos
cometiendo?

Si desconocemos la solucién del problema parece que no hay forma de
saberlo. Partimos de no conocer V, y de que el valor V, fue obtenido por
medicién usando un instrumento cuya precision es &, (por error de medicion,
en nuestro caso, precision se refiere al valor mas pequefio que se puede
medir con el instrumento).

Si tomamos el concepto de error absoluto podemos obtener una idea
del valor dela medida m o V,, = wvalor medido. En efecto, tenemos que:
Em=E,=V.—=V, = V.= V,+ &, que generalizando:

Em=Ea=Vo—=V,l = V,=V,+E,

Al sefalar que el valor de €, puede ser positivo 0 negativo.
Los errores en operaciones numéricos.

Solo se analizara los errores que resulten de célculos numéricos al
realizar operaciones matematicas para obtener la solucion de un problema.

Estos errores nacen al realizar aproximaciones de cantidades
matematicas exactas. Pueden ser errores de truncamiento que resultan al
usar una aproximaciones en un procedimiento matematico exacto, también
se presenta errores de redondeo cuando limitamos las cifras que representa
el nimero que se utiliza para el calculo.

Las calculadoras y ordenadores utilizan o muestran los nimeros en

notacion cientifica normalizada o aritmética de coma flotante (A.C.F). Un
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ndamero esta representado en notacion cientifica normalizada cuando todos
los digitos del nimero estan a la derecha de la coma decimal y este primer
digito es diferente de cero.
Ejemplo:

Si Expresamos el numeral 0,958674x10° en forma normalizada con
cuatro cifras

0,958674x10° = 0,9587x10° + 0,0413x10° = 1,0000x10°

Ejemplo:

2 1 . . ., .
Dado x = s ey=- usando truncamiento y aproximacion a 4 cifras

normalizado para realizar las operaciones aritméticos donde intervienen x e

y.
f1(x) =0,6667x10° y f,(y) = 0,1429x10°

Error absoluto Error relativo

Operacion | Valor Real | Resultado €a

€ = |Vex_Vap| € =—

Vex
17 _4 _4

X+y 21 0,8095 0,2381x10 0,2941x10
11 _5 -4

X-y 31 0,5238 0,9524x10 0,1818x10

2

X.y 71 0,0952 0,3810x10~* 0,4x1073
14 -4 -5

xly 3 4,6667 0,3333x10 0,7143x10

Cambio de bases numérica
Se entiende por cambio de base numérica, el convertir nimeros de un

sistema numérico en otro, ya que con el uso de lo ordenadores se necesita el

proceso que se usa para ejecutar los calculos matematicos. Un sistema
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numérico es una forma sistemética de representar nUmeros con caracteres
simbdlicos y de usar un valor base para agrupar los nimeros de forma
conveniente en forma compacta.

El sistema de nimeros mas comun es decimal, que tiene un valor base
de 10 y un conjunto de caracteres simbdlicos de 0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7,8y 9.
Sin embargo, existen otros sistemas numéricos que pueden ser mas
eficientes para un fin especifico. Por ejemplo, dado que los equipos utilizan
l6gica booleana para realizar calculos y operaciones, usan el sistema de
nameros binario, que tiene un valor base de 2, 6sea dos cifras caracteristicas
o guarismos (0 y 1).

Microsoft Office Excel tiene varias funciones que puede usar para
convertir nUmeros a los siguientes sistemas de numeracién o desde ellos:

Sistema numérico Valor base Conjunto de caracteres simbdlicos

Binario 2 0,1

Hexadecimal 8 0,1,2,3,45,6,7

Decimal 10 0,1,2,3,4,56,7,8,9

Hexadecimal 16 0,1,23,4,5,6,7,8,9,A,B,C,D,E, F

Ejemplo de cambio de base.

Expresar el siguiente numero 395,1325 (dado en base 10) transférmalo
S base 2 y compruebe.
La parte entera se obtiene por |La parte decimal por

divisiones sucesivas, se toma el | multiplicaciones sucesivas, se

residuo toma el entero:

Con: N = Numero entero, Con d = Numero decimal,

D = Divisor o base a cambia, B = Base a cambiar,

C = Cociente entero y nuevo, P = producto obtenido de donde

R = el residuo. La flecha indica el | tomamos el entero que resulte
sentido a escribir la cantidad | (E).

obtenida
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1

N + B = C R d Xx B = P E

395 =+ 2 = 197 10,1325 x 2 = 0,265 0
197 + 2 = 98 110265 x 2 = 0,53 0
98 =+ 2 = 49 0| 053 x 2 = 1,06 1
49 <+ 2 = 24 1) 006 x 2 = 0,12 0
24 + 2 = 12 0| 012 x 2 = 0,24 0
12 + 2 = 6 0| 024 x 2 = 048 0
6 + 2 = 3 0| 048 x 2 = 0,96 0

3 + 2 = 1 1] 099 x 2 = 192 1

1 + 2 = 0 1] 092 x 2 = 184 1

=

El nimero obtenido en el cambio de base es
395,1325=110001011,001000011,

Su comprobacién se obtiene aplicando la formula

N = Z C;B?

Dénde: N = representa el numero a obtener, C; = Coeficiente de el
numero binario obtenido, p = es la posicidbn que ocupa dichos coeficientes,
partiendo de la coma como posicion cero (0) a la derecha negativos y a la
izquierda positivo

110001011,001000011,

Parte entera

Posicion 8 7 6 5 4 3 2 1 0
Numero base 2 1 1 0 0 0 1 0 1 1
Potencia 8 7 6 5 4 3 2 2 0
correspondiente 2 2 2 2 2 2 2 2 2
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Parte decimal

Posicién -1 -2 -3 -4 -5 -6 -7 -8 -9

Numero base 2 0 0 1 0 0 0 0 1 1

271|272 | 23 | 274 | 275|276 | 277|282
1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 | 4 | 8 |16 | 32 | 64 [128 1256|512
Nota: Solo realizamos las operaciones donde el nimero de labase es 1

Potencia
correspondiente

256+128+8+2+1+1+ 1 + L —395+67
8 256 512 512

=395+ 0,130859 = 395,130859
Por lo tanto:
110001011,001000011, = 395,130859
Al comparar el resultado obtenido con el numero inicial, se ve que hay
una pequefia diferencia o error
€m =€, = |V, —V,| =1395,1325 — 395,130859| = 0,001541

El procedimiento que realizamos es igual si deseamos transformar un

ndmero que este en cualquier base a base 10.

Auto evaluacion.

Colo_ca tu numero de cedula cuadricula - AIBICIDIEIE [GTH
matriz, la cual genera los valores que utilizar

en la actividad,

1.- Expresar los numeros ob6enidosen la base indicada:
a. ABCD,EFGH = (xxxx), b. (1010011.010111001), = (xxxxx),
C. BCAH,AAB = (xxxx)g d. AFEBCA, HCAB = (xxxX)1¢
2.- Compruebe los valores obtenidos anteriormente y determine el error
porcentual cometido en la operacién.

3. Calcule los error: (a) absoluto, (b) el error relativo y (c) error porcentual; en

la aproximacion de Vex = m y Vap = 3,1416
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4. En una aritmética de redondeo a cuatro cifras para determinar las raices
de la siguiente ecuacion cuadrética. Calcular el error porcentual de
X2-3X-2=0

Algoritmos

Es una secuencia légica, simplificada, ordenada, vincula a un tema y
verificable de pasos, regla y normas que han de seguirse para obtener la
solucion a un problema. Un programa de ordenador ejecuta normalmente
uno o mas algoritmos. El algoritmo puede expresarse de variadas maneras
en forma grafica, que seflalamos como diagrama de flujo, también en forma
de cddigo denominados seudocodigo o un lenguaje de programaciéon o en
forma explicativa.

Los diferentes problemas que analizamos mediante el Calculo
Numérico son en procedimientos de aproximacion que consisten en
sucesiones de calculos. Estos procedimientos se llaman algoritmos. Un
algoritmo es un procedimiento que describe, sin ambigtiedad posible, una
sucesion finita de pasos que hay que realizar en un orden preciso, iniciando
con la introduccion de datos hasta la obtencién de resultados. Como vehiculo
para describir los algoritmos se usar’a un seudocddigo que especifica tanto
los datos de entrada, como el proceso que se debe realizar sobre los mismos
para la obtencién de los resultados deseados, asi como la forma de salida de
estos ultimos. De esta forma, se puede esquematizar un algoritmo como
sigue:

ENTRADA — PROCESO —— SALIDA

Por ejemplo, un algoritmo para el célculo de la suma de N numeros

reales x4, . . ., XN, €S decir,

ZQIXI == X1 +X2 + "'+XN,
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Puede ser descrito bajo el siguiente pseudocédigo:

ENTRADA:

Paso 1. Entrar N, Xy, . . ., Xp.

PROCESO

Paso 2. Hacer SUM = 0. Paso 3. Parai=1, ..., N, hacer SUM = SUM + xi .
SALIDA

Paso 4. Escribir SUM.

PARAR.

El objetivo general en el campo del analisis numérico es el disefio y

analisis de técnicas para dar soluciones aproximadas pero precisas a

problemas dificiles, cuya variedad se sugiere en lo siguiente:

>

Los métodos numéricos avanzados son esenciales para hacer
viable la prediccion numeérica del tiempo.

El calculo de la trayectoria de una nave espacial requiere la
solucion numérica precisa de un Sistema de ecuaciones de
ecuaciones diferenciales ordinarias.

Las empresas automovilisticas pueden mejorar la seguridad de sus
vehiculos mediante simulaciones por ordenador de accidentes de
trafico. Estas simulaciones consisten esencialmente en la
resolucion numérica de ecuaciones diferenciales parciales.

Los fondos de inversion privados (fondos de coberturas) usan
herramientas de todos los campos del analisis numérico para
intentar calcular el valor de las acciones y los derivados con mayor
precision que otros participantes en el mercado.

Las aerolineas utilizan sofisticados algoritmos de optimizacién para
decidir el precio de los billetes, la asignacion de aviones y

tripulaciones y las necesidades de combustible. Histéricamente,
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estos algoritmos se han desarrollado en el campo de Ila
investigacion operativa.

» Las compafias de seguros utilizan programas numeéricos para el

analisis actuarial.

Los programas suelen subdividirse en partes menores, llamadas
maddulos, para que la complejidad algoritmica de cada una de las partes sea
menor que la del programa completo, lo cual ayuda al desarrollo del
programa. Esta es una practica muy utilizada y se conoce como "refino
progresivo".

Para Niklaus, Wirth: un programa se formado con algoritmos y la
estructura de los datos.

La programacion puede seguir muchos puntos de vista o secuencias,
Osea, diversas maneras de formular la resolucién de un problema dado.
Podemos sefialar algunas de estas forma de la programacion:

»  Declarativas

»  Estructurada

»  Modular.

»  Dirigida a objetos

Historia

El campo del analisis numérico es anterior a la invencion de los
ordenadores modernos en muchos siglos. La interpolacion lineal ya se
utilizaba hace mas de 2000 afios. Muchos grandes matematicos del pasado
se preocuparon por el analisis numeérico, como se desprende de los nombres
de importantes algoritmos como el método de Newton, el polinomio de
interpolacién de Lagrange, la eliminacion gaussiana o el método de Euler.

Para facilitar los calculos a mano, se produjeron grandes libros con

formulas y tablas de datos como los puntos de interpolacion y los
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coeficientes de las funciones. Con estas tablas, a menudo calculadas con 16
decimales o0 mas para algunas funciones, se podian buscar valores para
introducirlos en las formulas dadas y conseguir muy buenas estimaciones
numericas de algunas funciones.

El trabajo candnico en este campo es la publicacion del NIST editada
por Abramowitz y Stegun, un libro de mas de 1000 pé&ginas con un gran
namero de férmulas y funciones de uso comun y sus valores en muchos
puntos. Los valores de las funciones ya no son muy utiles cuando se dispone
de un ordenador, pero el gran listado de formulas puede seguir siendo muy
atil.

La calculadora mecénica también se desarroll6 como herramienta de
calculo manual. Estas calculadoras evolucionaron hasta convertirse en
ordenadores electrénicos en la década de 1940, y entonces se descubri6é que
estos ordenadores también eran Utiles para fines administrativos. Pero la
invencion del ordenador también influyé en el campo del analisis numérico,

ya que ahora se podian hacer calculos mas largos y complicados.
Métodos directos e iterativos.

Consideremos el problema de resolver
3x+4=28

Para la cantidad desconocida “x”

Métodos directo:

24
3X3+4=28 = 3X3=28-4 =>X3=? > X3=8=23>

3 3
X=323=23=2

Para el método iterativo:
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Apliguemos el método de biseccion a
f(x) = 3x® - 24. Los valores iniciales son: a=0, b = 3,

f(a) = f(0) =3(0)3 —24=0—24 = —24,
fb)=f3)=3(3)3-24=81-24=57

Método iterativo
a+b
a b P = — f(a) f(b) f(Pp)
0 3 1,5 -24 57 -13,875
1,5 3 2,25 -13,875 57 10,17
1,5 2,25 1,875 -13,875 10,17 -4,22
1,875 2,25 2,0625 -4 22 10,17 2,32
1,875 | 2,0625 1,96875 -4,22 2,32 -1.97
1,96875 | 2,0625 2,016 -1,11 2,32 0,58

Segun la tabla podemos concluir que la solucion esta entre 1,969 y

2,016. El algoritmo permite resolver cualquier nUmero en ese rango con un

error inferior a 0,02.

Discretizacion e integracién numérica

En una carrera de dos horas, la velocidad del coche se mide en tres

instantes y se registra en la siguiente tabla:
Tiempo 0:20 1:00 1:40

km/h 140 150 180
Una discretizacion seria decir que la velocidad del coche fue constante

de 0:00 a 0:40, luego de 0:40 a 1:20 y finalmente de 1:20 a 2:00.
Por ejemplo, la distancia total recorrida en los primeros 40 minutos es

aproximadamente
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d=vst=140m, LR
= *x { = —_
M h x60min

Esto nos permitiria estimar la distancia total recorrida como

x40 min = 93,3 Kilometros

93,3 kilbmetros + 100 km + 120 km = 313,3 km, que es un ejemplo
de integracion numérica utilizando una suma de Riemann, porque la

velocidad es la integral del desplazamiento.

Problema mal condicionado: Témese la funcién

0 =a-D

Téngase en cuenta que un cambio en x de menos de 0.1 se convierte
en un cambio en f(1.1) =10y f(1.001) = 1000, de casi 1000.

Evaluar f (x) cerca de x = 1 es un problema mal condicionado.

Problema bien condicionado: por el contrario, evaluar la funcion anterior
1

(x—-1)

Cerca de x = 10 es un problema bien condicionado.

Por ejemplo, f(10) = 1/9 = 0.111 y f(11) = 0.1,

Por tanto, cambio modesto en x conduce a un cambio modesto en f(x).

f(x) =

Usando métodos directos podemos calcular la solucién de un problema
en un nuamero finito de pasos. Estos métodos darian la respuesta precisa si
se realizaran en Aritmética de precision infinita. Algunos ejemplos son
la eliminacién gaussiana, el método de factorizacién para resolver sistemas
de ecuaciones lineales, y el método simplex de programacion lineal. En la
practica, se utiliza precision finita y el resultado es una aproximacion de la
solucién verdadera (asumiendo estabilidad).

Por otro lado los métodos directos, no se espera que los métodos

iterativos terminen en un numero finito de pasos. Partiendo de una conjetura
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inicial, los métodos iterativos forman aproximaciones sucesivas
que convergen a la solucién exacta solo en el limite.

Se especifica una prueba de convergencia, que a menudo implica el
residuo, para decidir cuando se ha encontrado (con suerte) una solucién
suficientemente exacta. Incluso utilizando aritmética de precision infinita,
estos métodos no alcanzarian, en general, la solucién en un namero finito de
pasos. Algunos ejemplos son el método de Newton, el método de biseccion y
el método de Jacobi. En el algebra matricial computacional, los métodos
iterativos son generalmente necesarios para problemas grandes.

Los métodos iterativos son mas comunes que los métodos directos en
el analisis numérico. Algunos métodos son directos en principio, pero suelen
utilizarse como si no lo fueran, por ejemplo, el GMRESy el método del
gradiente conjugado. Para estos métodos el nUmero de pasos necesarios
para obtener la solucibn exacta es tan grande que se acepta una

aproximacion de la misma manera que para un método iterativo.

Problemas

Los problemas de esta disciplina se pueden dividir en dos grupos

fundamentales:

» Problemas de dimensién finita: aquellos cuya respuesta son
un conjunto finito de ndmeros, como las ecuaciones algebraicas,
los determinantes, los problemas de valores propios, entre otros.

» Problemas de dimension infinita: problemas en cuya solucion o
planteamiento intervienen elementos descritos por una cantidad
infinita de numeros, como integracion y derivacion numéricas,
calculo de ecuaciones diferenciales, interpolacion, entre otros.

Ademas, este tipo de problemas se divide en tres categorias de

problemas, atendiendo a su naturaleza o motivacién para el empleo del

calculo numérico:

25



% Problemas muy complejos que no poseen solucién analitica.

% Problemas donde existe una solucién analitica, aunque compleja,
por lo tanto no puede explotarse de forma sencilla en la practica.

% Problemas donde existen métodos sencillos pero que requieren una

cantidad de célculos excesiva; mayor que la necesaria para un

método numeérico.

Areas de estudio

El andlisis numérico se divide en diferentes disciplinas de acuerdo con

el problema que resolver.

Célculo de los valores de una funcion

El problema mas sencillo es la evaluacion de una funcion en un punto
dado. Para polinomios, uno de los métodos mas utilizados es el algoritmo de
Horner, que reduce el nimero de operaciones a realizar. En general, es
importante estimar y controlar los errores de redondeo que se producen por
el uso de la aritmética de punto flotante.

La extrapolacién es muy similar a la interpolacién, donde deseamos
hallar el valor de la funciébn desconocida en un punto que no esta
comprendido entre los puntos dados.

La regresion es también similar, pero los datos son imprecisos. Dados
algunos puntos, y una medida del valor de la funcion en los mismos (con un
error debido a la medicidn), se determinar la funcidon desconocida. EI método

de los minimos cuadrados es una forma popular de conseguirlo.

Errores y su consecuencia en los algoritmos
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Los algoritmos usados en los métodos numéricos como consecuencias
del uso de operadores para obtener la solucibn numérica de un problema
matematico, seflalaremos a modo de ejemplo.

1. La capacidad de los ordenadores para almacenar finitos niamero de
digitos, por lo que utilizan el punto flotante 0 nimero de maquina con
su correspondiente error de redondeo.}

2. Calculos que vinculas otros previos, que afecta la precision debido a
gue estos datos no son exacto en algunas ocasiones, luego la
solucion final queda comprometida..

3. Cuando se realiza mucha operaciones se incurre errores de redondeo

El diagrama de flujo

También llamado flujograma o diagrama de actividades es sefalar
graficamente un algoritmo. Se utiliza en varia disciplinas como Ingenieria,
economia, informatica, procesos industriales entre otros.

En Lenguaje Unificado de Modelado (UML), es un diagrama de
actividades que representa las etapas de trabajo paso a paso. Un diagrama
de actividades indica el flujo de control general.

Los diagramas usan simbolos con caracteristicas y significados
definidos, sefialando las etapas (pasos) del algoritmo, y se representa el flujo
de ejecucion mediante flechas que conectan los puntos de inicio y de fin del
proceso.

Para estructurar un diagrama de flujo, se deben realizar las siguientes
etapas:

» Definir lo que queremos obtener con el diagrama de flujo.

» ldentificar quién lo empleara y como.

» Establecer el nivel de detalle requerido.
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Determinar los limites del proceso a describir. De esta manera
quedara fijado el comienzo y el final del diagrama. Frecuentemente
el comienzo es la salida del proceso previo y el final la entrada al
proceso siguiente.

Identificar y listar las principales actividades/subprocesos que estan
incluidos en el proceso a describir y su orden cronoldgico.

Si el nivel de detalle definido incluye actividades menores, listarlas
también.

Identificar y listar los puntos de decision.

Construir el diagrama respetando la secuencia cronolégica y
asignando los correspondientes simbolos.

Prueba para ver errores

Caracteristicas

Segun Gomez Ronddn, Francisco. Afio 1995:

a.
b.

De uso, permite facilitar su empleo.

De destino, permite la correcta identificacion de actividades.

De comprension e interpretacion, permite simplificar su
comprension.

De interaccion, permite el acercamiento y coordinacion.

De simbologia, disminuye la complejidad y accesibilidad.

De diagramacion, se elabora con rapidez y no requiere de recursos

sofisticados.

Tipos de diagramas de flujo

*0

Formato vertical, el flujo y la secuencia de las operaciones, va de

arriba hacia abajo. Donde se lista ordenadamente las operaciones a
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ejecutar en el proceso sefalando las informaciones necesaria a
tomar en cuenta, segun lo buscado.

% Formato horizontal: en él, el flujo o la secuencia de las operaciones,
va de izquierda a derecha.

% Formato panoramico: el proceso se representa completo una sola
carta. Se representa horizontal y vertical las distintas acciones
simultaneas.

% Formato arquitectonico: se indica el itinerario de ruta sobre el plano
arquitectonico del area de trabajo.

% Diagrama de blogues de modelo matematico: usado para
representar sistemas fisicos (reales). Cada bloques del sistema
fisico representa una simplificacion de la realidad, permite analizar
matematicamente el proceso.

% Diagrama de bloques de procesos de produccién: diagrama usado
para indicar las etapas de elaboracion de un producto, sefial la
cantidad de materia prima, los procesos que realizan y el producto

terminado.
Simbologiay significado
Formas comunes

El Instituto Nacional Estadounidense de Estadistica (ANSI, por sus
siglas en inglés) estandarizo para los diagramas de flujo y sus simbolos en el
afnos de 1960. Para el afio 1970, la Organizacion Internacional de
Normalizacion(ISO), adopto los simbolos de ANSI.

Forma ANSI/ISO Nombre Descripcion

) Linea de flujo | Sefala el orden de operacion de los procesos.
(Flecha) Una linea saliendo de un simbolo y apuntando a
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Terminal

Proceso

C
[/
—

Entrada/
Salida

Anotacion
(Comentario)

Proceso
Predefinido

O Conector de
Pagina

Conector
U fuera de
pagina

Segunda formas

otro. Las fechas se agregan si el flujo no es el
estandar de arriba hacia abajo, de izquierda a
derecha.

Indica el inicio o fin de un programa o
subprocesos. Se dibuja, ovalo o rectangulo
redondeado. Contienen la palabra "Inicio” o "Fin",

Representa el conjunto de operaciones que
cambiar el valor, Un rectangulo indicando el
proceso a ejecutar

El rombo muestra una operacion condicional que
determina cuél de los dos caminos tomara el
programa. La operacion es una pregunta de si/no
0 una prueba de verdadero/falso

Indica el proceso de hacer entrar o salir datos, se
representa como un paralelogramo

Indica informacién adicional en una etapa en el
programa. Representado como un rectangulo
abierto con una linea.

Indica, un proceso que ha sido definido otro lugar.

Pares de circulos pequefios (conectores
etiquetados) reemplazan lineas largas o confusas
en la pagina del diagrama.

Un conector etiqueta para usar cuando el objetivo
es otra pagina.

< Ovalo o Elipse: Inicio y Final (Abre y cierra el diagrama).

< Rectangulo:: Actividad (sefiala la ejecucion de una 0 mas

actividades o procedimientos).

< Rombo: Decision (Formula una pregunta o interrogante).

< Circulo: Conector (Indica el enlace de actividades con otra dentro

de un proceso).
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< Triangulo boca abajo: Archivo definitivo (Guarda un documento en

forma permanente).

< Triangulo boca arriba: Archivo temporal (Proporciona un tiempo

para el almacenamiento del documento).

Tercera forma

Circulo: Inicio del Diagrama y Final del Diagrama.

Cuadrado: Proceso de control.

Linea continua: Flujo de informacion via formulario o documentacion
en soporte de papel escrito.

Linea interrumpida: Flujo de informacion via formulario digital.
Rectangulo: Formulario o documentacion. Se grafica con el doble de
largo que su altura.

Rectangulo Pequefio: Valor o medio de pago (cheque, pagaré, etc.).
Se grafica con el cuadruple de largo que su altura, siendo su ancho
igual al de los formularios.

Tridngulo (base inferior): Archivo definitivo.

Triangulo Invertido (base superior): Archivo Transitorio.
Semidvalo: Demora.

Rombo: Division entre opciones.

Trapezoide: Carga de datos al sistema.

Elipsoide: Acceso por pantalla.

Hexagono: Proceso no representado.

Pentagono: Conector.

Cruz de Diagonales: Destruccion de Formularios, y recreacion de

nuevas acciones.
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Cursograma

Se trata de la mas comun y practica entre todas las clases de
diagramas de flujo. Describe el flujo de informacibn en un ente u
organizacién, sus procesos, sistemas administrativos y de control. Permite la
impresion visual de los procedimientos y una clara y logica interpretacion.

Software que disefia diagramas de flujo

Actualmente existe varios software capaces de elaborar diagramas de
flujo. A modo de ejemplo sefialaremos algunos:

> Microsoft Office ofrece tres herramientas Gtiles para la elaboracion
de diagramas. Uno de ellos es Microsoft Word con el que se puede
realizar diagramas de flujo sencillos usando la opcién "Formas" que
tiene un apartado especial para diagramas de flujo. También
Microsoft PowerPoint también posee es opcién. Ademas la
herramienta mas sofisticada , Microsoft Visio, cuenta con esta
opcién y ademas tiene otras que permite la elaboracién de otros
tipos de diagramas como es el caso diagramas UML entre otros
tipos de diagramas de flujo.

> EIl programa eficiente y muy facil de usar Libre Oficce Draw brinda
una solucién rapida para la creacion de diagramas de flujo ademas
de otro tipo de diagramas.

Ejemplo de Diagrama de flujo sencillo:
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[ La lampara no ] for(A;B;C)

funciona D;
A
* FALSE
B
.
D

JEsta
enchufada
la lampara?

No Enchufar
la lAmpara

~
ra
I/RU E

Esta
guemada la
ampolleta?

Cambiar la
> ampolleta

v
9
]
Comprar
nueva lampara ( )

Pseudocddigo

Cuando se trabaja en programacion, antes de escribir el programa, se
debe escribir primero en pseudocddigo. El cual es una forma de escribir los
pasos que va a realizar un programa de la forma mas cercana al lenguaje de

programacion que vamos a utilizar posteriormente.

Se escribe el

; Qué se . rograma en

cQuiere Se escribe en eﬁ Ie?l uaje de
d Pseudocédigo guae a

hacer? programacion

especifico

El pseudocédigo permite posteriormente pasarlo a cualquier lenguaje
de programacion. Por la importancia de esta herramienta, algunas
instituciones educativas y universidades han creado sus propios "intérpretes

de pseudocoddigo”.
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Son utilizadas para brindar ayudar a los estudiantes de cursos iniciales
a crear los programas "pensando en espafiol’, pero ademas les permite,
probar dichos programas desde un entorno “casi real".
Por ejemplo, PSelnt es una herramienta para asistir a un estudiante en
Sus primeros pasos en programacion mediante un simple e intuitivo
pseudolenguaje en espafiol (complementado con un editor de diagrama de
flujo).
Ejemplo de un problema la comparacién de dos numeros escrito en
pseudocadigo:
1. Inicio
2. Inicializar variables: A=0,B =0
Solicitar la introduccion de dos valores distintos.
Leer los dos valores.
Asignarlos a las variables Ay B.

o g bk~ w

Si A — B Entonces vuelve a 3. Porque los valores deben ser
distintos.

7. Si A> B Entonces Escribir “Es el mayor”

8. De lo contrario: Escribir B, “Es el mayor”

9. Fin _Si

10.Fin

Determinar la solucion de una ecuacion de segundo grado

Las ecuaciones de segundo grado y su solucién son conocidas desde la
antigiedad. En Babilonia se desarrollaron algoritmos para resolverla. Su
solucion se determiné de forma independiente en varios sectores del mundo.
Por ejemplo, se sabe que en Grecia, el matematico Diofanto de Alejandria
realizo un procedimiento para resolver este tipo de ecuaciones (aunque su

meétodo soOlo proporcionaba una de las soluciones, aun cuando las dos
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soluciones son positivas). Al matematico Al-Juarismi se le atribuye la primera
solucién completa (o Al-Khwarizmi segun otras grafias), en su Compendio de
calculo por reintegracion y comparacion, realizado en el siglo IX;
solucionando un problema que se habia buscado durante siglos. Finalmente
Evariste Galois conseguir explicar la solucion general las ecuaciones
polinémicas, o saber cuando son irresolubles por radicales, que viene a ser
una generalizacion de los métodos de resolucion de las ecuaciones de
segundo grado.

Una ecuacién de segundo grado, también conocida como funcién
(ecuacion) cuadratica de una variable es una ecuacion que tiene la expresion
general de la forma:

AX?2+BX+C=0
Donde X es la variable, y A, B y C constantes; A es el coeficiente cuadratico
(distinto de 0), B el coeficiente lineal y C es el término independiente.

Este polinomio graficado en el plano, origina una figura denominada
Pardbola. En ella el eje de las abscisas si es cortado por la funcion, el lugar
se conoce como sus raices. Si la parabola no corta el eje X las raices son
nameros complejos, su discriminante es negativo
Ejemplo

Determine las raices de la siguiente ecuacion de segundo grado

2x2—-x—-3=0

Si aplicamos la resolvente cuadratica se tiene

—B +VB%Z — 4AC A=2
X192 = 22 ;ennuetrocasp B = -1
Cc=-3

Reemplazando los valore se tiene:

—(-D+/(-1)2-42)(-3) 1+V1i+24 1+V25 15
2(2) B 4 4 4
_1+5

6 3 ~ A
M= TyTy YXT 4

X12 =
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3
Por lo tanto *1 =73

Xy = -1

Utilizando pseudocddigo para resolver los problemas de ecuaciones de

segundo grado debemos:

>

En primer lugar, realizar una lectura detenida del mismo. Antes de
empezar debemos familiarizarnos con los problemas de ecuaciones
de segundo grado.

Una vez hemos entendido el contexto y el tipo de problema que se
nos plantea. Debemos realizar el planteamiento del mismo.

Si es necesario, realizaremos un dibujo, una tabla, o una
representacion de lo expuesto. Una vez hecho, intentamos identificar
la incognita y los datos que aporta el problema.

Para plantear la ecuacion volveremos al problema y debemos
“traducir” el mismo a una expresion algebraica.

El siguiente paso es resolver la ecuacion.

Por ultimo y muy importante, es interpretar la solucion. En este tipo
de problemas tenemos que buscar la solucién acorde a lo que nos
pide el enunciado. “Nos pueden dar dos soluciones y no siempre las

dos son la correcta”.

Hacer un algoritmo para resolver una ecuacién de segundo grado.

La ecuacion de segundo grado es AX?+BX+C=0ya#0.

Las soluciones o raices de la ecuaciéon son:

—B +VB?% — 4AC
Xi12 = 24

Proceso ecuacion

definir X1, X, A, B, C como real:
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escribir “Digite A, B y C respectivamente (coeficiente)*:
leer A, B, C:
si A<>0 Entonces
x1={-B} + {raiz (BA2 + 4*A*C)/2*A:
X2={-B} - {raiz (BA2 + 4*A*C)/2*A:
Escribir “la solucion de la ecuacion cuadrada es”, X; “y”, Xa:
Sino
Escribir el coeficiente debe ser diferente de cero”:
Finsi:

FinProceso

Otro procedimiento para resolver

El contenido de la raiz cuadrada se denomina discriminante, y
dependiendo de su valor, nos encontraremos con tres posibilidades:

El discriminante es mayor que cero: entonces tenemos dos soluciones
de tipo real.

El discriminante es menor que cero: tenemos dos soluciones de tipo
imaginario.

El discriminante es cero: la Gnica solucion posible es real, de tipo -B/22

El diagrama de flujo que contempla y reacciona a las tres posibilidades,
seguido del cdédigo correspondiente en Python. El cddigo se reproduce
indefinidamente, de ahi el conector en el diagrama de flujo y el while (1) en
Python:
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Inicio

/Introduce a(¢), b(x)y ¢ (inuepenmente)/

discriminante=b?-4*a*c

ddiscriminante <0?

discriminante=-discriminante

l

Solucién imaginaria 1: -b/2a+i*(discriminante®.#)/2a /

i A
/ Solucion dnica: -bj2a / / Solucion 1: (-b+(discriminante?.#))/2a /
Solucién imaginaria 1: -b/2a-i*(discriminante®.?)/2a L
Solucion 2: (-b(discriminante.#))/2a /

Resolver Sistemas de Ecuaciones Lineales:
> Programacion: Puedes escribir un programa que tome las
ecuaciones lineales como entrada y utilice métodos como eliminacion
gaussiana o sustituciéon para encontrar las soluciones.
> Diagrama de Flujo: Representaria los pasos para resolver un
sistema de ecuaciones lineales, como la eliminacién de variables o la
sustitucion.

Ejemplo;
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INICIO

b=1
SUM=0

“LA SUMATORIA
DEL1AL5ES ="
SUM

SUM= SUM+b

b=b+1

Célculo de Angulos entre Dos Vectores:

Matematicamente - Férmula del angulo entre dos vectores

El &ngulo que forman dos vectores
U= (ug up)y v=_(vq, v2)

Se obtiene aplicando la expresion:

u-v
a = Cos ! <ﬁ>
[a] - [v]

La expresion en funcion de sus coordenadas es

_ Up "vyt Uz vy
a = Cos 1(
\/U12 +u22 '\/V12+V22

Ejemplo: Hallar el &ngulo comprendido entre los vectores
u=(3,1)y v=1(0,6)
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Para emplear la formula que permite encontrar el angulo comprendido
entre dos vectores, primero calculamos el producto de los dos vectores
u'v=u;'vy+uy, v, =3:0+1:-6=0+6=6
Calculamos la magnitud del primer vector
[l = Vus? +u2 =32+ (D2 =V9+1= V10
Calculamos la magnitud del segundo vector
V] = Vvi2 +v,2 = /(0)2 + (6)2=vV0 + 36 =V36 = 6

Sustituimos los valores previamente obtenidos, en la formula del

angulo a entre dos vectores.

u;cv; +uy v
1°Vituz v, >=Cos‘1<

e =" ()
= Cos ' (—
Jug?2 +up? -\ vq2 +vy2 10-6 10

Racionalizando la cantidad dentro del paréntesis

a=Cos_1<

(1 Y10 _, (Y10
a = Cos ————=] =Cos —_—
V10 V10 10
Usando calculadora, determinamos el valor «a que satisface la igualdad
anterior es
3,16227766 o o "
a = Cos ! (T) = Cos ~1(0,316227766) = 71,565 = 71 33’ 54,18

Usando Diagrama de flujo:
» Programacion: Puedes usar funciones trigonométricas para

calcular el angulo entre dos vectores en un lenguaje de

programacion.
» Diagrama de Flujo: Mostraria como se calcula el angulo utilizando

férmulas trigonométricas.

Ejemplo:
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Algoritmo suma

l

0 ¢ T}
Dame el nimero 1

.l
numerol{
-
“Dame el nimero 2"/
l

numero2

FinAlgoritmo

Realizar Sumatoria:

En matematica, una serie es la generalizacion de la nocion de suma,
aplicada a los infinitos términos de una sucesion {a,} ={a; +a, + -+ a,},

lo que suele escribirse con el simbolo de sumatoria:

oo
S = a, = a; +a, +az+a,+as+ag..
n=1

Donde a, es el “término general’ de la sucesion, que usualmente se
expresa por medio de un regla, o se obtiene a partir de un algoritmo.

A diferencia de las sumas finitas, las series requieren de herramientas
del andlisis matematico para ser debidamente comprendidas y manipuladas.
El estudio de las series consiste en evaluar la suma de un ndamero finito N de
términos sucesivos, y mediante un paso al limite, identificar el

comportamiento de la serie a medida que N crece indefinidamente

Empleando Diagrama de flujo

Programacién: Puedes escribir un bucle o una funcién que sume una serie

de nimeros.

41



Diagrama de Flujo: Representaria el proceso de agregar los términos de
una serie.

Ejemplo:

!

[suma-o]
[N=o

ISuma 1 aNI

No
@ [Suma N asUMA |
Si

Combinatoria:

Los métodos para realizar el conteo de distintas configuraciones de los
elementos de un conjunto donde se cumplen determinados criterios. Para
ello se debe considerar algunos conceptos, como:

% Poblacién: Conjunto de datos a ser estudiando. Denotamos

con “m” que nos define el nimero de datos de dicho conjunto.

% Muestra: representa el subconjunto de esa poblacion. Denotamos

con “n” que nos define el numero de datos de dicho muestra.

En la muestra se sefalan dos aspectos distintos a considerar:

% Orden: Los datos de la estan o no ordenados.

% Repeticién: La posibilidad en estudio posee datos repetidos o no.

Ejemplo:
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En una clase de andlisis numérico hay 15 alumnos y se desea formar
grupos de estudios 3 personas para realizar una tipo de tarea ¢De cuantas
maneras distintas se pueden agrupar?

Solucion:

La poblacién: Los 15 alumnos

La muestra: Un determinado grupo, por ejemplo: Luis, Maria y Carlos.

¢ Es importante el orden en la muestra?; podemos ver en nuestro caso
no, ya que ordenamos estos nombre de otra forma, sigue siendo el mismo
grupo, 0sea, Luis, Maria y Carlos forman el mismo grupo que Carlos, Maria y
Luis.

¢Puede haber datos (Alumno) repetidos en la muestra? No, son
Alumnos, datos que no podemos repetir, por ejemplo Luis, Luis y Maria no es
un grupo valido

Aplicando la férmula:

m _ m 15! 15! 15-14-13-12!
n n'-(m-n) 3!'-(15-3)! 3!-12! 3:-2-1-12!
Simplificando y multiplicando
Cmn =5°7-13 =455

Cin = Cm = (

Factorial de un numero

Es el producto de los “n” factores consecutivos desde 1 hasta n.

El factorial de un namero natural se denota por n!
n=m)-n-1)-n-2)-..-3-2-1

Propiedades:

» El factorial existe para cualquier entero positivo

» El factorial de un nimero negativo no existe.

» Elfactorial de O esiguala 1 (0! =1).
Ejemplo:

Calcular el factorial de 5
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5!'=5:4-3-2-1=120

Principio fundamental de conteo

Para una labor determinada la pueden hacer de “m” formas diferentes
y, para cada una de esas formas, una segunda tarea puede realizarse
de “n” maneras distintas, entonces las dos tareas puede realizarse de “m -
n” formas distintas.
Ejemplos:

Si tengo 4 camisas y 3 pantalones distintos. ¢De cuantas maneras

diferentes me puedo vestir?
Variaciones

Es cada una de las posibles tuplas (secuencia de valores) que se
pueden constituir a partir de un grupo de datos.

Si tenemos “m” cantidad de datos, podemos formar tuplas con una
cantidad “n” de datos, presentdndose una diversa variedad de alternativas.
Esto dependera de si es posible o no repetir datos en una misma tupla.

Si no se admiten datos repetidos, entonces el nimero de n-tuplas en
gue ninguno de los datos se repiten se llama nimero de variaciones sin

repeticion y las obtenemos mediante la siguiente formula

m!
— n _ — . — . — . —_ . . —
Vm,n—Vm—(m_n)!—m m—-1)-(m-2)-(m-3)-...(m—n+1)
Cuando dentro de cada tupla se puede repetir un elemento mas de una
vez se llama numero de variaciones con repeticion y este resulta ser:

VR, = VRY, = m”
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Permutaciones

Son los posibles ordenamientos de aquellos elementos que forman
parte de un conjunto. Es decir, es un cambio de la manera en la que se
disponen los elementos.

El nimero de permutaciones en un conjunto de “n” elementos es

P, = n!
Ejemplo, existen doce permutaciones del conjunto que tiene A, B,
Celementosy 3!=3-2-1 =y estas son
(A,B,C) (A,B,C) (A,C,B) (B,A,C) (B,C,A) (C,B,A

Permutaciones circulares

Son un caso patrticular de las permutaciones. Se usan cuando los datos
se han de ordenar "en circulo”, (ejemplo, consejo de profesores de un nivel),
de modo que el primer elemento que "se sitie" en la muestra determina el
principio y el final de muestra.

El nimero de permutaciones de “n” datos en este caso es

PC,=P, ;=(Mm—-1)!

Permutaciones con repeticion

Consiste en una permutacion de “m” datos, de los cuales hay varios
gque son iguales entre si. Supongamos que en el conjunto de
los “m” elementos no son todos distintos entre si, sino que el primer elemento
se repite my veces, el segundo se repite m, veces, ..., el n-esimo se
repite m,, veces. De tal manera que

m:m1+m2+m3+”'+mn
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Entonces, el nimero de permutaciones de los datos que se repiten son:
Permutaciones del primer dato: m,!

Permutaciones del segundo dato: m,!

Permutaciones del n-esimo dato: m,,!

Estas permutaciones de datos idénticos son iguales entre si. Y por

tanto, las diferentes formas que ordenar los “m” datos seria
P

mq,my,...m
PRy = ! ! !
mq: "My ..." My!

Combinaciones

Se llama combinaciones de “m” elementos tomados de “n"en “n”
(m > n) a todas las agrupaciones posibles que se pueden realizar con
los “m” elementos de forma que:
No entran todos los elementos
No importa el orden
No se repiten los elementos

Se calcula usando la férmula:

Vinn m!

P, Y (m—n)!

Ejemplos

1 Determine las Combinaciones de 10 elementos tomados de 4 en 4.
10! 100 10-9-8-7-6!

4!-(10—-4)! 4!x6! 4-3-2-1-6!

2 En una clase de 25 alumnos se quiere elegir un comité formado por cinco

Con = Cro4 = =10-3-7 =210

alumnos. ¢ Cuantos comités diferentes se pueden formar?
No entran todos los elementos
No importa el orden: Luis, Juan, Ana, Maria, José

No se repiten los elementos

25! 25! 25-24-23-22-21-20!

Coss =g zs—85) 51200 5.24.3.2.1.200 > 232221
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C25’5 = 53 130

Combinaciones con repeticion

Las combinaciones con repeticion de “m” elementos tomados
de “n”en“n”con m=>n, son los distintos grupos formados por
“n” elementos de manera que:

» No entran todos los elementos.

» No importa el orden.

» Si se repiten los elementos.

Al nimero de combinaciones con repeticion se de denotara por CR},. El
problema, entonces, consiste en determinar el valor de CR},, el cual podemos
calcular con la siguiente férmula:

m+n—1)_(m+n—1)!
n " n!-(m-1)!

donde m y n son enteros y m = n > 0. El nUmero combinatorio de arriba se

CRY, = (

lee como m sobre n.

Mediante Diagrama de flujo se tiene:
» Programacién: Puedes escribir programas para calcular
permutaciones, combinaciones o coeficientes binomiales.
» Diagrama de Flujo: Mostraria los pasos para calcular estas
cantidades combinatorias.

Ejemplo:

47



Pseudocadigo Diagrama de Flujo

. Inicio

2. Declaracion de variables:
N=0.Suma=0

3. Asignacion Contador:
N=N+1

4. Asignacion Acumulador:
Suma =Suma +N

5. SiN = 10 Entonces

6. Escribir Suma

7. De lo contrario. Repetir desde el

paso 3 S
8. Fin Si
' S
8. Fin Fin

Vectores:

En Matematica y Fisica, un vector es cualquier tema matematico que
se puede representar mediante un segmento de recta orientado dentro del
espacio euclidiano.

Un vector es un par ordenado de nameros reales, con un origen fijado
queda determinado a partir de dos elementos (X, y)

» Una semirrectaa partir de dicho origen, es decir,

una direccién hacia la que apunta.

» Un numero no negativo, llamado maodulo del vector y que mide su

tamano.
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Por otro lado, podemos fijar un Sistema de coordenadas del
espacio dimensional; entonces un vector queda univocamente determinado
mediante”n” nimeros, llamados coordenadas del vector. El ejemplo mas
sencillo son las coordenadas cartesianas, un sistema de ’n” ejes reglados
que se suelen tomar perpendiculares entre si.

Fijado el sistema de ejes cartesianos (en otras palabras, un punto
origen y una base) un vector tridimensional queda completamente
determinado por tres numeros, llamados coordenadas cartesianas. Mas
concretamente, dados tres numeros (X, y, z) se puede trazar una flecha o
vector siguiendo estos pasos:

1. Desplazarse x unidades en la direccion del eje X.

2. Desplazarse y unidades en la direccion del eje Y.

3. Desplazarse z unidades en la direccion del eje Z.

4. Trazar la flecha desde el punto origen hasta el de llegada.

En matematicas se define vector como un elemento de un espacio
vectorial. Esta nocion es mas abstracta, ya que para muchos espacios
vectoriales no es posible representar sus vectores mediante el modulo y la
direccion. En particular los espacios de dimension infinita sin producto
escalar no son representables de ese modo. Los vectores en un espacio
euclidiano se pueden representar geométricamente como segmentos de
recta R, en el plano R? bidimensional), o en el espacio R3? (tridimensional).

La definicion usada en fisica de vector como un segmento de recta
orientado (en el plano o en el espacio) es un caso particular de esta nocion.
Es posible describir fenébmenos fisicos mediante magnitudes fisicas
vectoriales como las siguientes:

% La Velocidad de un Auto. No seria suficiente describirla con tan solo

un numero, que es lo que marca el velocimetro, sino que se requiere

indicar la direccion (hacia donde se dirige).
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% La Fuerza que actia sobre un objeto, ya que su efecto depende,
ademas de su magnitud o modulo, de la direccidn en la que actuda.

% El desplazamiento de un objeto, pues es necesario definir la distancia
gue recorre, y la direccién del movimiento, o bien la posicion inicial y

final del objeto.
Suma de vectores

Si tenemos dos vectores U = (u;,u;) Yy V = (vq,Vv,), entonces la suma
deuyves
Uu+v=_u;+vyu;+vy)
En otras palabras, el vector sumade i y U es el vector que resulta de
sumar las componentes respectivas de estos vectores: la primera
componente de i se suma con la primera componente de U, y la segunda

componente de U se suma con la segunda componente de ¥ .
Interpretacion grafica de la suma

Observemos la siguiente grafica que muestra la suma de los

vectores U y U;

w4t

o4
&4

+

=y

Si il y U son dos Vectores libres, entonces para sumarlos graficamente
primero se elige el representante de ¥ cuyo origen es el extremo de U .
Luego, T es el vector cuyo origen es el origen de i y cuyo extremo es el

extremo de .
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Notemos que también se puede elegir un representante de i tal que
su origen sea el extremo de . La suma T tendra el mismo valor, pero ahora

la obtendremos uniendo el origen de ¥ con el extremo de .
Regla del paralelogramo

Lo que discutimos anteriormente como la suma gréfica de los vectores
se conoce como regla del paralelogramo. En particular, si queremos sumar
dos vectores libres con origen en comun, entonces debemos trazar rectas
paralelas a los vectores. De esta forma se obtiene un paralelogramo cuya
diagonal (que inicia en el origen de los vectores) es la suma misma de los
vectores.

Observa la siguiente figura que muestra la regla del paralelogramo.

Resta de vectores

La resta de dos vectores 1 y U simplemente es la suma de i con (es
decir, el opuesto de ). De este modo, si consideramos los componentes
de il y U, entonces la resta esta dada por

U—vV=u+(—V)=(u; —vy,u; —vy)

Gréficamente, la resta de @ y U se obtiene igual que la suma. La Unica
diferencia es que sumamos el opuesto de . Observa la siguiente figura que
muestra la diferencia, se observa que en el extremo de il se coloca el origen

de .
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ta
ts

=y

Observemos que la resta graficamente es el vector que une el extremo
de U con el extremo de il tal y como se puede apreciar en la siguiente

figura:

Producto de vector por escalar

La multiplicacién de un vector il por un nimero k se escribe k = K. El
namero k también se conoce como escalar. Ademas, la multiplicacion por

escalar es otro vector que satisface las siguientes propiedades:
> k tiene la misma direccion que 1.
» Sik es positivo, entonces k tiene el mismo sentido que L.
» Si k es negativo, entonces k tiene el sentido contrario que 1.

» Elmoédulo de k es |kl
Observemos la siguiente figura que representa la multiplicacion

de 1 por 3.

En términos de componentes, si u = (uq,u;), entonces la multiplicacion

por escalar esta dada por
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ku = (kuy, ku,)
Ejemplos de ejercicios con vectores
Consideremos los vectores i = (—3,4) y v = (3,—1). Entonces:
a. La suma esta dada por:
u+v=(-3+3,4—-1)=(0,3)
b. La resta es:
i-v=(-3-34-(-1))=(-6,5)
c. El opuesto de 1 es:
-u=-(-3,4)=(3,-4)
d. El producto escalar de ¥ por 2 esta dado por:
2u=2(3,-1) = (6,—-2)

Mediante Diagrama de flujo

» Programacion: Puedes usar arreglos o estructuras de datos para

representar vectores y realizar operaciones vectoriales.

» Diagrama de Flujo: Representaria como se manipulan los vectores

(suma, producto escalar, producto cruz, etc.).

Ejemplo:

( Inicio )

v

suma = 0O |

| suma = 10 + 20 |

*

C Fn D
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Funciones Exponenciales Utilizando Series:

Ademas de funciones lineales, cuadraticas, racionales y radicales,
existen las funciones exponenciales, Tienen la forma f(x) = b*, donde b > 0
y b # 1. Al igual que cualquier expresion exponencial, b se llama base y x se
llama exponente.

Por ejemplo, una funcion exponencial es el crecimiento poblacional de
un pais, también el crecimiento de las bacterias.

Analizaremos el crecimiento de una bacteria que se triplica cada hora.
Si comienzas con 1 bacteria, tendras 3* bacterias después de x horas. Esto
se puede escribir como f(x) = 3%.

Alinicia: f(0)=2°=1

Pasada 1 hora: f(1)=3'=3

A las 2 horas: f(2) =3%=9

Después de 3 horas: f(3) = 3° = 27

Y asi sucesivamente

Segun la definicion f(x) =b*y las restricciones deb> 0 yb# 1, el
dominio de la funcién exponencial es el conjunto de todos los numeros
reales. El rango es el conjunto de todos los nimeros reales positivos.

La siguiente gréfica de la funcion f(x) = 2* nos permite sefialar:

'l

10

8

8 -6 -4 7-:2 0 2 4
» El Crecimiento: Su grafica tiende a acerca mucho al eje x cuando se
aleja de cero por la izquierda, pero nunca toca el eje x. y su valor se

hace mas grande cuando se aleja del cero por la derecha
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Ejemplo

» Lafuncién en cero esigual a1l

» Su dominio son los nUmeros reales.

» Su rango son lo nameros reales positivos.

Graficar el creciente de nuestra bacteria f(x) = 3.

Empieza con una tabla de valores.

X | f(x) Puntos
1 1
2| g | (23
1 1
3 | B (-13)
0 1 €(0,1)
1 3 D(1,3)
2 9 E(2,9)

Grafica los puntos.

10

8

La funcion exponencial

10

8

0

2

4

Si graficamos tres funciones con base diferentes, por ejemplo

f(x) = 2%, f(x) = 3"y f(x) = 4* obtenemos.

Se observa que una base mas grande hace mas empinada la gréfica.

Una base mayor, su grafica se acerque al eje y por x > 0y mas cerca al

eje x por x < 0. “Todas las gréficas pasan por (0, 1)’

Decaimiento exponencial

55



Recordamos que para las funciones exponenciales, b > 0, pero b # 1.
En los ejemplos anteriores, b > 1. {Qué pasa cuando b estaentre 0y 1, 0

<b<1?

. . 1\*¥
Graficamos la funciones: f(x) = (E)

X | f(x) Puntos Grafica los puntos. La funcion exponencial
2| 4 A(-2,4) \
-1 2 B(-1,2) B \ e
0| 1 €(0,1) : Ve
1 1 6 \ 6
= D\1,5
1 2 ( 2) . 4 \.\ 4
1 1 2 \ 2
2| 5 | E(3) s
4 4 ol ® o \\0.\‘--'__,
-8 -6 -4 -2 0 2 4 -8 -6 -4 -2 0 2 4

Observa que la forma es similar a la forma cuando b > 1, pero esta vez
la gréfica se acerca al eje x cuando x > 0, en lugar de x < 0. Esto es un
decaimiento exponencial. En lugar de que los valores de la funcion “crezcan”
conforme aumentan los valores de x, como sucedia antes, los valores de la
funcién “decaen” o disminuyen conforme los valores de x aumentan. Se

acercan cada vez mas a 0.
Aplicando funciones exponenciales

Las funciones exponenciales son utilizadas en diferente contextos,
como el interés compuesto (dinero), crecimiento poblacional y decaimiento
radioactivo. La mayoria de esta funciones no es exactamente de la forma f(x)

= b*. Normalmente, ésta se ajusta sumando o multiplicando constantes.

mt
Por ejemplo, la formula del interés compuesto es C; = Cy (1 +ﬁ) :

donde C, es el Capital invertido (la inversion o aporte inicial) y C; es la
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cantidad de dinero que tendras, con interés, al final de t afios, usando la tasa

de interés anual de r (expresado como un decimal) y m periodos por afio. En
este caso la base es el valor representado por la expresion (1 +i) y el
exponente es mt (un producto de dos valores).
Ejempilo:

Si inviertes 2.000 $ en una cuenta que paga 4% de interés,

cuatrimestral, ¢ cuanto dinero tendras después de 4 afios?

Solucion

Datos Formula Operacion

Co = C 0,04\ **
2000 § e (1+L)mt cf=2.000(1+ 2 )
r=0.04 0 m =2.000(1,01)®
m=4 ) C; = 2.000(1,172579)

t = 4 afios C; =2.345,16 $

Cf =?

Mediante Diagrama de flujo:
» Programacién: Puedes escribir programas que aproximen
funciones exponenciales utilizando series de Taylor o Maclaurin.
» Diagrama de Flujo: Mostraria los pasos para calcular la
aproximacion de una funcién exponencial mediante una serie.

Ejemplo:

Diagrama de flujo

Punto de inicio del

programa
y - 4 Entrada de datos 2,3
Proceso
Salida
Cm D Fin
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Estudios de Matrices:

Se denomina matriza todo conjunto de numeros 0 expresiones

dispuestos en forma rectangular, formando filas y columnas. Este seria un

1 3 -1 0
M=(2 0 5 -3
3 -2 1 0
Cada uno de los nimeros en la matriz se denomina elemento. Asi, los

ejemplo de una matriz

elementos de la primera fila de la matriz escrita anteriormente serian lo
nameros (1, 3, -1, 0).

La dimension de una matriz es el numero de filas y columnas que
posee.

Una matriz My, Significa que posee m filas y n columnas (siempre el
subindice de la izquierda indica las filas y el de la derecha las columnas) en
cambio a;j indica un elemento cualquiera de la misma, que se encuentra en la

e

y en la columna “”. Un elemento se distingue de otro por la posicion

({44
|

fila

gue ocupa, es decir, la filay la columna a la que pertenece.

11 az - 1n
_ 21 gy - - 24
1 U2 -0 Qpyn

Ejemplo:
Para la matriz
1 3 -1 0
M=(2 0 5 -3
3 -2 1 0
Tenemos que sus elementos, al distinguirlos por posicion, serian
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a; =1 a;; =3 a;3=-1 a4 =0 A =2 a =0
a3 =5 Ay = —3 az; =3 azy; = —2 a3 =1 az, =0
Ademas, su dimensién es de 3 filas y 4 columnas, por lo tanto podemos
denotar a M como M, 0 (azy).
Dos matrices son iguales cuando tienen la misma dimension y los elementos
que ocupan el mismo lugar en ambas, son iguales. En forma matematica, si

tenemos las matrices Ay B

air a2 -+ Ay bit b1z -+ by

azr az .- Ay, bat ba2 - by
A= | o . B= .

Ul Gm2 - Qg E]'}:rl bpz o E}pq

Entonces Ay B son iguales si m = p, n = q y (a;) = (b;) para

cualquier 1y J.
Ejemplo:
Dadas las matrices

1 2 1 1 2 1 1 2 1
A=10 1 5 B=({0 1 5 C={0 0 5
7 3 1 7 3 1 7 3 1
Tenemos que A y B son iguales ya que tienen la misma dimension y los
elementos de las mismas posiciones también son iguales. Sin embargo, A y
C no son iguales ya que a;; = 1, pero cy; = 0, por lo tanto a,, # cy;.
Operaciones de matrices
Suma de matrices
Dadas dos matrices de la misma dimension, A = (a;;) y B = (b;), se

define la matriz suma como: A+ B = (a,-,-+b,-]-). Es decir, aquella matriz
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cuyos elementos se obtienen sumando los elementos de las dos matrices
que ocupan la misma posicion (suma elemento a elemento).
Ejemplo:

Dadas las matrices

2 1 3 -1 3 -4
A= (—2 0 4) B = ( 6 -1 2 )
6 —4 2 -3 -2 1

Su suma estaria dada por

2 1 3 -1 3 -4 2—-1 1+3 3+4
A+B=|-2 0 4)]+{6 -1 2 |=(-2+6 0-1 4+2

6 —4 2 -3 -2 1 6-3 —4-2 2+1
1 4 7
A+B=|4 -1 6)
3 -6 3

Propiedades
» Asociativa: Dadas las matrices A, B Y C se cumple que:
A+(B+C)=(A+B)+C
» Elemento neutro: Existe una matriz, denotada por 0, tal que para
toda matriz A, si hacemos su suma obtenemos
A+0=0+A=A
Los elementos de la matriz 0 son puros ceros.
> Inverso aditivo: Para toda matriz A, existe una matriz —A = (—a;),
llamada inverso aditivo de A, la cual cumple que
A+(-A)=A—-A=0
Los elementos de la matriz -A son los elementos de A multiplicados por
(-1).
» Conmutativa: Dadas las matrices A y B se cumple que.
A+B=B+A

Producto de un nimero real por una matriz
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Dada una matriz A = (ai,-)y un numero real k € R, se define el producto
de un nimero real por una matriz: a la matriz del mismo orden que A, en la

gue cada elemento esta multiplicado por k, en otras palabras KA = (k . aii) .

1 4 7
A= (4 -1 6)
3 -6 3
y el escalar real 2, la multiplicacion estaria dada por
1 4 7 2() 24 2(7) 2 8 14
2A =2 (4 -1 6> =(24) 2(-1) 2(6) |= <8 -2 12)

3 -6 3 2(3) 2(-6) 2(3) 6 -12 6

Ejemplo:

Dada la matriz

Propiedades
» Asociativa escalar: Dada la matriz Ay los escalaresayb, se
cumple que
a-(b-A)=(a-b)-A
» Distributiva en los escalares:Dada Ila matrizAy los
escalares a 'y b, se cumple que
(a+b)-A=a-A+b-A
» Distributiva en las matrices: Dadas las matricesAyB vy el
escalar a, se cumple que
a-(A+B)=a-A+a-B
» Escalar neutro: Dada la matriz A y el escalar 1, se cumple que
1-A=A

Producto de matrices

Dos matrices A y B se dicen multiplicables si el nimero de columnas

de A coincide con el niumero de filas de B.
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La multiplicacion de dos matrices multiplicables Ay, Y Buxp €S Una nueva
matriz, C,x, que tiene la misma cantidad de filas que A y la misma cantidad
de columnas que B.
Amxn * Bnxp = Cinxp

El elemento ¢;; de la matriz producto se obtiene multiplicando cada
elemento de la fila i de la matriz A por cada elemento de la columna j de la
matriz B y sumandolos (c;; = Y4 (ay, - byj)).
Ejemplo:

Dadas las matrices

2 1 3 -1 3 -4
A= <—2 0 4-) B = ( 6 -1 2 )
6 —4 2 -3 -2 1

Su multiplicacion estaria dada por

2 1 3 -1 3 -4
A-B=|-2 0 4)-|6 -1 2
6 —4 2 -3 -2 1

@ED+ME+B)(-3) @) +MED+BI(=2) @)D+ MWR)+ )
A-B=|(=2)-D+(0)(6) + (D(-3) (-2)B)+ (0D + D(-2) (-2)(—4) +(0)(2) + (1)
@D+ (N6 +(2)(-3) (6)B)+ (N1 +(2)(-2) (6)(-4) + (-H(2) +(2)(1)

-2+6-9 6—-1-6 -8+2+3 -5 -1 -3
-A-B=(2+0—12 -12+0-8 8+0+4)=<—10 -20 12)
—-6—-—24—-6 18+4—-4 —-24-8+2 -36 18 -30
Propiedades
» Asociativa: Dadas las matrices A, B y C, se cumple que
A-B-CO)=(A-B)-C
» Elemento neutro: Dada la matriz A4, €Xiste una matriz I, tal que
se cumple que
A-I=1-A=A
En donde la matriz “I” tiene puros 1 en la diagonal y O en cualquier otra
posicion
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No es conmutativa: Dadas las matrices Ay B, para la mayoria de los
casos se cumple que
A-B+B-A.
» Distributiva del producto respecto a la suma: Dadas las
matrices A, B y C se cumple que
A-(B+C)=A-B+A-C
(B+C)-A=B-A+C-A
.Matriz inversa
Sea A,,,, Una matriz con la misma cantidad de filas que de columnas. Si
existe una matriz, denotada por A~1, que cumple que:
A-A1=A1-4=1
en donde “I” es el neutro multiplicativo, decimos que A es invertible o
regular. Ademas, a A~! la llamamos matriz inversa de A.
Ejemplo:
Dada la matriz

110 Su matriz inversa esta 1 0 -1
A=[1 0 1 Al=l0 0 1
01 0 dada por 1 1 1

Para comprobarlo, veamos que
. ((1)(1)+(1)(0)+(0)(1) (1)(0) + (1)(0) + (0)(1) (1)(—1)+(1)(1)+(0)(1)>
A-Al=

(D) +(0)(0) + W=D (1)(0) +(0)(0) + (DA DD +(0)(D) + (D(D)
(0)(1) + (1)(0) + (0)(=1)  (0)(0) + (1)(0) + (0)(1) (0)(—=1) + (D(D) + (0)(D)

1+0+0 0+0+0 —-1+1+4+0 1 0 0
A-Al=(140-1 0+0+1 —-140+1]=|0 1 0]|=1I
0+0+0 0+0+0 O0+1+0 0 0 1
Propiedades

(A . B)—l — A—l . B—l
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A H1=A

1
k-A)1==-A"1
( ) T

(ADHt=(@ah"
Tipos de matrices
< Matriz fila
Es una matriz constituida por una sola fila.
A =[011 A1z ... Qqy]
Ejemplo:
A=[1 2 3 4 5]

«» Matriz columna

Ejemplo:

¢+ Matriz rectangular
Aquella matriz que tiene distinto niumero de filas que de columnas,

siendo su dimensiéon mxn, m=n.

d11 412 ° Ap
a a cee a
a= |t ot A
dm1  Am2 t Amn

Ejemplo:

1 -1 0 2
A=1|0 3 -1 -2
3 4 -2 0
++ Matriz cuadrada

La que poseen el niumero de filas y columnas iguales.
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Los elementos de la forma a;; forman la diagonal principal.

La diagonal secundariala forman los elementos cuyos subindices
cumplenconi+j=n+1.

11 di1z - 1

21 a2 - 125
ALIK. — .

,] p2 - (

Ejemplo:
2 1 8
A= (0 -1 —2)
1 4 0

Todos los elementos son cero (0).

«» Matriz nula

11 a2 - ln
(121 a2 - 3y
L B B a

Tt

en donde a;; = 0 paratodoiy j.

0 0 O
A=10 0 O
0 0 O

¢+ Matriz triangular superior

Ejemplo:

Los elementos situados debajo de la diagonal principal son 0.

ay; arz - Ay
0 agxp --- az,

A= ,
0 0 Ay,

Ejemplo:
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1 -2 1
A= (0 0 3)
0 0 1
Notemos que, como la definicion depende de la diagonal principal, la

matriz tiene que ser cuadrada.

¢+ Matriz triangular inferior

Los elementos situados arriba de la diagonal principal son O.

a].]. D ' D

agy agy -+ 0
A=

p1 dAp2 - Apn

Ejemplo:

1 0 0
A=(2 1 0
-1 2 1

Como en el tipo de matriz sefialado anteriormente, la matriz debe de ser
cuadrada.

++ Matriz diagonal

Todos los elementos situados encima y debajo de la diagonal principal

son nulos.
aigr 0 - 0
D !‘_122 R D
A= _
0 0 Ay,
Ejemplo:

1 0 0
B=({0 2 O
0 0 3

Al tratarse de matrices triangulares, son matrices cuadradas.
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+ Matriz escalar

Es una matriz diagonal en la que los elementos de la diagonal principal

son iguales.
a 0 - 0
0 a - 0
A= _
0 0 - a
Ejemplo:

2 00
B=(0 2 O
0 0 2

Al tratarse de una matriz diagonal, es una matriz cuadrada.
+ Matriz identidad o unidad

La matriz donde los elementos de la diagonal principal son iguales a 1.

1 0 --- 0
01 ... 0
A=1. . | .
00 ... 1
Ejemplo:
1 00 0
01 0 0
A=lo01 0
0 0 0 1

Al tratarse de una matriz escalar, es una matriz cuadrada.
< Matriz traspuesta
Dada una matriz A, se llama traspuesta de A, la matriz que se obtiene

cambiando ordenadamente las filas por las columnas (la primer fila se
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convertira en la primer columna, la segunda fila en la segunda columna y asi

sucesivamente). Si tenemos la matriz A

11 P 1n

(21 g3 - - 2y
A=

1 U2 -0 Qyn

Su matriz transpuesta, denotada por AT, esta dada por

ap; dp o Ay, air a1 v Gl
f I r
AT _ gy Qgg -+ Og,, _ a2  azz - Uy2
f r r
anl anz anni ﬂln ﬂ'zn ﬂ'”in
Ejemplo:

Dada la matriz

2 3
B= (§ _41 _12) Su matriz traspuesta es BT = (—1 4 )
1 -2
Propiedades:
(ADT=A
(A+B)" =A" +B"
(k- A)T = kAT

(A-B)T =BT -AT
% Matriz regular
Es aquella matriz cuadrada que se puede determinar su inversa.
¢ Matriz singular
Es aquella que no posee matriz inversa. Por ejemplo, ninguna matriz
rectangular (no cuadrada) tiene inversa (se necesita ser cuadrada para tener
inversa).

+« Matriz idempotente

68



Una matriz idempotente es aquella que cumple que
A=A
Ejemplo:
Consideremos la matriz Notemos que B> = B- B
B=(1 3) =i 3G )
B? — ((2)(2) +(M@ 2@+ (1)(3))
M2 +BG)@D MM+ B)A)

BZZGI; iig):(g 150):5(1 ;)

«» Matriz involutiva

Una matriz involutiva es aquella que cumple que

A% =1
Ejemplo:
Consideremos Notemos que B> = BB
la matriz 2_(1 -1\ (1 -1
B = (0 —1) (0 —1)

1 -1
B= (0 —1) B2 — ((1)(1) +(-D0O) D+ (—1)(—1)>
O+ (1) O)(-1+ (-1(-1)

#=(010 0r1)=(o 1)=!

« Matriz simétrica

Una matriz simétrica es aquella que cumple que

BT =B
Ejemplo:
Consideremos la matriz Notemos que
2 1 -1 2 1 -1
B=(1 3 -1 B"=(1 3 -1|=8B
-1 -1 4 -1 -1 4

«» Matriz antisimétrica o hemisimétrica

Una matriz antisimétrica es aquella que cumple que
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B" = -B
Ejemplo:

Consideremos la matriz Notemos que
0o -1 1 0 1 -1
B=(1 0 -1 B'=(-1 0 1]=-B
-1 1 0 1 1 0

+*+ Matriz ortogonal
Una matriz ortogonal es aquella que cumple que
B-BT =1
Ejemplo:

0 1
-1 0

Multiplicando B por su traspuesta BT obtenemos
g.pT=[0 1 _[0 —1] _ ((0)(0)+(1)(1) (0)(—1)+(1)(0))
-1 011 0 (-1(0) + (@®)(0) (—1)(-1)+(0)(0)

0r0 1107 (o D)=

Dada la matriz: B = [ ] su traspuesta es: BT = [(1) _1]

0

B-BT=(

Mediante Diagrama de flujo:

» Programacion: Puedes usar matrices para resolver sistemas de
ecuaciones, encontrar determinantes o calcular autovalores y auto
vectores.

» Diagrama de Flujo: Representaria los pasos para realizar operaciones
matriciales.

Ejemplo:
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Algoritmo SumaPares

1

Definir num,suma Como Entero

Cont < 0

J

suma < U
num<1 0
lv
num < nunm+

L= num MOD

Cont < Cont+1

'

S

Cont< ~J'
{ suma < suma-tnum

z - 2
'La Suma De Los Primeros 8 Numeros Pares Es:',suma

FinAlgoritmo

Auto evaluacion

01.- Realizar un algoritmos que permita explicar el proceso se realizar una

comida.

02.- Disefie un algoritmo (pseudocddigo) que permita hallar el minimo comun
multiplo (mcm) de dos numeros enteros positivos dados. Note que no se
especifica cudles son los dos numeros, aunque se indica que deben ser
enteros y positivos.

03.- Disefar un algoritmo (pseudocodigo) para obtener el perimetro de un
triangulo cuya lados miden A, By C.

04.- realice un algoritmo para reparar el desinflado de una rueda de moto.
05.- Hallar el Area y perimetro de un pentagono regular cuyo lado mide 7 cm.

06.- Hallar el Area y perimetro de un circulo cuyo radio mide 4 cm.
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07.- _Coloca tu nimero de cedula cuadrlggla ABICIDIEIE GIH
matriz, la cual genera los valores que utilizar
en la actividad,

A H D —-A -B C F —-A —C
S=(-C B G P=|D E -F M=|H D -4
—A E F F G H —-A B -E

Realizar los siguientes ejercicios

a.-2S-P+M=  b.--3P+2M-A= c- S1-MT d-M'-M e-PT-S g-(M™DT
08.- Dado las siguientes matrices

5 3 2 -2 -1 0 1 -2 -1
A=|-2 1 1] B=]| 2 3 —1] C=|4 5 -3
-3 3 2 5 0 3 -2 7 -4

Efectuar:

a.-A-2B-3C= b.-(2B—C)xA=  c.- B> xA= d.-A'x(-B)=
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Unidad 2
SOLUCION NUMERICA DE ECUACIONES

Ecuaciones

Es una igualdad algebraica que consta de un vinculo (simbolo de
igualdad) que separa los dos miembros; cada miembro de la igualdad posee
términos separados por signos de agrupacion (+ 0 -), cada termino consta de
coeficientes (nimeros) y las variables (simbolo o las ultimas letras del
alfabeto) que representa las incognitas (valor desconocido). El grado de una
ecuacion viene dado por el exponente mayor de la variable.

Solucionar una ecuacién es obtener el valor o valores de las incognitas

(variables) que transformen la ecuacion en una identidad.

Aproximacion de funciones

La teoria de la aproximacion se refiere a como las funciones pueden ser
aproximadas con otras funciones mas simples, incluyendo la caracterizacion,
cuantificacion del error introducido. Debe tenerse en cuenta que lo que se
entiende por mejor y mas simple depende del uso que quiera darse a la

aproximacion, y de los recursos de calculo necesarios

Ajuste de curvas

El ajuste de curva lo podemos ver como la aproximacién, a datos dados muy
cercanos a una funcion sencilla (Recta). Por ejemplo el método de
los minimos cuadrados donde buscamos una recta que se ajuste

Optimamente a una serie de puntos dados. Donde la aproximaste es la recta,
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mas cercana cuya distancia es la raiz cuadrada de la suma de los cuadrados
de las diferencias en los puntos dados.
Este ejemplo puede ser resuelto de otra forma, por ejemplo si consideramos

la distancia maxima de la diferencia de los puntos.

Aproximaciones geométricas

a. El método de los isoperimetros de Arquimedes para obtener la
longitud de la circunferencia, considerando poligonos regulares
inscritos, iniciando con el triangulo equilatero, luego el hexagono
regular; posteriormente el dodecagono, el poligono regular de 24
lados, de 48, de 96 y asi sucesivamente.

b. Tomamos una sucesion de poligonos regulares circunscritos que se
aproximan, iniciando con el de 3 lados y duplicando los lados para
cada poligono siguiente.

c. Cada vez nos aproximamos mas con el perimetros de los poligonos
a la longitud de la circunferencia. La primera es una sucesion
creciente acotada superiormente, y la segunda decreciente, acotada
inferiormente.

d. Debido a que las dos sucesiones son acotadas (por el Teorema de
convergencia monotona) convergen a un mismo valor que es la
longitud de la circunferencia. Considerando el radio de la

circunferencia igual a 1.

Aproximacion segun Fermi

En fisica se denomina problema de Fermi o estimacién de Fermi, por el

fisico Enrique Fermi, a ejercicios donde se involucran el célculo rapido de
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cantidades que parecen imposibles de estimar dada la limitada informacion
disponible.

Fermi era conocido por su habilidad para realizar calculos a partir de pocos
datos o ningunos. Por ejemplo la estimacion del poder de la bomba detonada
en Trinity usando la distancia que se movia los pedacitos de papeles caidos

de su mano durante la explosion.

El problema clasico atribuido a Fermi, dice determine cuantos afinadores de
piano hay en Chicago. La solucion tipica es multiplicar una serie de
consideraciones para obtener la solucién. Por ejemplo, con las supuestos
siguientes:

» En la ciudad viven 9 millones de personas.

» En cada casa viven 2 persona en promedio.

» Por cada 20 casas hay un piano a afinador periddicamente.

» La afinacion de esos pianos es una vez cada afo.

» El tiempo para afinar cada pianos con el traslado al lugar es de 2

horas,

» Cada afinador trabaja 2.000 horas por afio.

Mediante estos supuestos se determinar que el nimero de afinaciones de
piano en un afio en Chicago es

9.000.000 personas afinacion
- — = 225.000 ———
Personas 20 casa 1 piano x afio afio
casa 1 piano afinacion
afinacion 1 afio 2 horas x personas

225.000

' ' =225
afio 2.000 hora 1 afinacion personas

Luego en Chicago hay 225 persona que afina pianos.
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La solucion es probable que no sea exacta, si consideramos el error de
las suposiciones iniciales, pero, el andlisis nos indica los datos que se

necesitan para tener una respuesta mas exacta..

Método de Newton.

Conocido también como el método de Newton—Raphson o método de
Newton—Fourier. Es un algoritmo que por aproximaciones encuentra las
raices (ceros) de una funcién real. Ademas, se usa para hallar el valor
méaximo o minimo de una funcion, encontrando los ceros de su primera

derivada..

Método de Runge — Kutta

En analisis numérico, este método son un conjunto de métodos
genéricos iterativos, explicitos e implicitos, de resolucion numérica de
ecuaciones diferenciales ordinarias, concretamente del problema de valor

inicial..
Método iterativo.

Este método trata de resolver un problema matematico (Ecuacién o
un sistema de ecuaciones) a travez de aproximaciones sucesivas a la
solucion, partiendo desde unas condiciones iniciales. Esta aproximacion en
comparacion con los métodos directos, que plantea la resolucién el problema
de una sola vez (por ejemplo resolver un sistema de ecuaciones Ax =
b hallando la inversa de la matriz A). Los métodos iterativos sirven para
solucionar problemas que involucran un niumero grande de variables, que los

métodos directos acarrean un coste mayor.
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Puntos fijos atractivos

Si una ecuacion puede ponerse en la forma f(x) = x, y una solucién x es
un punto fijo atractivo de la funcion f, entonces puede empezar con un
punto x; en la base de atraccion de x, y sea Xn+1 =f(x,) paranz21, y la
secuencia {Xn}n 2 1 convergera a la solucion x.

Sistemas lineales

En el caso de unos sistemas lineales de ecuaciones, las dos clases
principales de métodos iterativos son los métodos iterativos

estacionarios y los mas generales métodos del subespacio de Krylov.

Métodos iterativos estacionarios

Los métodos iterativos estacionarios solucionan un sistema lineal con
un operador que se aproxima al original, y basandose en la medida de error
(residuo), desde una ecuacion de correccion para la que se repite este
proceso. Mientras que estos métodos son sencillos de derivar, implementar y
analizar, la convergencia normalmente solo esta garantizada para una clase

limitada de matrices.
Métodos del subespacio de Krylov

Los métodos del subespacio de Krylov forman una Base ortogonal de la
secuencia de potencias de la matriz por el residuo inicial. Las

aproximaciones a la soluciébn se forman minimizando el residuo en el

subespacio formado. El método prototipico de esta clase es el método de
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gradiente conjugado. Otros métodos son el método del residuo minimo
generalizado y el método del gradiente biconjugado.

Convergencia

Dado que estos métodos forman una base, el método converge
en N iteraciones, donde N es el tamafio del sistema. Sin embargo, en la
presencia de errores de redondeo esta afirmacion no se sostiene; ademas,
en la practica N puede ser muy grande, y el proceso iterativo alcanza una
precision suficiente mucho antes. El analisis de estos métodos es dificil,

dependiendo de lo complicada que sea la funcién del espectro del operador.

Precondicionantes

El operador aproximativo que aparece en los métodos iterativos
estacionarios puede incorporarse también en los métodos del subespacio de
Krylov, donde se pasan de ser transformaciones del operador original a un
operador mejor condicionado. La construccion de precondicionadores es un

area de investigacion muy extensa y de gran alcance cientifico

Serie de Taylor

Es una aproximacion de funciones mediante una serie de potencias o
suma de potencias enteras de polinomios como (x — a)™ llamados términos
de la serie, dicha suma se calcula a partir de las derivadas de la funcion para
un determinado valor o punto "a” suficientemente derivable sobre la funcion y
un entorno sobre el cual converja la serie. Serie centrada sobre el punto

cero, es decir, cuando a = 0, se le denomina también serie de Maclaurin.
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Esta aproximacion tiene tres ventajas importantes:
> La derivacién e integracion de una de estas series se puede realizar
término a término, que resultan operaciones triviales;
> Se puede utilizar para calcular valores aproximados de funciones;
> Es posible calcular la optimidad de la aproximacion.
Algunas funciones no se pueden escribir como serie de Taylor, tienen
alguna singularidad. En estos casos normalmente se puede conseguir un

desarrollo en serie utilizando potencias negativas de "x”.

1

Por ejemplo f(x) = e(_xz) se puede desarrollar como serie de Laurent.

Minimos Cuadrados

Es una técnica de andlisis numerito dentro de la optimizacién, en la que,
dados un conjunto de pares ordenados (variable independiente, variable
dependiente) y una familia de funciones, se intenta encontrar la funcion
continua, dentro de dicha familia, que mejor se aproxime a los datos (un
"mejor ajuste"), de acuerdo con el criterio de minimo error cuadratico.

“El método de los minimos cuadrados es utilizado para calcular la
recta de regresion lineal que minimiza los residuos, Osea, las
diferencias entre los valores reales y los estimados por la recta. Se
revisa su fundamento y la forma de calcular los coeficientes de

regresion con este método”.
Aproximacion Diofantica.
En Teoria de Numeros, las aproximaciones Diofantica tratan de las

aproximaciones de numeros reales por medio de nameros racionales. Este

tipo de aproximaciones lleva su nombre en honor a Diofanto, matematico
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griego del afio 275 a.c que las estudié extensivamente y planteé ecuaciones
y dio soluciones a algunas de ellas. Su vida se desconoce por completo; sin
embargo ha llegado hasta nosotros un texto escrito por él llamado La
Aritmética en el que se plantean y resuelven 189 problemas de algebra que
hoy resolveriamos utilizando ecuaciones de primero y segundo grado como
sistemas de ecuaciones. Por este hecho se le conoce como el padre del
Algebra y a las ecuaciones de primer grado se les llama, también,

Ecuaciones Diofanticas.

Resolucion de ecuaciones y sistemas de ecuaciones

Fundamentalmente el problema es calcular la solucién de una ecuacion
o sistema de ecuaciones dado. Se distinguen dos casos dependiendo de si la
ecuacibn o sistema de ecuaciones es 0 nolineal. Por ejemplo, la
ecuacion de primer grado es lineal mientras que la ecuacion de segundo
grado no. Mucho esfuerzo se ha abocado en desarrollo de métodos para la
resolucion de sistemas de ecuaciones lineales. Métodos directos, métodos
que utilizan alguna factorizacion de la matriz son el método de eliminacién de
Gauss, ladescomposicion de Cholesky para matrices simétricas (o
herméticas) definidas positivas, y la descomposicion QR. Métodos
iterativos como el método de Jacobi, el método de Gauss-Seidel, el método
de las aproximaciones sucesivas y el método del gradiente conjugado se
utilizan frecuentemente para grandes sistemas.

En la resolucion numeérica de ecuaciones no lineales algunos de los
métodos mas conocidos son los métodos de biseccion, de la secantey de
la falsa posicion. Si la funcién es ademas derivable y la derivada se conoce,

el método de Newton es muy utilizado. Este método es un método de
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iteracion de punto fijo. Lalinealizacion es otra técnica para resolver
ecuaciones no lineales.
Las ecuaciones algebraicas polinomiales poseen una gran cantidad de
métodos numéricos como son:
v Método de Graeffe (Lobachevsky, Lobachevsky-Dandelin-Graeffe o del
cuadrado de las raices)
Método de Laguerre
Método de Bairstow (0 método de Lin-Bairstow)
Método de Bernoulli
Método de Horner
Método de Householder
Método de Newton — Raphson especializado para polinomios
Método de Richmond especializado para polinomios
Método modificado de Richmond
Método de Newton — Horner
Método de Richmond — Horner

Método de Birge — Biéte

A N NN Y N U N N W N N

Método de Jenkins — Traub

Mediante el algebra aprendimos a resolver sistemas de ecuaciones
lineales (de la forma AX — B = 0 o AX = B), sistemas que posee una solucion
Unica. Por otro lado, nos hemos encontrado con muchos problemas que no
se pueden expresarse por medio de ecuaciones lineales. La ciencia aplicada
a la ingenieria, a cada rato se enfrenta a situaciones que no conduce a una
sola soluciébn (ecuaciones lineales), que no podemos resolver
algebraicamente.

Por ejemplo deseamos resolver una ecuacion del tipo AX3 + BX? +

Cx + D = 0. Esta ecuacion tiene tres soluciones posibles (raices). Aunque
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sabemos la forma algebraica para determinar el valor de la variable (raices o
soluciones), es mas practico resolverla mediante algun método iterativo, y
obtenerlas. Por otro lado las ecuaciones que no tienen solucion algebraica,
s6lo se pueden resolverse mediante aproximaciones o algun algoritmo para
uso de operadores

Existen registros de civilizaciones como la Egipcia o la de Babilonia,
gue usaron métodos que ahora conocemos con el nombre de falsa posicién.
En cada época de nuestra historia matematicos realizaron sus aportes para
ecuaciones de primer, segundo Yy tercer grado, incluso para una ecuacion de
cuarto grado, usando radicales.

Este problema se aborda en andlisis numérico mediante procesos
iterativos (algoritmos), que corresponde a un conjunto prescrito de
instrucciones o reglas bien definidas, ordenadas y finitas que permite realizar
una actividad mediante pasos sucesivos que no generen dudas a quien deba
realizar dicha actividad, generalizando en cierto modo estos procesos, sin
usar radicales.

Sefialaremos los métodos mas conocidos y usados, como son:

7

% Método de biseccion
¢ Iteracion de punto fijo
% Método de Newton

% Método de la secante

% Método de la posicion falsa

El Método de Biseccidén

Este método fue trabajado por Bernard Placidus Johann Nepomuk
Bolzano (Praga, Bohemia, 5 de octubre de 1781 - 18 de diciembre de 1848)
gue fue un matematico, légico, filosofo, que escribié en aleman y que realizo

importantes contribuciones a las matematicas y a la Teoria del conocimiento.
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Se conoce como el método de biseccion o de busqueda binaria, se basa en
el teorema del valor intermedio.

Dada una funcién f(x) continua definida en el intervalo [a, b] con f(a) y
f(b) de signos diferentes. De acuerdo con el Teorema del Valor Intermedio,
existe un numero P en  (a; b) tal que f(p) = 0. Si bien el procedimiento se
aplica aunque exista mas de una raiz en el intervalo (a, b), por razones de
simplicidad suponemos que la raiz de este intervalo en Unica. EI método
requiere dividir varias veces a la mitad los subintervalos de [a; b] y, en cada
caso, localizar la mitad que contenga a p.

Para empezar supongamos que a; =ay b; = b y sea p; el punto medio
de [a, b]; es decir;

b1 —aq _ aq + b1
2 2
Si f(p1) = O entonces p = pi1; de no ser asi, entonces f(p;) tiene el

Pr=aq+

mismo signo que f(az) o f(by).

Si f(p1) y f(a1) tiene el mismo signo, entonces p € (ai, b;) y tomamos
a,=p1yby=b;.

Si f(p1) y f(a,) tienen signos opuestos entonces p € (ai, p1) Yy tomamos
a; = a; y b, = p;. Después volveremos a aplicar el proceso en el intervalo
(az, by).

fip,) b

flp,)
fla)
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Ejemplo 1:

Dada la siguiente funcion f(x) = x3 + 4x% — 10 aplique el método de
biseccién para encontrar una solucién exacta dentro de 1073 en el intervalo
[1, 2].

Para empezar sabemos que a; = 1y a, = 2 reemplazando en la férmula

del método de biseccion tenemos:

Fi) = ¥ +4x* - 10 = F(x) = x° +4x* -10 =
F(1) = (13 +4(1)?-10 F(2)= (2)° +4(2)*-10
F1)=1+4-10 F(2)=8+16—-10
F(1)=-5 F(2) = +14
Pl — a1tby Obtenemos: P1 = % = ; =1,5 Iuego F(l) . F(l, 5) <0 =
PZ = —1+21’5 = sz = 1,25 LuegO F(l, 5) ' F(1,25) <0 =
P; = 1'252“'5 - ZZLS =1,325 Luego F(1,25)-F(1,325)<0 =
P, =125t _ 2573 _ 49,3125 Luego F(1,375) F(1,3125)<0 =
P. = 1,31252+1,375 _ 2,6;375 =1,34375 Luego F(1,375)-F(1,34375)<0 =
P6 _ 1,3437Z+1,375 _ 2,712875 —1, 359375 Luego F(1,375) - F(1,359375) <0 =
P, = 1,3593725+1,375 _ 2,73:375 — 1,3671875 Luego

F(1,359375) - F(1,3671875) <0 =

P, = 1,3593754—21,3671875 _ 2,72625625 — 1,36328125 Luego

F(1,3671875) - F(1,36328125) <0 =

P9 — 1,363281252+1,3671875 — 2,730;1-6875 =1, 365234375 Luego

F(1,36328125) - F(1,3671875) <0 =

1,36328125+1,365234375 _ 2,728515625
2 o 2

F(1,364257813) - F(1,365234375) <0 =

Py =

=1,364257813 Luego
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P11 — 1,365234375;-1,364257813 — 1’ 364746094 Luego

F(1,365234375) - F(1,364746094) <0 =

P12 — 1,365234375;1,364746094 — 1’ 364990234 Luego

F(1,365234375) - F(1,364990234) <0 =

__1,365234375+1,364990234

Pi3 = > =1,365112305 Luego

F(1,365234375) - F(1,365112305) <0 =

Resultando una aproximacion muy cercana a las raices de la funcion

Ejemplos 2:

Dada la siguiente funcion f(x) =+/x — Cosx aplique el método de
biseccién para encontrar una soluciéon exacta dentro de 1073 en el intervalo
[0, 1].

Para empezar a; = 0 y a, = 1 reemplazando en la formula del método

de biseccién:
F(x) =+Vx—Cosx = F(x) =+Vx—Cosx =
F(0) = V0 — Cos (0) F(1) = V1 - Cos (1)
F(0)=0-1 F(1)=1-0
F(0) = -1 F(1) =1
P, = %bl Obtenemos: P, = % = % =0,5 luego F(1)-F(0,5) <0 =
P, = 0’52“ - 12—5 =0,75 Luego F(0,5)-F(0,75)<0 =
P, = °’5+2°'75 - 1725 = 0,625 Luego F(0,75)-F(0,625)<0 =
P, =200 - 17 = 0,6875 Luego F(0,625)-F(0,5875) <0 =
Py = 2 - 2P = 0,65625 Luego F(0,625)- F(0,65625) <0 =
Py = 2SR - 122 — 0,640625 Luego F(0,65625)- F(0,640625) <0 =
p, = 2ACE 000 LB = 0,6484375 Luego F(0,640625) - F(0,6484375) <0 =
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__0,640625+0,6484375 _ 1,2890625

Pg = . o = 0,64453125

Luego F(0,640625) F(0,64453125) <0 =

__0,640625 + 0,64453125 _ 1,28515625

Py = - 22 = 0,642578125
Luego F(0,640625) : F(0,642578125) < 0 =
P10 _ 0,640625+0,642578125 — 0’ 641601563

2

Luego F(0,642478125) F(0,641601563) <0 =

__0,641601563+ 0,642089844

Py, = = 0,642089844
2

Luego F(0,641601563) - F(0,642089844) <0 =

1,365234375+1,364746094

P =
12 2

= 0,64184570

Resultando una aproximacioén muy cercana a las raices de la funcion

Ejemplos 3:

Dada la siguiente funcion f(x).2xCos(2x) — (x + 1)? aplique el método
de biseccién para encontrar una solucion exacta dentro de 1073 en el
intervalo [-3, -2]

Para empezar a; = -3 y a; = -2 reemplazando en la formula del método de

biseccion:
F(x) = 2xCos(2x) — (x +1)? = F(x) = 2xCos(2x) — (x +1)? =
F(-3) = 2(—3) Cos(—6) F(—=2) = 2(—2) Cos(—4) — (=2 + 1)?
— (-3 +1)? F(-3)=-4-1
F(-3)=-6-4 F(0) = -5
F(0) = —10
P, = %”1 Obtenemos: P, = % = _75 =—-2,5 luego F(-2)-F(-2,5)<0 =
P, = ‘2'5‘2 = %5 = —2,25 Luego F(=2)-F(-2,25)<0 =
py="2252_"%5_ 5125 Luego F(-=2,25)-F(=2,125)<0 =

2 2
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P, = "2‘25;2'125 = ‘4’2375 =-2,1875 Luego F(-2,25) F(-2,1875) <0

P5 — —2,25—22,1875 — —4-,4-2375 — _2,21875 Luego

F(—2,1875) - F(—2,21875) <0 =

P6 — —2,21872—2,1875 — —4,420625 — _2,203125 Luego

F(—2,1875)-F(-2,203125) <0 =

P7 — —2,2031225—2,1875 — —4,3’20625 — _2’ 1953125 Luego

F(—2,1875) - F(-2,1953125) <0 =

P, = —2,1953125—2,1375 _ —4,38228125 — _2,19140625 Luego

F(—2,1875) - F(—2,19140625) <0 =

P, = —2,191406225—2,1875 _ —4,378290625 — _2,189453125 Luego

F(—2,19140625) - F(—2,189453125) <0 =

-2,19140625-2,189453125
2

F(—219140625) - F(—2,190429688) < 0 =

Py = = —2,190429688 Luego

-2,19140625- 2,190429688

P =
11 2

= —2,190917969 Luego

F(—2,19140625) - F((—2,190917969) < 0 =

-2,19140625-2,190917969
2

Py, = = —2,191162109 Luego

F(—2,19140625) - F((-2,191162109) < 0 =

P13 _ —2,19140625;2,191162109 — _219128418

Resultando una aproximacion muy cercana a las raices de la funcion

Ejemplo 4

=

Para ilustrar el algoritmo de biseccion, considérese el siguiente ejemplo.

En este caso se termina la iteracion cuando

|Pn-1— Pal

<107*
|pal
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La funcion f(x) = x3 + 4x? — 10 tiene una raiz en [1, 2] ya que
f=1)>3+41)?%-10=1+4-10=-5 y f(2)=(2)*+4(2)%?-10=
8 + 16 — 10 = 14. Es facil ver que hay una sola raiz en [1; 2]. El algoritmo de
biseccion da los valores de la tabla 1.

Después de 13 iteraciones, podemos ver que piz = 1:365112305
aproxima a la raiz p con un error de

Ip — p1l < |b1g —aq4| =11,365234375 — 1,365112305 |
= 0,000122070 y comolaq4| < |p|,

|p — P13l _ |b1a — aqyl
Ipl la4l
La aproximacion es correcta al menos con cuatro cifras significativas. El

<9,0x10°5

valor correcto de p, con nueve cifras decimales, es p = 1,365230013.
Es interesante notar que py esta mas cerca de p que la aproximacion
final p13, pero no hay manera de determinar esto a menos que se conozca la

respuesta correcta.

Tabla 1

n a, b, o, f(pr) | Pn— Pl

|Pxl
1 1,0 2,0 1,5 2,375 0.2
2 1,0 1,5 1,25 -1,796875
3 1,25 1,5 1,375 0,16211 0,090909
4 1,25 1,375 1,3125 - 0,84839 0,047619
5 1,3125 1,375 1,34375 -0,35098 0,023256
6 1,34375 1,375 1,359375 -0,09641 0,011494
7 1,359375 1,375 1,3671875 0,03236 0,0057143
8 1,359375 1,3671875 1,36328125 -0,03215 0,0028653
9 1,36328125 1,3671875 1,365234375 0,00007 0,0014306
10 | 1,36328125 | 1,365234375 | 1,364257813 | -0,01605 0,00071582

88




11 | 1,364257813 | 1,365234375 | 1,364746094 | -0,00799 | 0,00035778
12 | 1,364746094 | 1,365234375 | 1,364990234 | -0,00396 | 0,00017886
13 | 1,364990234 | 1,365234375 | 1,365112305 | -0,00194 | 0,000089422

El algoritmo de biseccién, aunque conceptualmente claro, tiene
inconvenientes importantes. Converge muy lentamente (o sea, N puede ser
muy grande antes que |p — py| sea suficientemente pequefio) y, mas aun,
una buena aproximacion intermedia puede ser desechada sin que nos
demos cuenta. Sin embargo, el método tiene la propiedad importante de que
converge siempre a una solucion y, por esta razon se usa frecuentemente
para “poner en marcha" a los métodos mas eficientes que se presentaran

mas adelante.

Iteracion del punto fijo

Un punto fijo de una funcién g es un numero p para el cual g(p) = p.
Los problemas de busqueda de raices y los de punto fijo son clases
equivalentes en el siguiente sentido:

Dado un problema de buscar una raiz f(p) = 0, podemos definir una
funcién g con un punto fijo en p de diversas formas; por ejemplo, como
gx)=x—f(x) o como g(x) =x+ 3f(x). Por el contrario, si la funcién g
tiene un punto fijo en p, entonces la funcion definida por

f(x) = x — g(x) tiene un cero en p.

El siguiente teorema contiene suficientes condiciones para la existencia
y unicidad del punto fijo:

Si g € Cla,b] y g(x) € [a, b], para todo x € [a, b], entonces g tiene un

punto fijo en [a, b].
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Y si ademés g°(x) existe en (a, b) y existe una constante positiva k < 1

con |g°(x)| < k para todo x € (a, b). Entonces el punto fijo en [a, b] es Unico.

Y

p=a(p)

y=gix)

Ejemplo 1

Dada la siguiente funcion f(x) = x* —3x% —3 = 0 aplique el método
Iteracion del punto fijo para encontrar una solucion en el intervalo (1; 2) dado
po = 1.

Primero tenemos que x = g,(x)=x*-3x*+x-3 reemplazando
obtenemos que

g1(po) =g (D =D*-3(1)*+(1)-3=1-3+1-3=-4=p;y
g1(p1) = 81(-4) = (-9)*-3(-4)?+(-4) -3 =256 -48 -4 -3 = 201 = p,

Lo cual nos da un nimero muy alto que se aleja de la aproximacion

buscada

Veamos otra forma de reescribir la funcién original:

Como x*—-3x>—-3 =0 entonces x*(x*-3)—-3=0 vy xzzﬁ

finalmente

x=g,(x) =+ /(;—_3) ahora g,(py) = + /(123—_3)=i\/—7§=\/§i= P1

La cual no resulta complejo y nos aleja de la aproximacion real que
buscéabamos.

Veamos otra forma de reescribir la funcion original:
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Como x* — 3x? — 3 = 0 entonces x* = 3x? + 3y x* = 3x% + 3 finalmente

x=g3(x)= VMZ—H
Ahora g;(po) = g3(1) = 3/3(1)2 +3 = V6 = 1,56508458 = p,
Ahora g5;(p1) = g5(1,56508458) = \/3(1,56508458)2 + 3

g3(p1) = {/10,34846923 = 1,793572879 = p,

Ahora g5(p;) = g3(1,793572879) = 3/3(1,793572879)% + 3

93(p2) = ‘{/12,65071101 =1,885943743 = p3

Ahora g;(ps) = g5(1,885943743) = 1/3(1,885943743)2 + 3

93(p3) = v13, 67035141 = 1,922847844 = p,

La cual se aproxima a una raiz de la funcion.
Ejemplo 2

Determinar aproximadamente cuantas iteraciones son necesarias para
resolver

f(x) = x3 + 4x* — 10 con una precision de " e =10">" paraa; =1y
b, = 2. Esto requiere encontrar un entero N que satisfaga:

[Py —P|<2¥N = (b—-a)=2V<10"%

Para determinar N usamos logaritmos. Aunque seria suficiente usar
logaritmos de cualquier base, usaremos logaritmos de base 10 pues la
tolerancia esta dada como una potencia de 10. Ya que 27" < 10~ °implica
que

log19(27") <logy4(107°) = -5,

—N10g10(2) <-5 = N = ~ 16,6

~ logqo

Pareceria que se requieren 17 iteraciones para obtener una

aproximacion exacta a 107°. Con " &£=1075", se requieren N > 10
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iteraciones y el valor de py = 1,365234275 es exacto dentro de 1075, Es
importante notar que estas técnicas dan solamente una cota para el numero
de iteraciones necesarias, y en muchos casos esta cota es mucho mas

grande que el numero realmente requerido.

Ejemplo 3.

Sea g(x) = ng—_l en el intervalo [-1; 1]. Usando el Teorema del Valor
Extremo es facil demostrar que el minimo absoluto de g estaenx =0y es
g(0) = —%. Similarmente el maximo absoluto de g ocurre en x = +1 y tiene

el valor g(+1) = 0. Ademas, g es continua y
2x| 2
lg°(x)| = |?| < 3 para todoxe[—-1,1],

Asi que g satisface las hipotesis del Teorema VII.1 y tiene un Gnico
punto fijo en [-1, 1]. En
Este ejemplo, el Unico punto fijo p en el intervalo [-1, 1] puede
determinarse exactamente.
Si
p>-1
3

p=gx) =

Entonces: p? —3p —1 =0, lo cual implica que p = %ﬁ Notese que g

3+v13

también tiene un punto fijo Gnico p = en el intervalo [3, 4]. Sin
embargo, g(4) = 5y g'(4) =8 =3 > 1; asi que g no satisface las
hipétesis del Teorema VII.1. Esto muestra que las hipotesis del Teorema
VII.1 son suficientes para garantizar un punto fijo Gnico, pero no son

necesarias.

Ejemplo 4.
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Sea g(x) =37*. Como g°(x) = —-37*Ln3 < 0en|0,1], la funcidon g es
decreciente en [0, 1]. Entonces, g(1) =371 = % <gx)<1=g(0)para0 <

x < 1. Por lo tanto, para x €[0,1], g(x)e [0,1]. Esto implica que g tiene un
punto fijo en [0, 1]. Como
g'(0) =-Ln3 = —1,098612289;

En [0, 1] y el Teorema VII.1 no puede ser usado para determinar la
unicidad.

Sin embargo, g es decreciente, asi que esta claro que el punto fijo debe
ser unico.

Geométricamente, el método de iteracion puede explicarse de la
siguiente manera: dibujese sobre un plano xy las gréficas de las funciones
y =X ey = g(x). Cada raiz real p de la ecuacion x = g(x) es la abscisa del
punto de interseccion M de la curva y = g(x) con la linea recta y = x (ver
figuras 1y 2).

Comenzando a partir de un punto Ao (Po, 9(po)), construyamos la linea
poligonal Ag By A; B;... (Escalera), cuyos segmentos son alternativamente
paralelos al eje x y al eje y, los vértices Ay, A1, Az, ... caen sobre la curvay =
g(x), y los vértices By, B1, B2, Bs, ... caen sobre la linea recta y = x. Las
abscisas comunes de los puntos A; y Bo, ¥ A2 y By, ..., evidentemente seran
las aproximaciones sucesivas pi, p2, ... a la raiz p. También es posible tener
una linea poligonal diferente Ay Bo A1 B1 ... (espiral).

Evidentemente se tiene la solucién escalera si la derivada g°(x) es
positiva, y la solucion espiral si g*(x) es negativa.

Figura 1 Figura 2
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En las figuras anteriores, la curva y = g(x) se \inclina" en la vecindad de

la raiz p, es decir, |g'(x)| <1 y el proceso de iteracion converge. No

obstante, si consideramos el caso en que |g°*(x)| > 1, entonces el proceso

de iteracion puede ser divergente. Por consiguiente, para aplicar de una

manera practica el método de iteracion del punto fijo, hemos de asegurarnos

de que se cumplen las condiciones de suficiencia de convergencia del

proceso de iteracion.

Ejemplo 5.

La ecuacién x3 + 4x% — 10 = 0 tiene una sola raiz en [1, 2]. Existen

muchas maneras de cambiar la ecuacion a la forma x = g(x), efectuando

manipulaciones algebraicas simples. Debe verificarse que el punto fijo de la

funcion g(x) es en realidad una solucion de la ecuacion original.

) x= g0 = (

(a) x=g,(x)=x— x3—4x*>+10

1
10 2
04
X

1 1
(€ x= g3(x) =5 (10~ x3)z
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@ x=g:0=(

(e) x=g1(x)=x-

10)
4+ x

N =

x3+4x* - 10

Tabla 1

3x2 + 8x

Pn (a)

Pn (b)

Pn (C)

Pn (d)

Pn (€)

15

15

15

15

1,5

-0,875

0,8165

1,286953768

1,348399725

1,373333333

6,732

2,9969

1,402540804

1,367376372

1,365262015

-469,7

1
(—8,65)2

1,345458374

1,364957015

1,365230014

1,03x108

1,375170253

1,365264748

1,365230013

1,360094193

1,365225594

1,367846968

1,365230576

1,363887004

1,365229942

1,365916733

1,365230023

O©| O Nl O O] | W | N| | O] S

1,364878217

1,365230012

=
o

1,365410061

1,365230014

=
(62}

1,365223680

1,365230013

N
o

1,365230236

N
(6]

1,365230006

30

1,365230014

Como se obtienen estos valore. Consideremos la primera expresion:

(@) x= g(x)=x— x3—4x*+10
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Po=15 = g1(po) =91(1,5) =15~ (1,5)°> —4(1,5)* + 10 = —0,875 = p,
p1=-0875 =
g1(p1) = g,(—0,875) — 0,875 — (—0,875)3 — 4(—0,875)% + 10
= 6,732421875 = p,
p; =-0,875 =
9g1(p2) = 91(6,732) = 6,732 — (6,732)3 —4(6,732)%> + 10
= —469,720012 = p,
ps = —469,72 =
g1(p3) = g1(—469,72) = —469,72 — (—469,72)3 — 4(—469,72)? + 10
=1,028x10% = p,

Los siguientes son muy elevado negativo y positivo
ps = —1,085x10%* y ps = 1,277x107?

Con po = 1,5, la tabla 1 muestra los resultados del método de iteracion
de punto fijo para las cinco alternativas para g.

La raiz real es 1,365230013.

Comparando los resultados con el algoritmo de biseccién dado en aquel
ejemplo, se puede ver que se han obtenido excelentes resultados para los
casos (c), (d) y (e), mientras que con la técnica de biseccion se necesitan 27
iteraciones para lograr esta precision. Es interesante notar que la elecciéon (a)
produce divergencia y (b) se vuelve indefinida debido a que lleva a la raiz
cuadrada de un namero negativo.

Este ejemplo ilustra la necesidad de un procedimiento que garantice
gue la funcion g converja a una solucion de x = g(x) y que escoja también a
g de tal manera que haga la convergencia tan rapida como sea posible. El
Teorema siguiente es el primer paso para determinar este procedimiento.

Ejemplo:
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La funcién g(x) = x2 — 2,para— 2 < x < 3, tiene punto fjoen x = -1y
en x =2, yaque
g(-1)=(-1)%*-2=1-2=-1=x gR2)=2)*-2=4-2=2=x
Realice la graficas g(x) = x> — 2 y f(x) = x y observa que se cortan en

los puntos sefialados. A(—1,—-1); B(2,2)
Método de la falsa posicion.

Este método se desarrolla para mejorar las caracteristicas de
convergencia del método de biseccion. Inicia con los valores limitantes [a, b],
Osea, obtenemos f(a) y f(b), con el fin de determinar si f(x) cambia de signo
en dicho intervalo.

Como f(a) y f(b) tiene signos contrarios. Mediante la interpolacion lineal
encontramos una raiz aproximada entre X, Y Xp que sirve como valores
intermedio Xintermedio- D€terminamos el nuevo intervalo que contiene la raiz,
realizando los valores de la funcibn en los dos nuevos intervalos [a,
Xintermedio] Y [Xintermedio, D] con el fin de ver en cual se cumple el cambio de
signo de la funciéon. El razonamiento que se sigue es similar al usado en el
método de biseccion.

Algoritmo a seguir: w
1.- Se selecciona un intervalo [a, b] donde se halla
la raiz (cero) de la funcion ya que f(a).f(b)< 0. fib
2.- Calcular un punto interseccién como nuevo
punto, aplicando la formula [nuevo

fl@ _ f(b) f(b)(a —b) g ] b

m—a m—-b "= T —Fm

3.- Comprobamos si hay cambio de signo en los
nuevos intervalos [a, m] o [m, b]. comprobando
cual se cumple f(a).f(m) < 0 6 f(m).f(b) <0

4.- Si el producto es cero, entonces “m” es una raiz. Si )
no es cero se regresa al 2 paso.

Ejemplo

[ab]
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Para el polinomio p(x) = —x3 + 6x? + 4x — 24. Para el intervalo [0, 3],
determine donde hay un cero usando el método de falsa posicion.

Determinamos p(a) = p(0) = —(0)3 + 6(0)®* + 4(0) —24 = —-24<0
p(b)=p3)=-3)3+6(3)>+4(3)—24=-27+54+12 -24=15>0

m=>b—

fl@) - f(b)

fb)(a—b) _ (15)-(0-3) _ (=45
(-24—-15)

p(m) = p(1,846154)
—(1,846154)% + 6(1,846154)% + 4(1,846154) — 24 = —2,457895

(=39)

=1,846154

lteracion a b P(a) P(b) m P(m)
1 0 3 -24 15 1,846154 | -2,457895
2 0 1,846154 -24 -2,457895 | 2,056795 | 0,908537
3 1,846154 | 2,056795 | -2,457895 | 0,908537 | 1,999947 | -0,000848
4 1,846154 | 1,999947 | -2,457895 | -0,000848 2 0

Por lo tanto m = x = 2 es una raiz.

Auto evaluacion:

1. Determina la Raiz por el método de Biseccién y con un error menor que
10, de la funcién f(x) = x® — x2 — 3 en el intervalo [1, 2]
2. Dada las siguientes funciones, apliqgue el método Iteracion del punto fijo
para encontrar una solucién en el intervalo sefialado
a) f(x) =x*-2x*-1=0en(2; 3)dado pg = 2.
b) f(x) = x3+2x* —8x—18 = 0 en [2; 3] dado pg = 2.
3. De la siguiente ecuacion:
f)=x3-2x-1
Despejando para obtener las ecuaciones de la forma: x = g(x). Calcule la
raiz por el método de punto fijo, tomando en cuenta el criterio [%} <1ly

el valor inicial x, = 1, determinar si la ecuacion converge a una raiz de f(x).

4. Mediante el algoritmo de la biseccién y con un error menor que 107,
calcular una solucién aproximada de

a) f(x)=x-37* b) fx)=x>-x*-3,x€1,2]
5. Realice el ejercicio anterior aplicando el método de falsa posicion
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Unidad 3

SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

Sistema de ecuaciones, donde cada ecuacion sus variables son de
primer grado, definidas sobre un cuerpo. Por ejemplo:

3X1—2X2+X3:3
2xXq — 2Xy +4X3 = —
—Xq1 +2X; —2x3 =0

El problema consiste en hallar los de las variables xi, X2 y X3 que
satisfacen las tres ecuaciones.

Los sistemas lineales de ecuaciones son conocido desde hace muchos
afos o centurias ( en matematica antiguos) y tiene una mucha aplicaciones,
como en Analisis de sefales, construccion de puentes, analisis de economia
entre otras.

En general, un sistema con “m” ecuaciones lineales y “n” variable o
incognitas puede ser escrito en forma normal como:

2X+Y-7Z=8
-3X-Y+2Z=-11
—2X+Y+2Z=-3

Donde X, Y, Z son las incégnitas, los numeros ubicados delante de es
ellas son los coeficientes del sistema y soluciones son los términos
independientes.

Es posible reescribir el sistema separando los coeficientes con notacion
matricial:

|Matriz de cofactores | - [Matriz de variables| = |[Matriz Solucion|

En nuestro caso nos resulta

2 1 -1 X 8
-3 -1 2 |-|Y|=|-11
-2 1 2 Z -3
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Si representamos cada matriz con una Unica letra obtenemos:

lA]-1V]=1S]

Donde Aes una Matrizmporn,Ves un vector columna de
longitud ny Ses otro vector columna de longitud m. El sistema de
Eliminacion de Gauss — Jordan se aplica a este tipo de sistemas, sea cual
sea el cuerpodel que provengan los coeficientes. La matriz A se
llama matriz de coeficientes de este sistema lineal. La matriz b se le llama
vector de términos independientes del sistema y la matriz V se le llama vector

de incognitas.

Sistemas lineales reales

Analicemos las propiedades de los sistemas de ecuaciones lineales
sobre el cuerpo n-espacio, es decir, los sistemas lineales en los cuales los

coeficientes de las ecuaciones son nimeros reales.

Representacion grafica

Por geometria euclidiana se conoce, que la interseccion de dos
planos que no son paralelos resulta en una recta.

Un sistema con “n” incognitas se puede representar en el n-
espacio correspondiente.

En los sistemas con 2 incognitas, el universo de nuestro sistema sera el
plano bidimensional, donde cada una de las ecuaciones sera representada
por una recta. La solucién sera el punto (lugar) donde se intersequen todas
las rectas que representan a las ecuaciones. Si no existe ningun punto en el
que se intersequen al mismo tiempo todas las lineas, el sistema es

incompatible, o o que es lo mismo, no tiene solucion.
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En el caso de un sistema con 3 incégnitas, el universo sera el espacio
tridimensional, siendo cada ecuacion un plano dentro del mismo. Si todos los
planos intersecan en un dnico punto, las coordenadas de este seran la
solucion al sistema. Si, por el contrario, la interseccion de todos ellos es una
recta o incluso un plano, el sistema tendra infinitas soluciones, que seran las
coordenadas de los puntos que forman dicha linea o superficie.

Para sistemas de 4 o mas incognitas, la representacion grafica no

existe, por lo que dichos problemas no se enfocan desde esta dptica.

Tipos de sistemas lineales

Determinado

Indeterminado
Incompatible

Sistema Compatible{

Los sistemas de ecuaciones se pueden clasificar segun el nimero de
soluciones que pueden presentar. De acuerdo con ese caso se pueden
presentar los siguientes casos:

% Sistema compatible : posee solucién, ademas puede ser:

% Sistema compatible determinado si posee solucion unica.

+ Sistema compatible indeterminado si posee infinitas soluciones.

% Sistema incompatible si no tiene solucion.

Clasificacion de sistemas lineales:

Los sistemas incompatibles geométricamente se caracterizan por
hiperplanos o rectas que se cruzan sin cortarse. Los sistemas compatibles
determinados se caracterizan por un conjunto de (hiper)planos o rectas que
se cortan en un Unico punto.

Los sistemas compatibles indeterminados se caracterizan por
hiperplanos que se cortan a lo largo de una recta [0 mas generalmente un

hiperplano de dimension menor].
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Desde un punto de vista algebraico los sistemas compatibles
determinados se caracterizan porque el determinado de la matriz es diferente
de cero:

Un sistema compatible determinado 4msssd det (A) # O

Algoritmo para determinar Si un sistema es compatible

Podemos determinar si un sistema es 0 no compatible mediante
el Teorema de Rouche — Frobenius, el cual establece que un sistema de
ecuaciones lineales es compatible solo si el rango de su matriz ampliada
coincide con el de su matriz de coeficientes. Supongamos que el sistema es
compatible. Si el valor comun de los rangos de las matrices coincide con el
namero de variables, el sistema es compatible determinado; en caso

contrario, es compatible indeterminado.
Sistemas compatibles indeterminados

Un sistema sobre un cuerpo K es compatible indeterminado cuando
posee un numero infinito de soluciones. Por ejemplo, el siguiente sistema:

{X+2y=1
2x+4y =2

Tanto la primera como la segunda ecuacion se corresponden con la
recta cuya pendiente es -0,5 y que pasa por el punto (-1, 1), por lo que
ambas coinciden en todos los puntos de dicha recta. El sistema es
compatible por tener solucién o puntos comunes entre las rectas, pero es
indeterminado al ocurrir esto en infinitos puntos.

% En este tipo de sistemas, la solucidon genérica consiste en expresar

una o mas variables como funcion matematica del resto. En los

sistemas lineales compatibles indeterminados, al menos una de sus
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ecuaciones se puede hallar como combinacién lineal del resto, es
decir, es linealmente dependiente.

« La condicibn necesaria para que un sistema sea compatible
indeterminado es que el determinante de la matriz del sistema sea
cero, al igual que el rango de la matriz ampliada sea menor al
namero de incégnitas (y por tanto uno de sus autovalores sera 0):

Un sistema compatible indeterminado === det (A) =0

+ De hecho, de las dos condiciones anteriores se desprende, que el
conjunto de soluciones de un sistema compatible indeterminado es
un subespacio vectorial. Y la dimension de ese espacio vectorial

coincidira con la multiplicidad geométrica del autovalor cero.
Sistemas incompatibles

De un sistema se dice que esincompatible cuando no presenta
ninguna solucién. Por ejemplo, supongamos el siguiente sistema:

{ x+2y=4
2x +4y = 1236

Las ecuaciones se corresponden graficamente con dos rectas, ambas
con la misma pendiente, Al ser paralelas, no se cortan en ningan punto, es
decir, no existe ningun valor que satisfaga a la vez ambas ecuaciones.
Matematicamente un sistema de estos es incompatible cuando el rango de la
matriz del sistema es inferior al rango de la matriz ampliada. Una condicion
necesaria para que esto suceda es que el determinante de la matriz del

sistema sea cero:

Un sistema incompatible ===p det(A)=0
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Resolucion de sistemas de ecuaciones lineales

Sustitucion

El método de sustitucién consiste en despejar en una de las ecuaciones
con cualquier incognita, preferiblemente la que tenga menor coeficiente y a
continuacion sustituirla en otra ecuacion por su valor.

En caso de sistemas con mas de dos incégnitas, la seleccionada debe
ser sustituida por su valor equivalente en todas las ecuaciones excepto en la
qgue la hemos despejado. En ese instante, tendremos un sistema con una
ecuacion y una incognita menos que el inicial, en el que podemos seguir
aplicando este método reiteradamente. Por ejemplo, supongamos que
gueremos resolver por sustitucion este sistema:

{3x+y=22
4x -3y =-1

En la primera ecuacion, seleccionamos la incognitay por ser la de
menor coeficiente y que posiblemente nos facilite mas las operaciones, y la
despejamos, obteniendo la siguiente ecuacion.

3x+y=22 = y=22-3x

El siguiente paso sera sustituir cada ocurrencia de la incégnita 'y en la
otra ecuacion, para asi obtener una ecuacion donde la Unica incognita sea
la x.

4x—-3y=-1 = 4x—-3(22-3x)=-1 = 4x-66+9x=-1

65
= 13x=-1+66 = XZE = x=5

Al resolver la ecuacion obtenemos el resultadox = 5 y si ahora
sustituimos esta incognita por su valor en alguna de las ecuaciones
originales obtendremos

y=22-3(5) >y=22-15 = y=7, sistema resuelto.

104



Igualacién

El método de igualacion se puede entender como un caso particular del
método de sustitucion en el que se despeja la misma incégnita en dos
ecuaciones y a continuacion se igualan entre si la parte derecha de ambas
ecuaciones.

Tomando el mismo sistema utilizado como ejemplo para el método de
sustitucion, si despejamos la incognita y en ambas ecuaciones nos queda de

la siguiente manera:

{3x+y=22 . {Y=22—3X

4x — 3y = -1 =‘*"3+1

Como se puede observar, ambas ecuaciones comparten la misma parte
izquierda, por lo que podemos afirmar que las partes derechas también son

iguales entre si.
4x + 1
22—3X=T = 3(22-3x)=4x+1= 66 —-9x=4x+1

66—1=4x+9x = 13x=65 = x=2= x=5
Una vez obtenido el valor de la incognita x, se sustituye su valor en una
de las ecuaciones originales, y se obtiene el valor de la y.
y=22-3x = y=22-3(5) = y=22-15 = y=7
La forma mas facil de tener el método de sustitucion es realizando un

cambio para despejar x después de averiguar el valor de la y.
Reduccion
Este meétodo suele emplearse mayoritariamente en los sistemas

lineales, siendo pocos los casos en que se utiliza para resolver sistemas no

lineales. El procedimiento, disefiado para sistemas con dos ecuaciones e

105



incognitas, consiste en transformar una de las ecuaciones (generalmente,
mediante productos), de manera que obtengamos dos ecuaciones en la que
una misma incognita aparezca con el mismo coeficiente y signo diferentes.
Luego, se suman ambas ecuaciones produciéndose asi la reduccion o
cancelacion de dicha incégnita, obteniendo asi una ecuaciéon con una sola
incognita, donde el método de resolucion es simple.

Por ejemplo, en el sistema:

{3x+y=22
4x — 3y =-1

No tenemos mas que multiplicar la primera ecuacion por 3 para poder

cancelar la incognita y- Al multiplicar, dicha ecuacion nos queda asi:

= 13x =65 :>sz =>x=5

3{3x+y=22 {9x+3y=66
4x -3y =-1 13

4x — 3y = -1

Si sumamos esta ecuacidbn a la segunda del sistema original,
obtenemos una nueva ecuacion donde la incognita y ha sido reducida, en
este caso, nos da directamente el valor de la incognita X:

El siguiente paso consiste Unicamente en sustituir el valor de la
incégnita x en cualquiera de las ecuaciones donde aparecian ambas
incégnitas, obtenemos asi que el valor de y si sustituimos en la primera
ecuacion es igual a:

3x+y=22 = y=22-3(5) = y=22-15 = y=7
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Método grafico

Consiste en construir la gréafica
de cada una de las ecuaciones del
sistema. ElI método solo resulta
eficiente en el plano cartesiano, es

decir para un espacio de dimension

F=052+3

dos.

El proceso de resolucién de un

sistema de ecuaciones mediante el

Rectas que pasan por el punto: (2,4)

método grafico se resuelve en los

siguientes pasos:

1- Se Despeja la incégnita en ambas ecuaciones (y = f(x)).

2- Se construye para cada una de las dos ecuaciones de primer grado
obteniendo la tabla de valores correspondientes.

3-

Se representan graficamente ambas rectas en los ejes coordenados.

En este ultimo paso hay tres posibilidades:

a.

Si ambas rectas se cortan, las coordenadas del punto de corte son
los Unicos valores de las incégnitas (x, y). "Sistema compatible
determinado”.

Si ambas rectas son coincidentes, el sistema tiene infinitas
soluciones que son las respectivas coordenadas de todos los puntos
de esa recta en la que coinciden ambas. «Sistema compatible
indeterminado».

Si ambas rectas son paralelas, el sistema no tiene solucién en los

reales pero si en los complejos.
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Método de Gauss

El método de eliminacion de Gauss o simplemente método de Gauss
consiste en convertir un sistema lineal de n ecuaciones con n incognitas, en
uno escalonado, en el que la primera ecuacion tiene n incognitas, la segunda
ecuacion tiene n - 1 incégnitas, ..., hasta la Ultima ecuacion, que tiene 1
incégnita. De esta forma, sera facil partir de la ultima ecuacién e ir subiendo

para calcular el valor de las demas incognitas.

Método de eliminacion de Gauss — Jordan.

Una variante de este método, denominada Eliminacion de Gauss-
Jordéan, es un método aplicable Unicamente a los sistemas lineales de
ecuaciones, y consistente en triangular la matriz aumentada del sistema
mediante transformaciones elementales, hasta obtener ecuaciones de una
sola incégnita, cuyo valor sera igual al coeficiente situado en la misma fila de
la matriz. Este procedimiento es similar al anterior de reduccién, pero

ejecutado de manera reiterada y siguiendo un cierto orden algoritmico.

Regla de Cramer

La regla de Cramer da una solucion para sistemas compatibles

determinados en términos de determinantes y adjuntos dada por:

det(A]-)
J det(a)
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Donde A es la matriz resultante de reemplazar la j-ésima columna de A
por el vector columnab. Para un sistema de dos ecuaciones y dos
incégnitas:

{ax +by=e
cx+dy=f
La regla de Cramer da la siguiente solucion:
e b a e
_|f d|_ed—bf_ _|c f|_af—ec
- |a b| “ad—bc’ Y |a b| ~ad —bc
c d c d

X

Nota: Cuando en la determinante original det(A) el resultado es 0, el sistema

indica multiples o sin coincidencia.

Auto evaluacion.

1. Resuelva los siguientes sistemas por los métodos: a) Grafico; b)

Reduccidn; c) igualacion; d) Sustitucion; e) Gauss

x+3y=4 2x —6z=-2

a) {x—6y=—5 b) {x+Zz=3
2x+3y—6z=14 2x+3y—-6z=1
C) {x—Zy—4z=1 d) Ix—6y+8z=1
3x-2y+z=-2 3x—-2y+z=1

2.- En cada uno de los siguientes sistemas de ecuaciones lineales, verificar
si son determinados o indeterminadas.
x—9y+5z=33
{x +3y—-z=-9

xX—y+z= b)

3x+2y—z=0

{Zx—3y+52=50
x—y—z=5
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Unidad 4

PROGRAMACION DEL METODO DE GAUSS - JORDAN

Algoritmos numéricos de Gauss — Jordan

La eliminacién de Gauss — Jordan es un algoritmo numeérico usado para
una gran cantidad de casos especificos, aunque posteriormente se han
desarrollado algoritmos alternativos mucho més eficientes. La mayoria de
estos algoritmos mejorados tienen una complejidad computacional
de O(n?) (donde n es el nimero de ecuaciones del sistema). Algunos de los
métodos mas usados son:

« Para los problemas de la forma Ax = b, donde A es una matriz de
Toeplitz simétrica, se puede utilizar la recursion de Levinson o alguno
de los meétodos derivados de este. Un método derivado de la
recursion de Levinson es la recursion de Schur, que es ampliamente
usado en el campo del procesamiento digital de sefiales..

« Para los problemas de la forma Ax =b, donde A es una matriz
singular o casi singular, la matriz A se descompone en el producto de
tres matrices en un proceso llamado descomposicion en valores
singulares.

Cuando consideramos ecuaciones lineales cuyas soluciones son
nameros racionales, reales o complejos 0 mas generalmente un cuerpo n, la
solucion puede encontrarse mediante Regla de Cramer. Para sistemas de
muchas ecuaciones la regla de Cramer puede ser computacionalmente mas
costosa y suelen usarse otros metodos mas "econdmicos" en numero de

operaciones como la eliminacion de Gauss - Jordany la descomposicion de

110



Cholesky. Existen también métodos indirectos (basados en iteraciones) como
el método de Causs — Seidel.

Si el cuerpo es infinito (como es el <caso de |los
nameros reales o complejos), entonces solo puede darse una de las tres
siguientes situaciones:

> El sistema no tiene solucion (en dicho caso se dice que el sistema

esta sobre determinado o que es incompatible)}

» El sistema tiene una unica solucién (el sistema es compatible

determinado)

> El sistema tiene un numero infinito de soluciones (el sistema es

compatible indeterminado).

La eliminacion de Gauss — Jordan

Llamada asi en honor de Carl Friedrich Gauss y Wilhelm Jordan, es un
algoritmo utilizado para hallar la inversa de una matriz y las soluciones de
un sistema de ecuaciones lineales.

Un sistema de ecuaciones se resuelve por el método de Gauss cuando
se obtienen sus soluciones mediante la reduccion del sistema dado a otro
equivalente en el que cada ecuacidn posee una incégnita menos que la
anterior. El método de Gauss transforma la matriz de coeficientes en una
matriz triangular superior.

El método de Gauss - Jordan continta el proceso de transformacion
hasta obtener una matriz diagonal.

Para realizar la reduccion de filas en una matriz, se utiliza una
secuencia de operaciones elementales de fila, modificando la matriz hasta
gue la esquina inferior izquierda de la matriz se llene de ceros, tanto como
sea posible. Hay tres tipos de operaciones elementales de fila:

> Intercambiar dos filas.
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» Multiplicar una fila por un numero distinto de cero.

» Sumar un multiplo de una fila a otra fila. (La resta puede realizarse

multiplicando una fila por -1 y sumando el resultado a otra fila).

Utilizando estas operaciones, una matriz siempre se puede transformar
en una matriz triangular superior, y de hecho en una que esté en forma
escalonada. Una vez que todos los coeficientes principales (la entrada mas a
la izquierda distinta de cero en cada fila) son 1, y cada columna que contiene
un coeficiente principal tiene ceros en otros lugares, se dice que la matriz
esta en forma escalonada reducida.

Esta forma final es Unica; en otras palabras, es independiente de la
secuencia de operaciones de fila utilizadas. Por ejemplo, en la siguiente
secuencia de operaciones de fila (donde dos operaciones elementales en
filas diferentes se realizan en el primer y tercer paso), la tercera y cuarta
matrices son las que estan en forma escalonada, y la matriz final es la Unica

forma escalonada reducida.

1 3 1 9 1 3 1 9
—F,+F F
l1 1 -1 1| ¢ _I_I?_;I?conducealo —2 -2 —8|F,+F;
3 11 5 35 10s 3 0 2 2 8
—>F2
1 3 1 9]|F, 1 3 1 9
0 -2 -2 —8—2—>F2conducea 0 1 1 4|-3F;+F, »F,
0 0o o ol 0 0 0 0
1 0 -2 -3
01 1 4
00 0 O

El uso de operaciones de fila para convertir una matriz en forma
escalonada reducida se denomina a veces eliminacioén de Gauss — Jordan.
En este caso, el término eliminacion de Gauss se refiere al proceso hasta
que ha alcanzado su forma triangular superior, o forma escalonada (no

reducida). Por razones computacionales, cuando se resuelven sistemas de
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ecuaciones lineales, a veces es preferible detener las operaciones de fila

antes de que la matriz esté completamente reducida.

Antecedentes

Algunos casos especiales del método (presentados mas no
demostracion) ya eran conocidos por los matematicos chinos en torno al afio
179 AC. El método de eliminacion de Gauss — Jordan aparece en el capitulo
ocho del importante texto matematico chino “Jiuzhang suanshu” o Los nueve
capitulos sobre el arte matematico. Su uso se ilustra en dieciocho problemas,
de dos a cinco ecuaciones cada uno. La primera referencia al libro por este
titulo data del 179 DC, pero algunas de sus partes fueron escritas alrededor

del 150 AC., sefialado por Liu Hui en el siglo lll.

Definiciones y ejemplo de algoritmo

El proceso de reduccion de filas hace uso de operaciones basica de
filas, y se puede dividir en dos partes. La primera parte (llamada eliminacién
hacia adelante) reduce un sistema dado a la forma escalonada de filas, a
partir de la cual se puede decir si no hay soluciones, una solucién Unica, o
infinitas soluciones. La segunda parte (llamada sustituciébn hacia atras)
contindia usando operaciones de fila hasta que se encuentra la solucion; en
otras palabras, pone la matriz en forma escalonada reducida.

Ademas, resulta muy util para analizar el algoritmo, que la reduccién de
filas produce una descomposicion matricial de la matriz original. Las
operaciones elementales de fila pueden verse como la multiplicacion a la
izquierda de la matriz original por matrices elementales. Alternativamente,
una secuencia de operaciones elementales que reduce una sola fila puede

verse como la multiplicacion por una matriz de Frobenius.
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Entonces, la primera parte del algoritmo calcula una descomposicion,

mientras que la segunda parte escribe la matriz original como el producto de

una matriz invertible determinada de forma Unica y una matriz escalonada de

filas reducida determinada de forma Unica.

Operaciones de fila

Hay tres tipos de operaciones elementales de fila que se pueden

realizar en las filas de una matriz ya indicados anteriormente:

1.
2.

Intercambiar las posiciones de dos filas.

Multiplicar una fila por un escalar distinto de cero.

3. Afadir a una fila un maltiplo escalar de otra.

Si la matriz estd asociada a un sistema de ecuaciones lineales,

entonces estas operaciones no cambian el conjunto solucién. Por lo tanto, si

el objetivo es resolver un sistema de ecuaciones lineales, el uso de estas

operaciones de fila podria facilitar el problema.

Algoritmo de eliminacion de Gauss y de Gauss-Jordan

1.
2.

Ir a la primera columna numero cero de izquierda a derecha.
Si la primera fila tiene un cero en esta columna, intercambiarlo con

otra que no lo tenga.

. Luego, obtener ceros debajo de este elemento delantero, sumando

multiplos adecuados del renglén superior a los renglones debajo de

él.

. Cubrir el renglon superior y repetir el proceso anterior con

la submatriz restante. Repetir con el resto de los renglones (en este

punto la matriz se encuentra en forma escalonada).

114



5. Comenzando con el ultimo renglébn no cero, avanzar hacia arriba:
para cada renglon obtener 1 delantero e introducir ceros arriba de
este sumando multiplos correspondientes a los renglones
correspondientes.

Una variante interesante de la eliminacion de Gauss es la que llamamos
eliminacion de Gauss — Jordan, (debido al mencionado Gauss y a Wilhelm
Jordan), consiste en ir obteniendo los 1 delanteros durante los pasos uno al
cuatro (Ilamados paso directo) asi para cuando estos finalicen ya se obtendra

la matriz en forma escalonada reducida.

Ejemplo

Supongamos que deseamos hallar los nameros "x", "y", "z", que

satisfacen simultdneamente estas ecuaciones:

2x+y—z=8
-3x—-y+2z=-11
—2x+y+2z=-3

Esto es un sistema de ecuaciones lineales. El objetivo es reducir el
sistema a otro equivalente, que tenga las mismas soluciones. Las
operaciones (llamadas elementales) son estas:

» Multiplicar una ecuacién por un escalar no nulo.

» Intercambiar de posicion dos ecuaciones

» Sumar a una ecuacién un multiplo de otra.

Estas operaciones pueden representarse con matrices elementales que
se usan también en otros procedimientos como la factorizacion o la
diagonalizacion por congruencia de una matriz simeétrica.

Podemos eliminamos x de la segunda ecuacion si sumando 3/2 veces
la primera ecuacion a la segunda y después sumamos la primera ecuacion a

la tercera. El resultado es:
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2x+y—-z=28
1 N 1 1
J— —7 =
27 "2
2y+z=5
Ahora eliminamos y de la primera ecuacion sumando -2 veces la
segunda ecuacion a la primera, y sumamos -4 veces la segunda ecuacion a

la tercera para eliminary.

2x—2Z=6

1 +1 4

2Y 2%
-z=1

Entonces podemos resolver por Gauss al sustituir en el sistema de
ecuaciones el valor de z continuando con las incégnitas anteriores de abajo
hacia arriba y de derecha a izquierda obteniendo el valor de todas las
incégnitas. Si continuamos con la variante de Gauss - Jordan
eliminamos z de la primera ecuacion sumando -2 veces la tercera ecuacion a

la primera, y sumando 1/2 veces la tercera ecuacion a la segunda para

eliminar z.
2x =4 Despejando, X =2
1 _ 3 y=3
2Y =3 podemos ver z=—1
—z=1 |as soluciones:

Para clarificar los pasos, se trabaja con la matriz aumentada. Podemos

ver los 3 pasos en su notacién anterior.

—-3x—-y+2z=-11

{ 2x+y—-z=28
-2x+y+2z=-3

Iniciamos copiando la matriz ampliada

_ 3 2 1 -1
2 TN E SRRk | (g 1, 1[5 2R+F-F
-3 -1 2|-11]2 = /2 /5]1 _AF, 4+ F; > Fy

116



2 0 -2|¢\-2F;+F, —~F 2 0 o4 Fl/z_)F1

1, 1 1 1 3
0 /2 /ot CF 4B oF 0 Yz 0
o o -1|1/2 0 0 -1/1/2F-F
1 0 0]2
fimalmenteresulta:{0 1 0|3
0O 0 -1i11

Si el sistema fuera incompatible, entonces nos encontramos con una fila
como:
[0 0 0 a]
Que representa la ecuacion: Ox + Oy + 0z = a, donde a # 0, lo que
supone una contradiccion y, por tanto, no tiene solucién. En el caso de que a

= 0 el sistema tiene varias soluciones.

Forma escalonaday reducida.

Dos formas especiales de matrices son la escalonada y la escalonada
reducida. Una matriz puede tener las siguientes propiedades:

1. Todas las filas 0 estan en la de la parte inferior de la matriz.

2. El primer elemento diferente de cero de cada fila, este es llamado
"pivote"; esta a la derecha del pivote de la fila anterior (esto supone
gue todos los elementos debajo de un pivote son cero).

Si una matriz A cumple con esas propiedades, se dice escalonada.
Ademas, cumpliendo estas otras condiciones que detallaremos a
continuacion, decimos que la matriz se encuentra en la forma escalonada
reducida por filas, o simplemente en forma escalonada reducida.

1. Todos los elementos delanteros ("pivotes”) son iguales a 1

2. Todos los elementos por encima de los pivotes son nulos.

Cuando una matriz representa a un sistema de ecuaciones situaciones
como tener una columna de ceros parece imposible ya que corresponderia a

una variable que nunca habria aparecido. Sin embargo esta situacion puede
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presentarse (imaginemos la ecuacion de un plano en el espacio en la que no
aparece alguna de las componentes, por ejemplo y + z = 5). Asi la matriz

1 4 0 0 O
0 01 0 O
0 001 -1

También es una matriz escalonada.

Una vez que la matriz del sistema se ha transformado hasta obtener
una matriz escalonada reducida es muy facil discutirlo (es decir, determinar
cuantas soluciones tiene):

1. Cuando aparece un pivote en la columna de los términos
independientes el sistema es incompatible (no tiene ninguna
solucion).

2. En otro caso el sistema es compatible. Si ademas el niamero de
pivotes coincide con el numero de incognitas el sistema es
compatible determinado (tiene una Unica solucion). Cuando el
namero de pivotes es menor que el numero de incognitas el sistema
es indeterminado (tiene infinitas soluciones que dependen de tantos
pardmetros como indique la diferencia entre el nimero de incégnitas

y el nimero de pivotes).
Otras aplicaciones
Encontrar la inversa de una matriz
Es posible usar la eliminacion gaussiana para encontrar inversas de
matrices n x n. Para ello se aumenta la matriz dada, digamos A con una

matriz identidad, simplemente escribiendo las filas de la identidad a

continuacion de las de nuestra matriz A, por ejemplo dada:
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2 1 -1 2 1 =111 0 O
A=|-3 -1 2 Se construiria -3 -1 2{0 1 0
-2 1 2 -2 1 210 0 1

y ahora se realizan las operaciones elementales sobre las filas de la
matriz aumentada que sean necesarias para obtener la forma escalonada
reducida de la matriz A; sumando tanto a la segunda como a la tercera fila la

primera obtenemos

2 1 -11 0 0 2 1 -11 0 0
F, +F, > F

(—3 -1 210 10>F1iFZ:F2=><—10 1)1 10)(—1)F2—>F2

-2 1 2lo o 1/ 173 3 0 2 11 0o 1

Multiplicamos a la segunda fila por -1 y la intercambiamos con la

primera
2 1 =111 0 0 1 0 -1-1 -1 O
10 -1/-1 -1 0|F, oF, =>(2 1 -1{1 0 O0|-2F+F, > F,
0 2 111 0o 1 0 2 111 0 1

Tenemos el pivote de la primera fila que usamos para hacer ceros

debajo, luego usamos el pivote de la segunda fila

10 -1-1 -1 0 1 0 -1-1 -1 0
0 2 111 o0 1 0 0 —-1l-5 -4 1
y por ultimo cambiamos de signo la tercera fila y usamos el pivote

correspondiente

1.0 -1-1 -1 0\ p L 10 004 3 -1
01 13 2 0| ¢ ¢ ¢ 0 1 0-2 -2 1
00 115 4 -1/ 372 z 0 0 15 4 -1

El proceso ha finalizado porque en la parte izquierda tenemos la forma
escalonada reducida de Ay puesto que ésta es la matriz identidad,
entonces A tiene inversa y su inversa es la matriz que aparece a la derecha,
en el lugar que al principio ocupaba la identidad. Cuando la forma
escalonada reducida que aparece no es la identidad es que la matriz de

partida no tiene inversa.

119



Métodos iterativos de Jacobi y Gauss — Seidel

Los métodos de Jacobi y Gauss — Seidel son los equivalentes en la
solucion de sistemas de ecuaciones lineales al método de aproximaciones
sucesivas en la solucion de ecuaciones algebraicas y trascendentes.

Consiste basicamente en obtener una ecuacion de recurrencia
(matricial en este caso) y proponer un vector solucion inicial; posteriormente,
se deberan realizar las iteraciones necesarias hasta que la diferencia entre
dos vectores consecutivos cumpla con una tolerancia predefinida.

En realidad, estos métodos representan una adaptacion vectorial de un
proceso escalar, lo que implica la necesidad de adaptar los conceptos
necesarios: los procesos iterativos se detienen cuando entre dos
aproximaciones consecutivas se cumple con determinado error
preestablecido. En este caso, deberd medirse la norma entre dos vectores
para reconocer el momento en que se satisface la cota de error.

Por otra parte, resta el hecho de tener que evaluar un criterio de

equivalencia el cual, naturalmente, tendra caracter vectorial.

Definicién del método de Jacobi

Para el sistema de ecuaciones lineales: AX =b
Donde A es la matriz de coeficientes, X es el vector (matriz) de
incognitas y b el de términos independientes (Matriz de las soluciones).
AZ=b 1)
En la ecuacion (1) se puede sustituir a la matriz A por la suma de dos

matrices:
A=D+R (2)
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En la matriz D sus elementos son cero (0) excepto los ubicados en la
diagonal que corresponden a los elementos de la matriz A y R que es una
con ceros en la diagonal y sus elementos restantes coinciden con los

respectivos de A

@11 @12 a3 ... dip

a1 a2 (23 ... a2

A= @31 @32 A3z ... d43p

| @nl 04n2 Qap3 ... Onpn |

3)
i ail 0 0 0 1 0 a1 aiz ... dip
0 axp 0 0 a1 0 a3 ... an
D= 0 0 as .. 0 R=| a3 ax 0 .. asz,
| 0 0 0 .. Gpn | | ap1 ap2 apz ... 0
(4) (5)

Sustituyendo la ecuacion (2) en (1):
(D+R)-X=b = DX+Ri=hbH

Despejando el término DX

-

DX =b — RX
Premultiplicando por la matriz D=1
D1-Dx=D1-(b—RX) = X=D"1-(b-RX) (6)
La ecuacion (6) no aporta una solucion por si misma, si se observa

desde la éptica del algebra matricial. Sin embargo, si se aplica desde una

forma recursiva
k) = p-1.(p - RX®)  (7)
Parak=0, 1, 2, ..., n y donde X® representa un vector solucién inicial y

xk+1) es una aproximacion posterior a X®). Se puede constatar claramente

121



que la ecuacién (7) es totalmente representativa de un método de
aproximaciones sucesivas.

Esta ecuacion (7) requiere de un breve analisis para su aplicacion
practica. En principio, la matriz D, detallada en (4) solo posee elementos
diferentes de cero (que corresponden a los propios de A) en su diagonal
principal.

Es facilmente comprobable que la matriz inversa D — 1 también posee
“Unicamente valores diferentes de cero en su diagonal principal y que

corresponden a los reciprocos de los ubicados en la matriz A, es decir, seran

1 , .
—. Por otra parte, el resto de los elementos de cada rengl’on de la matriz A

ajj
se encuentran en R y son restados del vector de términos independientes.

En contexto, la ecuaciéon (7) equivale, a partir del sistema de
ecuaciones lineales, a despejar a la incégnita de ubicada en la diagonal
principal de cada una de las ecuaciones que conforman el sistema, de la

siguiente forma:

(k+1) _ bl e (alzx(kz) + a13x(k3) + ces + alnx(kn))

X

! d11

ar) D2 (a21x®2) + ay3x ) 4 4 gy x(a))
X =

2 dz2

(k+1) _ b3 e (a31X(k2) + a32x(k3) + ces + aBnX(kn))

dsz3
Sucesivamente

X(k+1) _ bn (anlx(RZ) + anZX(kB) + o 4 annx(kn))
n =

ann

(9)

El método de Jacobi propone que el vector x© sea igual a cero.

Partiendo de esta propuesta, el vector siguiente serqd X = :—1, es decir, el
11
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elemento independiente entre el coeficiente de la diagonal principal para
cada ecuacion.

by
an
b,

dz2

d33

by

(2,
(10)

Este vector XM se sustituye en las ecuaciones (8) obteniéndose el

siguiente XM, El proceso se realiza consecutivamente hasta que la

norma entre dos vectores consecutivos sea menor que cierta tolerancia

preestablecida. La norma 0 se calcula como

0= \/(;‘I;Ek+l) — :f:gk})2 -+ (:f:,{fﬂ] - .-;r:,{;c])2 + (if::(-;k+1) — :f:_.(‘}k})2 + o+ (:f:.E:{H] — .'IJ.EE{)P

(11)

Criterio de convergencia del Método de Jacobi.

El método de Jacobi es susceptible de los efectos del pivoteo. En
consecuencia, su criterio de convergencia lo conforman los criterios de la
diagonal dominante, la cual tiene dos condiciones:

1. Condicion necesaria: El elemento ubicado en la diagonal principal
de cada ecuacion sea mayor en valor absoluto que el resto de los
elementos de la misma ecuacion.

|laj;| > |aii| (12)
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2. Condicion suficiente: El elemento ubicado en la diagonal principal

de cada ecuacion sea mayor en valor absoluto que la suma del resto

de los elementos de la misma ecuacion.

lag;| > Zlaijl

Método de Gauss — Seidel.

(13)

Este método es una versidon acelerada de Jacobi. Donde se necesita

tener un vector aproximado completo para proceder a la sustitucién en las

ecuaciones de recurrencia y obtener una nueva aproximacion.

El método de Gauss — Seidel se propone ir sustituyendo los nuevos

valores de la aproximacion siguiente conforme

esperar a tener un vector completo.

se vayan obteniendo sin

Esto acelera la convergencia. Iniciando con las ecuaciones de
recurrencia del método de Jacobi (9)
k+1 k+1 k+1
(k+1) b1 (alzx; 1 + 313X§ 1 + -+ alnx,g + ))
X =
1 a11
k+1 k+1 k+1
(k+1) bz (aleg 1 + 323X§ 1 + -+ aan,(,l + ))
2 azz
k+1 k+1 k+1
(k+1) b3 (331)(; 1 + 332X§ 1 + -+ aan,(,l + ))
X3 =
a33

Sucesivamente

(k+1) (k+1) (k+1)
(kD) _ b, ... (anlx2 + apXx, + -+ 1x, )
" Ann
(14)
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Criterio de convergencia del Método de Gauss — Seidel

El criterio de convergencia del método de Gauss — Seidel corresponde
totalmente a de la diagonal dominante cuyas condiciones se expresan en las
ecuaciones (12) y (13)

Ejemplo.

Sea el sistema de ecuaciones lineales:

10X1 +X2 + 2X3 =3
4'X1 + 6X2 — X3 = 9 (15)
—2X1 + 3X2 + 8X3 =51

Vemos que los elementos ubicados en la diagonal principal cumplen
satisfactoriamente con el criterio de convergencia o diagonal dominante
(aj; # 0). resolviendo el sistema usando ambos métodos para contrastar su

uso. Se Inicia por el método de Jacobi. Las ecuaciones de recurrencia son:

(k) (k)
k+1) _ 3~ Xy — 2%y

1 10
Kk Kk
(k+1) _ 9—4xg)+xg)
X, = 6
Kk Kk
w51+ 2x79 —3x{Y
3 8
(16)
La primera iteracion k = 1 es:
3 o
X = = 3
10 10
9 9 0,3
xP = z x@ = R (17)
6,375
51 51
D22 —
3 8 L 8
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La segunda iteracién k = 2 se obtiene sustituyendo al vector x* (17) en

las ecuaciones de recurrencia.
3-(1,5)-3(6,375)

@ _
*10 = 10
—-1,125
ng) _ 9-4(0,3)-6,375 x@ = [2' 3625] (18)
6 5,8875
@  51+2(0,3)—3(1,5)
X3 = 8

Las sucesivas iteraciones se muestran en cuadros 1 y 2. las tolerancia

son calculadas con la ecuacion (11).
Luego de trece iteraciones, con una tolerancia = 0,000007, se obtiene el

vector solucion
Cuadro 1 — Iteraciones 0 a 6 por el método dr Jacobi

lteracion <© eY) <@ e <@ <& <®
X1 0,30000 | -1,12500 | -1,11375 | -1,06469 | -0,98802 | -0,99087 | -0,99705
Xz 1,50000 | 2,36250 | 3,23125 | 3,11047 | 3,02393 | 2,98241 | 2,99292
Xa 6,37500 | 5,8875 | 5,20781 | 4,88484 | 4,94240 | 4,99402 | 5,00888
Tolerancia 1,73557 | 1,10310 | 0,34829 | 0,12915 | 0,06631 | 0,01922
Cuadro 1 — Iteraciones 7 a 12 por el método dr Jacobi
Ilteracion x( x® x® x(10) x{1D x(12)

X1 -1,00107 | -1,00063 | -1,00011 | -0,99991 | -0,99996 | -1,00000

X5 2,99951 | 3,00128 | 3,00041 | 2,99997 | 2,99991 | 2,99998

X3 5,00339 | 4,99992 | 4,99936 | 4,99982 | 5,00003 | 5,00004

Tolerancia | 0,00947 | 0,00392 | 0,00116 | 0,00066 | 0,00023 | 0,000007

—1,00000
] (19)

x(12) = [ 2,99998
5,00004

Ahora realizamos la solucién con la mejora del método Gauss — Seidel.
Las ecuaciones de recurrencia son:

¢ 3 I 9]
X, 2X4 (20)
10

3
ngﬂ) —
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Xgk+1) —

9 — 4x§k+1) + ng)

6

Geeny _ 51+ 2x {8 _ gx o+

8

La iteracion x® se obtiene de la misma forma que la indicada en el

vector (17).

@ —

0,3
[ 1,5]

6,375

(21)

La diferencia se presenta en el calculo de la iteracion x®

@ =

P =

3-(1,5)—2(6,375
(1,5) — 2( )=_1,125

9 —4(—1,125) + 6,375

10

6

51+ 2(—1,125) — 3(3,3125)

X =

8

= 3,3125

= 4,85156

@ = [

—-1,125
3,3125
4,85156

] (22)

Repitiendo el proceso consecutivamente, mismo que se presenta en el

cuadro 3.
Cuadro 3 — Iteraciones por el método de Jacobi
Iteracion x(© x@® x@) x® x@® x®
X1 0,30000 -1,125 -1,0015625 | -0,999329427 | -1,000057752 | -0,999997259
X, 1,50000 3,3125 2,976302083 | 3,000968967 | 3,000005882 | 2,999995399
X3 6,37500 | 4,8515625 | 5,008496094 | 4,999804281 | 4,999983356 | 5,00002411
Tolerancia 2,763447678 | 0,391016634 | 0,026248607 | 0,00122068 | 6,42839x10"”

6,428x10™2, el vector solucién es:

Conclusiones

202 =

2,999995399

[—O, 999997259
5,000002411

] (23)

Se dice entonces que después de seis iteraciones, con una tolerancia =

Se concluye en dos sentidos diferentes: Primeramente, debe percibirse

que el método de Jacobi es un antecedente del método de Gauss — Seidel,
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mismo que lo mejora de forma notable al acelerar su convergencia. En
segundo término, pero no menos importante, estos métodos del género de
las aproximaciones sucesivas dependen fundamentalmente de su criterio de
convergencia.

En este caso, de la diagonal dominante. Es dificil determinar qué tan
dominante es una diagonal. No se establece una convencion que nos diga la
relacion que debe guardar el elemento a;; sobre el resto de los coeficientes alij
de su ecuacion. En todo caso, entre mas evidente sea el dominio de los
elementos sobre la diagonal principal, mas rapida sera la convergencia de la

solucion.
Otra forma del desarrollo del método Gauss — Seidel.

Es un método iterativo y por lo mismo, resulta ser un método bastante

eficiente. Comenzamos con nuestro sistema de ecuaciones:

ag1xq + Aq12Xy + e+ A1gXE = b1
az1XxX1 + Ar2Xo + -4 QX = bz

Ap1X1 + Qpaxy + -+ apgxy = by,
De la ecuacion 1 despejemos x4, de la ecuacion 2 despejemos x,, ...,

de la ecuacion k despejemos xj;. Esto nos da el siguiente conjunto de

ecuaciones:
by —agXxy; — - — aggXg
X1 =
a11
by —aj1xq — - — agXg
XZ =
a32
Sucesivamente
by —aj1x1 — - — Qgg_1Xk_1
Xk =

(299
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Estas expresiones de las ecuaciones son las que forman nuestras

férmulas iterativas. Iniciamos el proceso iterativo, dandole el valor de cero a

las variables x,, ..., x;; esto nos dara un primer valor para x;.
b,
X1 =—
ai

Ahora, sustituimos este valor de x; en la 2% ecuacion, y las variables

x3, ..., Xj siguen teniendo el valor de cero. Obteniendo el valor para x,:
b,
b, —au ()
— 11
Xy =
azz

los valores obtenidos de x; y x,, los sustituimos en la 3*® ecuacion, y
las deméas variables xy4,.., x;, mantiene el valor de cero; y asi
sucesivamente hasta llegar a la Udltima ecuacién. Todo este pasd, nos
arrojara una lista de primeros valores para nuestras incégnitas, la cual

conforma nuestro primer paso en el proceso iterativo. Digamos que

tenemos:
X1= 0
X2 = Q3
X = g

Repetimos el proceso, ahora sustituyendo estos ultimos datos en lugar
de ceros como al inicio, obtendremos una segunda lista de valores para cada

una de las incognitas. Digamos que ahora tenemos:

X1 = B1
X2 = B2
Xk = P

Calculamos los errores aproximados relativos, respecto a cada una de las
incognitas. Asi, tenemos la lista de errores como sigue:

—a
Lx100%
B1

|Ea.1| =
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—-—Qa
mx100%

B2
|ﬁk

|€a2| =

P~ %k 100%
Bk

El proceso se vuelve a repetir hasta que:
|€a,i| < €Eg ¥i=12,..k

|Ea,k| =

Donde € es una cota suficiente prefijada.

Ejemplo 1
Usar el método de Gauss — Seidel para aproximar la solucion del sistema:

3x1 — O,sz - O, 5x3 =8
0, 1x1 + 7x2 + O, 4X3 = —19, 5
0,4x; — 0,1x, + 10x3 = 72,5

Hasta que |€,;| < 1% .
Solucion
Primero despejamos las incégnitas x4, x, ¥y x3 de las ecuaciones 1, 2y

3 respectivamente. Tenemos:
_ 8+0,2x, +0,5x,

X1 = 3
~19,5 — 0,1x, — 0, 4x5

Xp = 7
72,4 — 0,4x, + 0, 1x,

'3 = 10

Estas ultimas, son nuestro formulas iterativas.
Iniciamos el proceso iterativo, sustituyendo los valores de x, = x3 =0
en la primera ecuacion, para calcular el primer valor de x;:
X1 =2,66667
Ahora, sustituimos x; = 2,66667 y x3 =0 en la segunda ecuacion,
para obtener x,:
x, = —2,82381
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Ahora sustituimos x; =2,66667 y x, =-—2,82381 en la tercera
ecuacion, para obtener x3:
x3 =7,10521
Asi, tenemos nuestra primera aproximacion a la solucién del sistema:
X, =2,66667 x, = —2,82381 x3 =7,10521

Como aun no podemos calcular ningun error aproximado, repetimos el
proceso pero ahora con los ultimos datos obtenidos para las incognitas:

Sustituyendo x, = —2,82381 y x3 =7,10521 en la ecuacion 1
obtenemos x; = 3,6626.

Sustituyendo x; = 3,6626 y x3 = 7,10521 en la ecuacién 2 obtenemos
X, = —3,24404;

finalmente, sustituyendo x1 =3,6626 y x, = —3,24404 en la
ecuacion 3 obtenemos x3 = 7,06106.

Asi, tenemos la segunda lista de valores de aproximacién a la solucion
del sistema:

x1 =3,6626 X, = —3,24404 x3=17,06106

Calculando los errores absolutos para cada una de las incégnitas. Tenemos:

36626 — 2, 66667
|€an| = | XTSTS x100%| = 27%
—3,24404 + 2,82381
|€a2| = | — 51104 x100%| = 12,9%
7 06106 —7,1051
|€as| = | 06106 x100%| = 0,6%

Como no se ha logrado el objetivo, debemos repetir el mismo proceso
con los ultimos valores obtenidos de cada una de las incégnitas. Notese que
aunque el error aproximado |€a,3| ya cumple con ser menor al 1%, esto se

debe de cumplir para los tres errores aproximados!
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Repitiendo el mismo proceso. Omitiendo los pasos intermedios,
obtenemos:
x1 = 3,62724 x; = —3,24102 x3 =7,06250

Y en este caso tenemos los siguientes errores aproximados:

|€a1| = 0,09% |€az| = 0,07% |€q3| = 0,001%

Vemos que ahora si se ha cumplido el objetivo para cada uno de los
errores aproximados. Por lo tanto, concluimos que la solucion aproximada es:
X1 =3,62724 X, = —3,24102 x3 =7,06250

Observacion.

Es logico preguntarse si siempre el método de Gauss-Seidel converge a
la solucion del sistema de ecuaciones y también es logico esperar que la
respuesta es NO.

Un resultado de Andlisis Numérico nos da una condicion suficiente para
la convergencia del método.

Teorema. El método de Gauss — Seidel converge a la solucion del
sistema si se cumple la condiciébn de que la matriz de coeficientes del
sistema sea una matriz diagonalmente dominante, es decir, si se cumple la
siguiente condicion:

la;;| > Z|ai]-|, paracadai=1,2,..,n
j#i

La condicién de ser una matriz diagonalmente dominante simplemente
significa que los elementos de la diagonal son mayores (en valor absoluto)
que la suma de los valores absolutos de los demas elementos del mismo
renglon. Notese que en el ejemplo anterior, la matriz si es diagonalmente
dominante y por lo tanto, el método de Gauss-Seidel si converge a la

solucién del sistema.
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Sin embargo, la condicibn de la matriz diagonalmente dominante,
solamente es una condicion suficiente pero no necesaria, es decir, existen
sistemas de ecuaciones que no cumplen con la condicion y que si convergen
a la solucion y también existen sistemas de ecuaciones que no cumplen con
la condicion y que no convergen a la solucion.

Finalmente, obsérvese que aunque un sistema no cumpla con la
condicion de ser diagonalmente dominante, es posible a veces, lograr que si
se cumpla con esta condicion mediante un intercambio de renglones, como

veremos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2
Mediante el método de Gauss — Seidel sefale la solucién aproximada
del sistema:

—le + 1, 4-x2 - 2,7x3 = 94,2
0, 7x1 — 2, 5x2 + 15x3 = -6
3,3x, — 11x, + 44x3 = —27,5

Hasta que |€,] < 1% .
Solucién

En este caso, vemos que la matriz de coeficientes del sistema no es
diagonalmente dominante (¢;por qué?). Pero también vemos que Si
intercambiamos los renglones (filas) 2 y 3 entonces si es diagonalmente
dominante. Asi, primero hacemos el intercambio de renglones (filas) y
nuestro sistema es:

—5x1 + 1,4-x2 — 2,7.X'3 = 94’,2
3, 3.X'1 — 11x2 + 4-4-x3 = —27, 5
0, 7x1 — 2, 5x2 + 15.X'3 = -6

Procedemos entonces, a despejar x4, x, ¥ x3 de las ecuaciones 1,2y 3
respectivamente. Tenemos:

94,2 - 1,4x, +2,7x,
a -5

X1
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_ —-27, 5-— 3, 3x1 —4, 4X3

X2 = 11
—-6-—-0, 7xq + 2, 5x2
X3 = 15

Iniciamos el proceso iterativo sustituyendo los valores de x, =0 y
x3 = 0 en la ecuacion 1 para obtener x:
x; = —18,84
Sustituimos x; = —18,84 y x3 = 0 en la 2% ecuacién para obtener x:
x, = —3,152
Por tanto, sustituimos x; = —18,84 y x, = —3,152 en la 3°*® ecuacién
para obtener x3:
x3 =—0,04613
Los valores obtenidos en la primera iteracion son:
x, = —18,84 x, = —3,152 x3 = —0,04613

Solo tenemos la primera aproximacion de la solucién del sistema,
debemos seguir el proceso iterativo. Sustituyendo x, = —3,152 y x3 =
—0,04613 en la 1°® ecuacion, obtenemos x; = —19,69765;

Sustituyendo x; = —19,69765 y x3 = —0,04613 en la 2% ecuacion,
obtenemos x, = —3,42775;

Sustituyendo x; = —19,69765 y x, = —3,42775 en la 3" ecuacion,
obtenemos x; = —0,05207.

Luego, nuestra segunda aproximacion es:

x; =—-19,69765  x, = —3,42775 x3 = —0,05207

Calcular los errores aproximados para cada una de las incognitas.

Tenemos:
—19,69765 + 18,84
|€arl =| 19 69765 x100%| = 4,35%
—3,42775 + 3,152
|€az] =| g7 ¥100%| = 8,04%
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eua] = ‘—0,05207+0, 04613
a3| = ~0,05207 X 1OUY0

Como no se ha cumplido el objetivo, debemos seguir avanzando en el

=11,4%

proceso iterativo. Resumimos los resultados como sigue:
Tercera iteracion;
x1=-19,69765 = |€,4|=0,3%
x; =—3,45232 = |€,2|=0,7%
x3 =—0,05271 = |€,3|=1,2%
Cuarta Iteracion:
x1=-19,77819 = |€,4|=0,03%
x; = —3,45454 = |€,,]=0,06% y x3=-0,05277 = |€,3|=0,1%

Logrado en la cuarta iteracion cumplir la restriccion, los valores
aproximados de la solucion del sistema son:
x, =—19,7819 x, = —3,45454 x3 =—0,05277

Auto evaluacion

1.- Determine el valor de las variables, aplicando el método Gauss—Jordan

en los siguientes Sistemas de ecuaciones Lineales:
3x1 — X2 + 6X4 = 2,3
4-x1 + sz — X3 — SX4 = 6,9
—5x1 + X — 3x3 = —16,8
10x2 - 4x3 + 7X4 =-36

0, 7X1 + 2, 7X2 - 6X3 + 0, 7X4 = 1, 6487
d - {

—le + 5x2 -1, SX3 =0 b.-
—0, le + 1, 75x2 — X3 = 10

2x—y+3z+w=-6
Xx+y+3z—w=-10
3x—-y+2z2+2w=0
—2x—3y—-z—2w=3

2.- Usar el método de Gauss — Seidel para aproximar la solucién del sistema:
3x;—0,2x, —0,5x3 = 8

R {o, Ley + 72, +0,4%5 = =195 { 5x1 —8x; +x3 = —71

i X1 —2x2 +0,5x3 = —
a_

2X1 - O, 8X2 + 3X3 — Xy = _2, 342
—Xq — 1, 5X2 + 1, 4X3 + 3X4 = _4, 189
7X2 - 1, 56X3 + 5X4 = 15, 792

—le + 6x2 — 9x3 =134

0,4x; — 0,1x, + 10x3 = 72,5
3x1 - 5x2 + ZX3 = —-58

Hasta que |€q,| < 1% .
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X1 + 2x2 + 3x3 =-3
—4-x1 - 5x2 — 6X3 =9
7x1 + 8x2 + 1OX3 =-16

d.-

x1+2x2+3x3:1
4x1 + sz + 6x3 =-2
7x1 + 8x2 + 1OX3 =5
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Unidad 5

VECTORES CARACTERISTICOS
Y VALORES DE UNA MATRIZ

Valores propios y vectores propios para una matriz cuadrada.

La Teoria Espectral estudia los valores propios y vectores propios de
una matriz. Su aplicacion en diversas areas de la ciencia es esencialmente
de importancia fundamental.

El estudio que realizaremos esté definido en el campp de los nimeros
Complejos “C”; teniendo en cuenta que el conjunto de los numeros Reales
“R” es sub conjunto de los numeros Complejo “C”

Ejemplo 1. Vector propio y valor propio

Dado
0 5 -10
A=|0 22 16
0 -9 -2
5 1
X=|-4|ly X=10
3 0
Calcular el producto AX para cada X y analice los valores obtenidos.
Solucion
[ 5
Primero, realizamos AX para X = [—4
| 3

El producto obtenido es

0 5 -10] [5 [(0)(5) + (5)(—4) + (-10)(3)
A-X=|0 22 16]-[—4]= (0)(5) + (22)(—4) + (16)(3)

0 -9 21131 [(0)5B)+(E=NED+(=2)3)

0—-20—30] -50 5
A-X=|0-88+48(=|-40|=10|—-4
0+36+6. 30 3
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Observamos, que el producto AX obtenido es un vector que es igual a

1
0
0

(0)(1) + (5)(0) + (—=10)(0)
0 22 16 | [0|=](0)(1)+(22)(0)+ (16)(0) [ =
0 -9 2110 (0)(1) + (=9)(0) + (—2)(0)

0+0+0 0 1
0 0

0+0+0
El valor AX obtenido es un vector igual a 0 veces el vector X, AX = 0X.

10 veces el vector X. 6sea, AX = 10X.

Realicemos el segundo producto AX para el vector X =

El producto es

A-X=

P

A-X=

0+0+0

En conclusibn podemos sefialar que para esta matriz el

producto obtenido, lo podemos expresar como kX, para ambos vector X.

1
realicemos el producto por otro vector X; por ejemplo. X = 1]
1
0 —10 0)(@D) + (G + (—10)(1) 0+5-10
AX = |0 ZZ ] O+ 22)1+@@e6)(1) 0+22+16
0 -9 —2 O+ + (- 2)(1) 0—-9-2

AX =

38 ]
-11

AX no se obtuvo un vector de la forma kX, luego podemos sefalar que
para algun escalar k no se cumple. AX = kX

Existe valore escalares en que los productos calculados como en los
Ejemplo 1. Se cumple la ecuacion AX = KX, donde k es un escalar, decimos
que el escalar k es un valor propio de A. algunos autores emplean la letra
griega Lamda (A) como simbolo especial en lugar de k cuando sefialamos
los valores propios. Para los valores realizados en el Ejemplo 1, los
valores10 y O son valores propios de la matriz A expresandolos como.

Ai=10y2A, =0
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Cuando AX = AX se cumple para algunos X # 0, entonces que X es
un vector propio de la matriz A. Los vectores propios de A estan asociados
a un valor propio. Por lo tanto, si Ay es un valor propio de Ay AX = A1X,
nombramos a este vector propio como X;. Para que un vector sea propio,
X debe ser distinto de cero.

El significado geométrico para los vectores propios. Cuando se tiene un
vector distinto de cero, al multiplicarlo por una matriz resulta otro vector que
es paralelo al primero o igual a 0, este vector se denomina vector propio de
la matriz. Este significado es cuando los vectores estan en campo de los
nameros Reales (R). Definiendo formalmente los valores propios y vectores

propios de la siguiente forma..

Definicion:

Dado la matriz A cuadrada nxn y un vector XeC (Pertenece al campo de

los nimeros complejos) un vector distinto de cero para el cual se cumple
AX = AX (@8]

Si existe un escalar A. que llamaremos valor propio de la matriz Ay
X'se designa como unvector propiode A asociado con A, 0 un
A (autovector de A).

El conjunto de todos los valores propios de una nxn matriz A se denota
por o(A) y se conoce como el espectro de A.

Los vectores propios de una matriz A son aquellos vectores X, que al
multiplicarlo por el vector A resulta un vector en la misma direccion u
direccién opuesta a X. Como el vector cero (0) no tiene direccion, no tiene
indicar que el vector cero (0) sea un vector propio.

Analicemos los vectores propios con mas detalle. Supongamos X que
satisface el ejemplo 1. Luego

AX=AX=0 =2(A=-Al)X=0
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Para algunos X # 0. De forma equivalente se podrias escribir (Al = A)X =
0, que cominmente se usa. Osea, que al buscar los vectores propios,
buscamos soluciones no triviales a este sistema homogéneo de ecuaciones.

Las soluciones a un sistema homogéneo de ecuaciones son soluciones
bésicas, y sus combinaciones lineales. Estas soluciones bésicas de la
ecuacion las llamaremos vectores propios basicas (Al = A)X = 0. Por lo
tanto podemos afirmar que cualquier combinacion lineal (distinta de cero) de
vectores propios basicos resulta un vector propio.

Si la matriz (Ml = A) es invertible, 6sea (Al = A) — 1 existe. Por lo tanto la
siguiente ecuacion.

X=IX=((N=A)=1(AN=A) X=(AI-A)=1((ANl = AX)=(AI-A)-10=0

Indicando que X = 0. Pero se sefialé que X # 0. Luego (Al = A) no puede
tener una inversa.

Se inici6 afirmando que la matriz es no invertible, por lo tanto su
determinante es igual a 0. Concluimos que

det(Al - A)=0

Recuerde que es equivalente a det(A = Al) = 0.

La expresion det(Al = A) es un polinomio (de variable x) expresada
como polinomio caracteristico de A, y det(Al = A) = 0 es laecuacion
caracteristica. Luego nos referirnos a los valores propios de

A como valores caracteristicos.

Teorema 1. La existencia de un vector propio.

Dada A una matriz n«n matriz y supongamos det(Al - A) = 0 para
algunos AeC (C Campo de los numeros complejos).

Por lo tanto, A es un valor propio de Ay luego existe un vector distinto
de cero XeC tal que AX = AX.

Demostracion:
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Determinacion de los vectores propios y valores propios.

Los valores propios y los vectores propios de una matriz simétrica son
muy importante para el estudio de las matematicas y la ingenieria.
Denotamos por valores propios o0 raices caracteristicas de una matriz
cuadrada A, a los valores de an, a tales que:

det(A—AD =0

Desarrollando el determinante tenemos un polinomio de grado “n”. Se
obtiene el polinomio que por algin método se hallar sus raices.
Procedimiento recomendado al tener valores propios complejos, no solo
reales.

Luego de obtener los valores propios, se procede a hallar el vector
propio X correspondiente al valor propio A, mediante la resolucion del
sistema homogéneo

AX = 2AX
Donde A es el valor caracteristico; A y X son los vectores caracteristicos

donde el vector X es X = [xg, X1, o) Xp—q |-

Multiplicidad de un valor propio:

Dada A una matriz nxn con polinomio caracteristico dado por det(Al — A)
= 0. Entonces, se entiende por la multiplicidad de un valor propio A de A, el
ndmero de veces que A existe como raiz de ese polinomio caracteristico.
Ejemplo 1.

Dado
A=lg 3
Determine sus vectores caracteristicos correspondientes a los valores

caracteristicos

Solucién
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El Primer paso es, hallar los valores propios A de la matriz A resolviendo la

ecuacion

detM-A)=0= .det (A[¢ )] -[2 J])=det ([} J]+[3 2)) =0

clet()\l—A):o=:.|"(;2 10—z|:° S(A-2)A-2)=0= (A—2)%=0

Tenemos que el polinomio caracteristico de A, lo expresamos por
(A-2)%. Realizando operaciones para obtener las raices de este polinomio,
resolvemos (A-2)? = 0, para determinar A. Resultando que A = 2 es una raiz
doble. Por lo tanto, A = 2 es un valor propio de A de multiplicidad igual a 2.

Busquemos ahora como encontrar los valores propios y los vectores
propios para la matriz A en detalle.

El segundo paso es, Para cada A, obtenido, Hallar los vectores propios
basicos X # 0, 6sea, las soluciones basicas de (Al = A)X = 0.

Comprobando el valor obtenido, al verificar que AX = AX con cada Ay
los vectores propios asociados X.

El vector propio para A = 2. Se quiere determinar los vectores X # 0 que

cumplan la ecuacién AX = X. en nuestro caso (2I - A)X =0
([ 31-[c 2D-BI=ll= (5 21+l 5D-G1=[ol
0 222 BI=[l = [0 ol [I=1ol
La matriz aumentada para este sistema y la forma de escalén reducido
(o olo)

La solucion es cualquier vector de la forma [g] =s [g] resulta el vector

correspondiente estan dadas por

propio basico para A =2 como [g]
Ejemplo 2.

142



Encuentra sus valores propios y vectores propios de la matriz

_[-5 2

A=
-7 4

Solucion
a. Primero hallamos los valores propios de A, para ello resolvemos la
ecuacion det(Al — A) = 0, donde

derat - m) = det(A[L O]-[5 Z])=dte( O-[5 )

detl — A) = det([*15 72 ) =0

7 A—4
Obtenemos el determinante y resolviendo se tiene
15 A l=arna-n-meEn=o0
A A = -aatsa-20414=0
A A= +a-6=0

Factorizando, se tiene

A+5 —2|= A+3=0 =>{7L1=—3
7 A-4 A-2=0 =2

Se obtuvieron los valore propios del vector A

A+3)A-2)—0 = {

b. Hallemos los vectores propios basicos para cada A.

Iniciamos por encontrar los vectores propios para A; = —3. Se quiere
determinar los vectores X # 0 que cumplan la ecuacion AX = -3X. en nuestro
caso (-3I-A)X=0

(-3lp J-155 D-BI=ll= (& -5 3D-6I= [0
[_()3:-75 _03_—24 ' [;] - [g] = [3 :3 ' [;] = [g]
La matriz aumentada para este sistema y la forma de escalon reducido

correspondiente estan dadas por

(3 :3|3)F1+2 SF, o (; :;|g) (=7)Fy+ Fy — Fy = ((1) _01|g)
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. . s 1
La solucién es cualquier vector de la forma [S] =s [1] resulta el vector

propio basico para A; = -3 como [ﬂ

Para verificar, observamos que AX = =3X para este vector propio
basico.

— 5@+ @)@) — —
; i [ﬂ - [(—7)(1)1(4)(1) - Lgiﬂ =[_§]=_3 [ﬂ

Esto es lo que buscdbamos, luego sabemos que este autovector basico

es correcto.
Ahora hallaremos los vectores propios para A, = 2; igual que antes
gueremos determinar los vectores X # 0 que cumplan la ecuacion AX = 2X.

en nuestro caso (2I-A)X=0
2l 1-15 D-Bl=ll= @ 21+6 ZD-5I= [l
017 2-a b=l = [7 SIGI=[l
La matriz aumentada para este sistema y la forma de escalén reducido

correspondiente estan dadas por
(7 —2|0

1 2/ |0
F{+7—>F = 7 —7)F{+F, > F
7 —20) 1 1 <7 2 0>( )F1 2 z

> (5 o)

9 . 2/ s 2/
La solucion es cualquier vector de la forma [ 7 ]=s[ 7]
S 1

Multiplicando este vector por 7 para operar mas comodamente y analizar de

manera simple la solucién a este sistema, dada por t [g]

Por lo tanto el vector propio basico para A, = 2 como [g]

Comprobando esto al verificar la ecuacion AX = 2X que este vector

propio basico.
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—~ (-5)@)+ 2D _ -
[_3 ﬂ[g] - [(—7)(2)1(4)(7)]:[—121;‘; - [144] =z[§]

Es lo que buscdbamos, por lo tanto sabemos que este vector propio basico

es correcto.

Ejemplo 3.
Hallar los valores propios y los vectores propios para la matriz Az 3
5 2 -4
A=|-10 14 -8
-5 2 6

Solucion
Realicemos los mismos pasos que en el ejemplo anterior de la matriz
2x2. Iniciamos buscando los valores propios de A. Que son las soluciones de
la ecuacion det(Al — A) = 0; por lo tanto nos queda de la forma siguiente:
1 0 0 5 2 -4
det| A0 1 O0|—|-10 14 -8|]|=0
0 0 1 -5 2 6
Realizando las operaciones indicadas resulta

A 0 0 -5 -2 4 A-5 -2 4
det| |10 A 0|+]|10 —-14 8 |]=0;det 10 A-14 8 =0
0 0 2 5 -2 -6 5 -2 A—-6

A-5 -2 4
10 A-14 8
5 -2 A—-6

Por cualquier procedimiento que conozcamos la ecuacién que genera este

=0

determinante
(A=5A-149)A-6) + (=2)(8)(5) + (10)(-2)(4))
(@A -19)(5) + (8)(-2)(A—5) + (-2)(10)(A - 6)) = 0
(()L2 — 141 — 51+ 70)(A — 6) — 80 — 80)
—((20)(A—14) + (-16)(A—5) + (—-20)(A—6)) = 0

((};2 — 191+ 70)(A—6) — 160) — (201 — 280 — 161 + 80 — 204 + 120) = 0
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(A3 —6A% —19A% + 1142 + 701 — 420 — 160) — (=164 —30) = 0
A3 —25A% + 1841 — 580 + 161 + 80 = 0
A3 — 2522 +200L—-500=0

Factorizando por Ruffini se tiene

1 -25 200 -500
5 5 —100 500
|1 -20 100 0

Por lo tanto X = 5 que escribimos de la forma (A - 5) = 0 el polinomio que
resulta es de segundo grado, podemos escribir esta ecuacion de la forma
(A—5)(A2 —201+100) =0
Factorizando nuevamente, ahora buscamos dos nameros que
multiplicados den 100 y sumados den 20; dichos nimeros son 10 y 10}

Nuestra ecuacion la podemos escribir en forma de tres productos:

A, =5
A-5A-100(A-10)=0=> A-5A-10)2%=0=> y;10
)\3=10

Obtuvimos los valores propios. Note que 10 es una raiz de multiplicidad
dos

Ahora hallemos los vectores propios basicos para cada A.

Iniciamos por encontrar los vectores propios para A; = 5. Se quiere
determinar los vectores X # 0 que cumplan la ecuacién AX = 5X. en nuestro
caso (5I1-A)X=0

1 0 O 5 2 —4] X 0
(5[—A)X=(50 1 0|—|-10 14 —8>'lYl= 0
0 0 1 -5 2 6 | z 0
5 0 0 5 2 -4 X 0
(5I1-A)X = <O 5 0|+|-10 14 -8 '[yl= 0
0 0 5 -5 2 6 Z 0
10 2 -4 xg 0
(5I-A)X=|-10 19 -8|: ly = [0]
-5 2 11 yA 0

146



Utilizando el método de Gauss — Jordan para resolver este sistema. La
matriz aumentada para este sistema y la forma de escal6on reducido
correspondiente estan dadas por

— 1 7
(10 2 —40 1 /5 "/10{%\10F, + F, - F,

—-10 19 —80>F1 0-Fi=-10 19 -8[%s5r +F,>F,
-5 2 11lo -5 2 1110

1 7 I
1 1.7 1 Ys 7/
/5 /100 / ; 00 _1/5F2+F1—>F1

0 21 -10|F,+@D->F,=>{0 1 -1/,10

29 —3F2+F3—)F3
0 3 /20 \0 3 29/2 0

10 149/2100

01 -1 [0 x40~ F,

0 0 205/14 0

o1 -1,.10
/21 o] Y21Fs+F,~>F,

0
)
0
Os 0
La solucion es cualquier vector de la forma [Os] = 5[0] resulta el
Os 0
0
)
0

Para verificar, observamos que AX = 5X para este vector propio basico.

149
10
R ( /210 0) ~149/, 0Fs+Fy > Fy

0 0 1

1 0 0
(010

0 0 1

vector propio basico para A; =5 como

5 2 -4 (5)(0) + (2)(0) + (—4)(0) 0+0+0
[—10 14 —8] ] (—10)(0) + (14)(0) + (—-8)(0)|=|0+ 0+ 0
-5 2 6 ( 5)(0) + (2)(0) + (6)(0) 0F0+0

ot 2l ol

Esto es lo que buscdbamos, luego sabemos que este autovector basico

es correcto.
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Ahora encontremos los vectores propios para A, = A3 = 10. Se quiere
determinar los vectores X # 0 que cumplan la ecuacion AX = 10X. en
nuestro caso (101 — A)X =0

100 5 2 —4]\ X1 [0]
(101-A)X=[10(0 1 o|-|-10 14 -8||'|y|=]0
oo 1l [-5 2 6l/ lzI lol
10 0 071 [-5 -2 47\ X1 [O]
(10[—A)X=( 0 10 o|+[10 -14 8|]|'|y|=]0
lo o 10l L5 -2 -6/ 1z lol

5 -2 4] X7 [0]

(101-A)X= (10 4 8|-|y|=]o

5 -2 4] lzI [o]

Utilizando nuevamente el método de Gauss — Jordan para resolver este
sistema. La matriz aumentada para este sistema y la forma de escal6n

reducido correspondiente estan dadas por}

2 4
5 -2 4|0 1 —- =0
—10F; +F, > F
Fi+5-F; = 5 5 1Tz 2
A ST P v
5 -2 4
2 4 2 4
1 -5 5¢ R
Fy +~(8)—> Fy,= —F,+F F
08082()_)2 010352+1—>1
o o0 o 0O 0 o0
4
0o |0
0!
0 1 00
0 0O
—gs [
La solucién es cualquier vector de la forma os | =S| 0 resulta el
5
1s

—4
vector propio basico para A, = 10 como % 0 ]
5

Para verificar, observamos que AX = 10X para este vector propio

bésico.
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5 2 —4] [-4 B)(—4) + (2)(0) + (—4)(5)
E[—m 14 -8|-|0|=¢ (—=10)(—4) + (14)(0) + (—8)(5)
-5 2 6115 (=5)(—4) + (2)(0) + (6)(5)

1[ 5 2 —4] [-4] 1[-20+0-29] 4[-40 1[4
§—10 14 -8|- 0]=§ 40+0—-140 =§[0 =10§ 0
5 2 61l1ls 20+ 0+ 30 50 5

Esto es lo que buscabamos, luego sabemos que este autovector basico

es correcto.

Polinomio caracteristico

El algebra lineal nos define el polinomio caracteristico de una matriz
cuadrada como un polinomio invariante por similitud matricial, cuyas raices
son los valore propios de dicha matriz. Donde el determinante de la matriz y
su traza (suma de los elementos de la diagonal principal).

El polinomio caracteristico de un endomorfismo (f:N — N, donde el
espacio inicial y final son el mismo) de un espacio vectorial de dimensién
finita es el polinomio caracteristico de la matriz de ese endomorfismo sobre
cualquier base (6sea, el polinomio caracteristico no depende de la eleccién
de una base).

Entendemos por base y dimension de un espacio vectorial al conjunto
“b” donde b es linealmente independiente y abarca a N = b, ésea, si b es una
base de N y b solo tiene un numero finito de elementos, decimos entonces
que N posee dimension finita, por lo tanto el nimero de vectores en b es la
dimension de N.

Su ecuacion caracteristica, conocida como ecuacion determinante, es
la ecuacion que se obtiene igualando a cero el polinomio caracteristico.

Las raices reales de dicho polinomio mismo seran los valore propios. Es
por ello que los polinomios caracteristicos son de especial importancia para

la obtener los valores, subespacio y vectores propios de una aplicacion
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lineal. Ademas se verifica la existencia de dichos valores lineales y de la
diagonalizabilidad de la matriz
En la teoria espectral de grafos, el polinomio caracteristico de un

grafo es el polinomio caracteristico de su matriz de adyacencia.

Fundamento:

Una matriz cuadrada A, donde deseamos hallar un polinomio cuyas
raices son los valores propios (raices) de A. Para una matriz diagonal A, el
polinomio caracteristico es facil de obtener; si los elementos de la diagonal
son “xj” parai = 1, 2, 3, ...n, el polinomio caracteristico en la
indeterminada ”’t” es

(t—x)(t—xz)(t —Xx3) ... (t — xp)

El polinomio posee esta forma ya que los elementos de la diagonal de
una matriz diagonal coinciden con sus valores propios.

Para una matriz A genérica, se puede proceder de la siguiente forma: Si
A es un valor propio de A, entonces existe un vector propio X # 0 tal que

AX=AXO6(A-A)X=0

Donde | es la matriz identidad. Como X es no nulo, la matriz (A — Al) es
singular, lo que significa que su determinante es 0. Concluimos que las
raices de la funcion determinante (A - tl) son los valores propios de A. por

gué dicha funcién es un polinomio en t, ya esta.

Definicion
Sea k un cuerpo (por ejemplo k es el cuerpo de los niumeros reales o de
los niumeros complejos) y una matriz cuadrada A n-dimensional sobre k. El
polinomio caracteristico de A, denotado por pa(t), es el polinomio definido
por:
pa(t) = det (A -tl)
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Donde | es la matriz identidad nyn. Algunos autores definen el polinomio
caracteristico como det(tl - A); la diferencia esta en que esta ultima forma de
definirlo siempre produce un polinomio Monico (polinomio de una variable
distinto de cero en el que el coeficiente de mayor grado es igual a 1),
mientras que la sefalada inicialmente difiere en el signo cuando la matriz
tiene un namero impar de valores propios. Esta diferencia es, sin embargo,

de poca importancia ya que las raices son las mismas.

Ejemplo 4
Queremos hallar el polinomio caracteristico de la matriz
12 1
4= [—1 0]
Debemos calcular el determinante de
(2 17 _.q1 O\_([2 11,[-t Opn_[2-t 1
(A_tl)_([_1 o] t[o 1)_(—1 0]+[0 —t)_ [_1 —t
Su determinante es
|2_‘1t _1t| — 2O -()(=1) = —2t+ 2 +1=2—2t+1 = (£ — 1)

Obtuvimos el polinomio caracteristico de A.
Propiedades

El polinomio pa(t) es de grado ny su coeficiente principal es (-1)". lo
mas importante del polinomio caracteristico mencionado anteriormente
(fundamento) sombre los valores propios de A son las raices de pa(t). El
coeficiente constante pa(0) es igual al determinante de A, y el coeficiente
det"" 'esigual a (-1)"'tr(A), la traza de A. Para una matriz A de 2.2, el
polinomio caracteristico se puede expresar como:

t2 = tr(A)t + det(A).

Todos los polinomios reales de grado impar poseen al menos un

namero real como raiz, asi que para todo n impar, toda matriz real tiene al

menos un valor propio real. La mayoria de los polinomios reales de grado par

151



no tienen raices reales, pero el teorema fundamental del algebra, sefiala que
todo polinomio de grado n tiene n raices complejas, contadas con sus
multiplicidades. Las raices no reales de polinomios reales, por tanto valores
propios no reales, aparecen en pares conjugados.

El teorema de Carley - Hamilton sefala que Si
reemplazamost por Aen la expresion de pa(t) obtenemos la matriz
nula: pa(A) = 0. Es decir, toda matriz satisface su propio polinomio
caracteristico. La consecuencia de esto, se puede demostrar que el
polinomio minimo de A divide el polinomio caracteristico de A.

Dos matrices semejantes poseen el mismo polinomio caracteristico;
pero el reciproco no se cumple en general. dos matrices con el mismo
polinomio caracteristico no siempre son semejantes.

La matriz A y su traspuesta tienen el mismo polinomio caracteristico.

A es semejante a una matriz triangular si y solo si, su polinomio
caracteristico puede ser completamente factorizado en factores lineales

sobre k. De hecho, A es semejante a una matriz en forma candnica de

Jordan.
Ejemplo 5
Dada la siguiente matriz hallar los valores y vectores caracteristicos:
2 1 1
A=]2 3 4
-1 -1 =2

Solucién
Primero es hallar el polinomio caracteristico
P(A) = det(A —Al)

Donde
2 1 1 1 0 O 2 1 1 -A 0 0
(A-AD =2 3 4 |—Al0 1 0|l=]2 3 4 14+10 —-A 0
-1 -1 -2 0 0 1 -1 -1 =2 0 0o -
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2—A 1 1
(A—M)=[ 2 3—2 4
-1 -1 -2-A

Por lo tanto

2—2A 1 1
2 3—A 4
-1 -1 -2-2

Resolviendo el determinante por cualquier método, usando la regla de

det(A —Al) =

Laplace, que nos dice:

Es posible que un determinante sea desarrollado por los elementos de
una o una columna. A este desarrollo le llamaremos “desarrollo por
cofactores” de un determinante. Para ello haremos uso de el teorema de
Laplace que definiremos ahora:

“Un determinante es igual a la suma de los productos de los
elementos de una linea cualquiera (fila o columna) por sus cofactores

correspondiente”.

2—A 1 1
2 3—A 4
-1 -1 -2-A
_ _ _ 1+1 3_)\. 4‘ _ 2+1 2 4
=2-0)(-1) |_1 _2_)L|+(1)( 1) |_1 _2_;L|+
_qy3+1] 2 3-A
OICO R Y

= (D22 -D(B-D(2-1)-@(-1D)
+(D*W(@(=2-2) - @ (-1))
+(D*W(@)(-1D) - B -1)(-1)
=1-2-M)(-6—-3A+2A+22+4)+1-(-1)(-4-22+4)+1
-(D)(-2+3-2)
=2-VDA%?-2-2)+(-1D(-20)+ (-2 +1)
=202 —A3 —2A+A%2—4+2A+2A—-A+1=-23+32A%2+21-3=0

A3—-322-21+3=0
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Polinomio caracteristico de A
Aplicando ahora Ruffini para obtener las raices

1 -3 -1 3
1 1 -2 3
1 -2 -3 0

Por lo tanto X = -1 que escribimos de la forma (A + 1) = 0, el
polinomio que resulta es de segundo grado, podemos escribir esta ecuacion
de la forma

A+1)(A%2-22-3)=0

Factorizando nuevamente, ahora buscamos dos nuameros que

multiplicados den 2 y restados den 3; dichos nimeros son 3y 1

Nuestra ecuacion la podemos escribir en forma de tres productos:
@A+1D@A-3)A+1)=A+ 1)2(1_ 3)=0== {)Ll i)tz_z -1
3 =

Obtuvimos los valores propios de la matriz A y ademas note que -1 es

una raiz de multiplicidad dos
Ahora hallemos los vectores propios basicos para cada A.

Iniciamos por encontrar los vectores propios para A; = A, = —1. Se

quiere determinar los vectores X # 0 que cumplan la ecuacion AX = -X. en
nuestrocaso (-I—A)X=0
1 0 O 2 1 1
(-1-A)X=|-]|0 1 o[-|2 3 4

o502 3 A pl-[o
o ([0 5 8o 3 2N E)-
]

-3 -1 —-1] [x
-2 -4 —4 M =
Utilizando el método de Gauss — Jordan para resolver este sistema. La

+

N

(—-1-A)X =

1 1 1 zZ

matriz aumentada para este sistema y la forma de escalon reducido

correspondiente estan dadas por
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-3 -1 -1|0 1 1 110
2F, +F, > F
(—2 4 —40>F1<—>F3=><—2 —4 —40>3F1+F2:F2
1 1 1lo -3 -1 -1lo/7"1 " "3 3
1 1 110 1 1 1|0
—F,+F,>F
<0 -2 —20>F2+(—2)—>F2$ (0 1 10)_2; _H;:P}
0o 2 2lo o 2 2lo 273 3

1 0 0
01 1

0
0
0

0 0O
0 0
La solucion es cualquier vector de la forma [ s ] = s[ 1 ] resulta el
—S -1
0
vector propio basico paraA; = -1 como | 1
-1
Para verificar, observamos que AX = =X para este vector propio basico.
2 (2)(0)+ (V@™ + (D(-1) 0+1-1
[ 2 [ ] 2)0)+B))+@)(-1) 0+3—-4
- —1 —2 1))+ (1)) + (—2)(— 1) 0-1+2

ERERRY RS

Esto es lo que buscabamos, luego sabemos que este autovector basico

es correcto.
Ahora encontremos los vectores propios para A3 =3. Se quiere

determinar los vectores X # 0 que cumplan la ecuacién AX = 3X. en nuestro

caso (B3I-—A)X=0

10 0 2 1 17\ (X1 [0
BI-A)X=(3l0 1 o|-|2 3 4 -Mz 0
0 0 1l l-1 -1 —21/ 1zl 1o
3 0 0] [-2 -1 —1]\ X7 [0
@BI-AX=(lo 3 o|+|-2 -3 -4 -M: 0
0 0 3 1 1 2 zl o

1 -1 —-1] X7 [0

BI-A)X=|-2 0 -4 -ly =|o

1 1 s5llzl o
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Utilizando nuevamente el método de Gauss — Jordan para resolver este
sistema. La matriz aumentada para este sistema y la forma de escalén

reducido correspondiente estan dadas por}

1 -1 -1]0 1 -1 —-1J0
2F, +F, > F
(—z 0 —40>_F1+F2:F2=><0 -2 —60)Fz+(—2)—>F2
1 1 5lo 10s 3 0 2 610
(3 by 313> Fo+Fi > Fy (3 . 33)
—2F, +F; > F
0 2 e6lo 2+t 3= 13 o o olo

—2s -2
La solucion es cualquier vector de la forma [—3s] =S [—3] resulta el
1s 1
-2
_3]
1

Para verificar, observamos que AX = =X para este vector propio basico.

[2 1 1] '—2] 2)(-2)+(M(E=3)+ (D)

vector propio basico para A, = 3 como

2 3 4|3 2)=2)+ B+ @@
-1 -1 2111 —D(=2) + (D3 + (=2)D)

2 1 171 (-2 —-4-3+1 -6 -2
2 3 4 1-1-3|=[(-4-9+4(=|-9|=3|-3
-1 -1 -2111 2+3-2 3 1

Esto es lo que buscdbamos, luego sabemos que este autovector basico

es correcto.

Autoevaluacion:

Dada las siguientes matrices, hallar los valores y vectores caracteristicos

a- a=[7 J] b- B=[> ] c- B=[3" F
A
2 3 -1 1 2 -1
d.- 1 2 3] e- B:[o 3 4] f-  B=|3 0 —2]
=3 2 1 -1 3 -7 -2 3 -4
2 1 3
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