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2.1. INTRODUCCION

En esta Unidad se desarrollaran métodos numéricos para encontrar un “cero” ¢ “raiz” a
una ecuacion, lo cual es de suma importancia desde dos puntos de vista: Primero porque
las ecuaciones modelan fenomenos que ocurren en la vida real y que a través de ellas
damos solucion a las interrogantes que ellas plantean. Segundo, porque no siempre es
posible encontrar tales raices mediante procedimientos algebraicos y tampoco mediante
procedimientos graficos, ya que estos ultimos por lo general no nos permiten establecer la
aproximacion a la raiz con un grado de satisfaccion adecuado (una cantidad suficiente de
digitos). Por otra parte, los procedimientos graficos suelen ser lentos si no se disponen
de herramientas computacionales.

2.2. CALCULO DE RAICES

Como ya se indico, en ésta unidad se dara solucion a ecuaciones de la forma f{x)=0, es
decir se encontraran valores de x tales que f{x)=0, por lo que a tales soluciones se les llama
"ceros" o "raices" de la ecuacion. Cuando se trata el tema de calculo de raices o ceros de
una ecuacion, pueden enfocarse dos tipos de problemas :

e Calculo de raices reales de ecuaciones algebraicas y transcendentes.
e (Calculo de todas las raices reales y complejas de un polinomio.

En éste curso, el estudio serd para los problemas indicados en primera instancia. Los
métodos para encontrar raices a éste tipo de problemas, se pueden clasificar segun el hecho
de apoyarse o no directamente en el intervalo en donde existe la raiz .entre los primeros
estan: Métodos Graficos, Biseccion y Regla Falsa; y entre los del segundo tipo (abiertos) se
tienen entre otros, los Métodos de: Iteracion al Punto Fijo, Newton-Raphson y Secante.
Aunque en éste curso no se estudiaran todos estos métodos, los que se desarrollaran
reciben el nombre de métodos iterativos, en donde interpretaremos que cada iteracion es un
paso dado hacia la busqueda de la solucion.

2.2.1. Métodos Graficos

Para ilustar éste procedimiento se utilizara el paquete Matematico MAPLE V (U por
Waterloo Maple Inc., Ontario — Canadd) para Windows. Supongamos que deseamos
encontrar las raices a la ecuacion f(x)=e " —x. Procedemos entonces de la manera
siguiente, desde la forma de un nuevo archivo ingresamos los comandos indicados en
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cada “promt”, obteniendo como repuesta de cada uno de ellos la figura en la linea
siguiente, asi:

> p:=exp(-x) - x;
p =exp(-x) - X
> fi=unapply(p,x);
f:=x->exp(-x) - x

> (0.0);
1

> (0.2);

6187307531
> £(0.4);

2703200460
> £(0.6);

-.0511883639
> (0.8);

-3506710359
> (1.0);

-.6321205588

»  plot(f(x),x=0..1.0);

o 0z [ o 4

De éste grafico se observa que aproximadamente la raiz es 0.57, veamos cual es su
imagen:

> £(0.57);
-.0044745613

Se observa que los métodos graficos por lo general no son precisos; como ya se habia
establecido, sin embargo son ttiles para obtener aproximaciones de la raiz y al utilizar
computadoras, estos métodos adquieren gran importancia.
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Se pueden generalizar los métodos graficos, en cuanto a la posesion de raices de la
manera siguiente :

Sean x,,x, € [a,b], funa funcién continua en [a,b] :

a) Si f(x;)y f(x,) tienen el mismo signo, entonces no hay raices sobre ¢l, o hay un
numero par de ellos.

b) Si f(x,)y f(x,) tienen signos contrarios, entonces generalmente hay un numero
impar de raices dentro del intervalo.

¢) Pueden ocurrir raices multiples cuando la funcion es tangencial al eje X.

d) Las funciones discontinuas en donde los extremos del intervalo tienen imagenes de
signos contrarios, tienen un numero par de raices.

2.2.2. Método y Algoritmo de Biseccion

El método de Biseccion 6 busqueda binaria o método de Bolzano, se apoya en el
Teorema del Valor Intermedio, el cual establece lo siguiente: "Si f € C [a,b] (continua
en [a,b]) y k es cualquier numero entre fla) y f(b), entonces existe ce (a,b) tal que
flc)=k". Esto es: Sif(a) y f(b) son de signos contrarios para la funcién continua f en
[a,b], entonces por el teorema anterior existe pe (a,b) tal que f(p)=0 ya que al ser f(a) y
f(b) de signos contrarios. Oe [f{a),f(b)] 6 0 [f(b).f(a)]. De manera que la continuidad
nos garantiza la existencia de la raiz; sin embargo por simplicidad se supondra que tal

raiz es Unica, lo cual podria no ser cierto, como se ilustra en el siguiente ejemplo
grafico:
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Procedimiento de Biseccion

El

procedimiento de Biseccion consiste en dividir repetidamente a la mitad el

subintervalo de [a,b] que contiene a la raiz y retener la mitad en donde f cambia de
signo; para conservar a la raiz. Los pasos son los siguientes :

1.

N

Evaluar que f'sea continua en un intervalo [a,b] .

Evaluar si f(a).f(b) < 0, pues en caso contrario, no tendriamos garantizada la
existencia de la raiz. Asumamos, que efectivamente la condiciéon de signos
contrarios de f(a) y f(b) se cumple.

+b
Tomar a, =a,b,=b y p, =%

buscada), si no, entonces f(p,)tiene el mismo signo que f(a,)6 f(b,). Si

; st f(p,)=0 entonces p = p, (eslaraiz

f(p,)y f(a,) tienen el mismo signo, entonces la raiz esta en la otra mitad del
subintervalo (derecho), es decir f(p,)- f(b,) <O0.

+b, .
Tomar a, = p,,b, =b, 'y p, :a22 2. si f(p,)=0, entonces p, es la raiz

buscada, en caso contrario, si f(p,) y f(b,) son del mismo signo, entonces la
raiz estd en (a, p,). Se hace entonces:

a, +b,
2
buscada. Si no, tomamos el subintervalo en donde esta la raiz, reasignamos los
extremos del intervalo y continuamos con el proceso hasta aproximarnos a la raiz,

con la precision deseada, en una cantidad finita de pasos.

a;=a,,b,=p, y p;= Si  f(p;)=0, entonces p, es la raiz

Como criterio para detener el proceso iterativo se considera lo siguiente. Tomar una
tolerancia € > 0, de la sucesion de puntos medios p,, p,, -+, py; hasta que una de las

condiciones siguientes se satisface:

1.

2.

3.

|pN - pN—l| <€,

|p1v _pN71|

<g, py %0,
|pN|

|f(pN)| <e
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4. Numero maximo de iteraciones.

El primer y el segundo criterio estdn asociados al error absoluto y al error relativo
respectivamente. De todos estos, el mejor criterio para detener el proceso esta dado por la
expresion 2.; ya que en la 1., puede ocurrir que Py — Py-; converja a Cero y la Sucesion
{Py} divergir. También puede ocurrir que f{Py) este cercano a Cero y Py diferir de P. Ver
ejercicios propuestos 2.1.14 y 2.1.15 en Burden [1].

Consideraciones sobre el método de Biseccion:
1. El procedimiento de Biseccion, siempre converge, pero es de convergencia lenta.

2. El procedimiento de Biseccion puede desechar una buena aproximacion intermedia, a
la solucion o raiz.

3. El procedimiento de Biseccion requiere de un intervalo pequefio en longitud, para
garantizar una convergencia mas rapida.

4. El procedimiento de Biseccion se puede implementar con métodos mas eficientes,
utilizandole a ¢l para dar una aproximacion inicial a la raiz.

Algoritmo de Biseccion

Para encontrar una solucion de f(x) = 0 dada la funcioén f continua en el intervalo

[a, b], y con f(a) y f(b) de signos diferentes.
ENTRADA: Extremos a, b; tolerancia TOL; maximo nimero de iteraciones NN,.

SALIDA: Solucién aproximada p o mensaje de fracaso.

Paso 1 :Tomar i=1;

FA = fla).

Paso 2 : Mientras que i < N, seguir Pasos 3 — 6.
Paso 3 : Tomar p=a+ b%a ; (calcular la raiz)

FP = fip).
Pasod:Si FP=0 o 2°¢

< TOL , entonces

SALIDA (p); (proceso exitoso)
PARAR.
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Paso 5: Tomari =i+ 1.

Paso 6 : Si F’A . FP > () entonces tomar a = p;
FA = FP;
Si no tomar b = p.
Paso 7: SALIDA ('El método fracasé después de N, iteraciones, N, =', N, );
(Procedimiento completado sin éxito)

PARAR.

Programa de Biseccion (Codificado en Turbo Pascal).

A continuacion se presenta la codificacion en el Lenguaje de Programacion Turbo
Pascal, del Algoritmo anterior, algo enriquecido con procedimientos de validacion. La
funcion a la cual se le va a encontrar la raiz en [0,1] es la funcidn real continua sobre

. . 2 . , . ey,
dicho intervalo, dada por f(x)=cosx—x", se considerard como tolerancia o precision

de laraiz a 10° , y el nimero maximo de iteraciones sera de 100, como método alternativo
para no caer en un ciclo de iteraciones infinitas.

{*************************************************************************}

{* UNIVERSIDAD CENTROCCIDENTAL LISANDRO ALVARADO
{* DECANATO DE CIENCIAS Y TECNOLOGIAS - DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS
{* PROGRAMA DE LICENCIATURA EN CIENCIAS MATEMATICAS

{* BARQUISIMETO

{*

{* PROGRAMA PARA ENCONTAR UNA RAIZ REAL DE UNA FUNCION REAL

{* METODO : BISECCION

{* SOPORTE TEORICO : BURDEN-AYRES[1]: ANALISIS NUMERICO. 6ta. ed.
{* pp. 48-52.

{* LENGUAJE : TURBO PASCAL

{* AUTOR : PROF. PEDRO E. ADAMES ROJAS

{* E-MAIL : padames@delfos.ucla.edu.ve

{* FECHA : ENERO, 2.001

{*************************************************************************}

PROGRAM BISECCION;

USES CRT;
CONST
TOL = 1E-5;
NMAX = 100;
VAR
A,B : REAL;

FA,FB : REAL;
RATZ, FRAIZ : REAL;
CONTINUAR, INTERVALO : BOOLEAN;
I : INTEGER;
(* DECLARAR Y DEFINIR LA FUNCION ¥*)

FUNCTION F (X : REAL) : REAL;
BEGIN
F := COS(X) - SOQOR(X)

END;

Tolerancia deseada
Numero Maximo de Iteraciones

Extremos del Intervalo
F(A) y F(B)

Raiz Buscada e Imagen
Variables de Control
Contador de Iteraciones

Definicion de la Funcion Real
a la que se le determinara la
Raiz en el Intervalo dado
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(* BLOQUE PRINCIPAL DEL PROGRAMA ¥*)

BEGIN
REPEAT
CLRSCR;
WRITELN;
WRITE (' EXTREMO IZQUIERDO DEL INTERVALO
READLN (A) ;
WRITELN;
WRITE (' EXTREMO DERECHO DEL INTERVALO
READLN (B) ;
INTERVALO := A < B;
FA := F(A);
FB := F(B);
CONTINUAR := FA*FB < 0;
UNTIL CONTINUAR AND INTERVALO;
CLRSCR;
I :=0;
WRITELN (' I A B RATIZ
WRITELN('--—— = —=———————— ————————— ———————
REPEAT
RAIZ := (A + B)/2;
FRAIZ := F(RAIZ);
WRITELN(I:3,' ',A:12:6,"' ',B:12:6,"' ',RAIZ:
IF FA*FRAIZ <= 0 THEN B := RAIZ
ELSE
BEGIN
A := RAIZ;
FA:= FRAIZ;
END;
IF (B - A) <= TOL THEN CONTINUAR := FALSE
ELSE
I := SUCC(I);
UNTIL ((NOT CONTINUAR) OR (I > NMAX)):;

(* BLOQUE DE IMPRESION DE RESULTADO FINAL *);
IF I > NMAX THEN WRITELN ('

ELSE
BEGIN
WRITELN;
WRITE (' RAIZ APROXIMADA = ',RAIZ:12:6);
WRITE (' LOGRADA CON ',SUCC(I):3,'
END;
WRITELN;
WRITE (' PULSE ENTER PARA TERMINAR )
READLN

END.

EXCEDIDO EL NUMERO MAXIMO DE ITERACIONES

khkAkkkkAkhkAkk kA kKk*k

Aca se da el
Intervalo en
donde se de-
sea la Raiz
y se valida
que la misma

exista en el

(*
(*
(*
(*
(*
(*
(*
(*
(***************

*)
*)
*)
*)
*)
*)
*)
*)
*)

')
')
* Calculo de las *
* Aproximaciones *
* por el Metodo *
2:6," ', FRAIZ:12:
* de BISECCION *
*
*
*
*

e Impresion de *
los Resultados *

Parciales *
AhkAKRA KAk Ak Ak kA Khk k)%

)
)
)
6);
)
)
)
)
)

")

ITERACIONES') ;

Ejemplo 2.2.2.1. Usando el programa anterior para encontrar la raiz en [0,1] para la funcion
real continua sobre dicho intervalo, dada por f(x)=cosx — x>, se obtiene la siguiente salida:

I A B RAIZ  F(RAIZ)
0 0.000000 1.000000 0.500000  0.627583
1 0.500000 1.000000 0.750000 0.169189
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2 0.750000 1.000000 0.875000 -0.124628
3 0.750000 0.875000 0.812500  0.027529
4 0.812500 0.875000 0.843750 -0.047248
5 0.812500 0.843750 0.828125 -0.009533
6 0.812500 0.828125 0.820313  0.009080
7 0.820313 0.828125 0.824219 -0.000206
& 0.820313 0.824219 0.822266  0.004442
9 0.822266 0.824219 0.823242  0.002119
10 0.823242 0.824219 0.823730  0.000957
11 0.823730 0.824219 0.823975  0.000376
12 0.823975 0.824219 0.824097  0.000085
13 0.824097 0.824219 0.824158 -0.000061
14 0.824097 0.824158 0.824127  0.000012
15 0.824127 0.824158 0.824142 -0.000024
16 0.824127 0.824142 0.824135 -0.000006
RAIZ APROXIMADA =  0.824135 LOGRADA CON 17 ITERACIONES

.... PULSE ENTER PARA TERMINAR ...

Ejemplos 2.2.2.2.Para encontrar una aproximacion de 2/25 correcta a 10*, usando el
algoritmo de biseccion, redefinimos el problema a encontrar un cero para f(x)=x" —25, ya
que con f{x) = 0, se obtiene la repuesta a la situacion planteada. Considerando la tolerancia Tol

=10, y usando el programa anterior en el intervalo [2,3] se obtiene:

I A B RAIZ  F(RAIZ)
0 2.000000 3.000000 2.500000 -9.375000

1 2.500000 3.000000 2.750000 -4.203125

2 2.750000 3.000000 2.875000 -1.236328

3 2.875000 3.000000 2.937500  0.347412

4 2875000 2.937500 2.906250 -0.452972

5 2.906250 2.937500 2.921875 -0.054920

6 2.921875 2.937500 2.929688  0.145710

7 2921875 2929688 2.925781  0.045261

8 2921875 2925781 2.923828 -0.004863

9 2923828 2.925781 2.924805  0.020190

10 2.923828 2.924805 2.924316  0.007662

11 2923828 2924316 2.924072  0.001399

12 2923828 2924072 2.923950 -0.001732

13 2923950 2.924072 2.924011 -0.000167

RAIZ APROXIMADA =  2.924011 LOGRADA CON 14 ITERACIONES

.... PULSE ENTER PARA TERMINAR ...
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Teorema 2.2.2.1: Sea f € C [a,b] y supongamos que fla). fib) < 0. El procedimiento de
biseccion genera una sucesion {P,} que aproxima a P con la propiedad:

P, - P< b-a 51
2"
Demostracion:
b—
Vnz1: b, —a,= n_layPe (anby) ; como P, - a, +b,
1 1 b— - —
P -P< t(p,—a)=1 bmt Pa P gy
2 2 2 2" 2"
P - P <7 ni

.. P, — P con una rapidez de convergencia O(2™)

Este teorema no da cota para el error involucrado en la aproximacion de P, por Py es util en
el proceso de determinar el nimero de pasos maximo para garantizar la aproximacion con la
precision deseada.

Ejemplo 2.2.2.3. En el ejercicio anterior, si deseamos calcular la cantidad de pasos o

iteraciones necesarias para garantizar la precision de 10, de acuerdo al teorema previo,
.. 4 ,

procedemos de la manera siguiente: a = 2, b = 3, la cota para el error es 107, asi que:

—32_,,2<104:>2"<104:>n>%z13.2877 ~.n=14. Lo cual coincide con el
—In

resultado encontrado.

Como ya se coment6, el método de Biseccion es lento en su convergencia, por lo que a
continuacion estudiaremos otro método que por lo general es mas rapido y que se apoya tanto
en intervalo como en el hecho de que para la funcion dada continua, ocurra cambio de signo,
el es llamado Método de Regla Falsa o Posicion Falsa.

2.2.3. METODO DE POSICION FALSA-REGLA FALSA O REGULA FALSA

Sea f una funcién continua en [a,b], dada por f{x) = 0; sea [a,,b,] < [a,b], tal que

este i-ésimo subintervalo contiene una raiz de f{x) = 0; el método de Posicion Falsa
consiste en lo siguiente: Calculamos la interseccion con el eje X de la recta que une los
puntos (ai, f (ai)) y (bi, f (bi))denotamos por p; a este punto de corte. Evaluamos:

10
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Si f(a,).f(p,)< 0, definimos a,,,= a, Ab,,,= pi, en caso contrario definimos
a,,= pi Ab, =b,; y proseguimos de ésta manera encontrando subintervalos que

contienen la raiz como en el caso de biseccion, hasta llegar a tenerla con una tolerancia
aceptable o a satisfacer un criterio de “detencion”, segun nuestras especificaciones.

Graficamente el proceso se puede deducir en el grafico siguiente:

a; P b;

-

Deduccion de la formula

La féormula en que se apoya el Método de Regla Falsa se puede deducir del
grafico anterior y por semejanza de tridngulos, al establecer:

f(bi)_f(ai): f(b) , de donde: b, — P.= L .(bi —ai),ydespejandot
b, —a, b,-P, fb)~f(a)

@b —a)

A PACD)

Algoritmo de Regla Falsa
El algoritmo para Regla Falsa, funciona de manera similar en cuanto a criterio para

asegurar la raiz al Método de Biseccion, por lo que el mismo queda como sigue, al
implementarle la férmula anterior:

11
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Objetivo: Encontrar una solucion de f{x) = 0 dada la funcion f continua en el intervalo
[a, b], y con f(a) y f(b) de signos diferentes.
ENTRADA: Extremos a, b; tolerancia TOL; maximo niimero de iteraciones NN,.

SALIDA: Solucion aproximada p o mensaje de fracaso.

Paso 1 :Tomar i=1;

FA = fla).
Paso 2 : Mientras que i < N, seguir Pasos 3 — 6.
Paso 3 : Tomar p=5bH— S®)b-a) ; (calcular la raiz)
f(b) = f(a)
FP = f(p).
b—a

Paso4:Si FP=0 o

<TOL , entonces

SALIDA (p); (proceso exitoso)

PARAR.
Paso 5 : Tomari =i+ 1.
Paso 6 : Si F'A . FP > () entonces tomar a = p;

FA =FP;
Sino tomar b = p.
Paso 7: SALIDA ('El método fracasé después de N, iteraciones, N, =', N, );
(Procedimiento completado sin éxito)
PARAR.

Es importante destacar que el Método de Regla Falsa, por lo general es de una
mayor rapidez en su convergencia, comparado con el Método de Biseccion. Sin embargo
un caso de convergencia lenta del método de Regla Falsa, se presenta con: f(x)=

x' —1,en a=0, b=1.3, como se puede observar en la grafica siguiente.

a 0.2 0.4 D6, 08— 1 13

12
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Programa de Regla Falsa (Codificado en Turbo Pascal).

El programa que se muestra a continuacion, codificado en Turbo PASCALI, calcula
por el método de Regla Falsa, la raiz de la funcion f(x)= cos(x) — X’

{*************************************************************************}

{*
{*
{*
{*
{*
{*

BARQUISIMETO

{* METODO REGLA FALSA O INTERPOLACION LINEAL
{* SOPORTE TEORICO CURTIS, GERALD

{* pp. 8 -10.

{* LENGUAJE TURBO PASCAL

{* AUTOR PROF. PEDRO E. ADAMES ROJAS

{* E-MAIL padames@delfos.ucla.edu.ve

FECHA ENERO, 2.001

UNIVERSIDAD CENTROCCIDENTAL LISANDRO ALVARADO
DECANATO DE CIENCIAS Y TECNOLOGIA - DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS
PROGRAMA DE LICENCIATURA EN CIENCIAS MATEMATICAS

PROGRAMA PARA ENCONTAR UNA RAIZ REAL DE UNA FUNCION REAL

ANALISIS NUMERICO. 2da. ed.

{*************************************************************************}

PROGRAM REGLA FALSA;
USES CRT;
CONST
TOL =
NMAX =

1E-5;
100;
VAR
A,B REAL;
FA,FB REAL;
RAIZ, FRAIZ REAL;
CONTINUAR, INTERVALO
I : INTEGER;
(* DECLARAR Y DEFINIR LA FUNCION *)

BOOLEAN;

*

* Ok X X %

Tolerancia deseada
Numero Maximo de Iteraciones *)

Extremos del Intervalo *)
F(A) y F(B) *)
Raiz Buscada e Imagen *)
Variables de Control *)
Contador de Iteraciones *)

FUNCTION F (X REAL) REAL; (* Definicion de la Funcion Real *)
BEGIN (* a la que se le determinara la *)
F := COS(X) - SOQOR(X) (* Raiz en el Intervalo dado *)
END;
(* BLOQUE PRINCIPAL DEL PROGRAMA *)
BEGIN (****************)
REPEAT (* Aca se da el ¥*)
CLRSCR; (* Intervalo en ¥*)
WRITELN; (* donde se de- ¥*)
WRITE (' EXTREMO IZQUIERDO DEL INTERVALO 'Y; (* sea la Raiz *)
READLN (A); (* v se valida ¥*)
WRITELN; (* gque la misma *)
WRITE (' EXTREMO DERECHO DEL INTERVALO ') (* exista en el *)
READLN (B) ; (K KKK Kk K Kk K Rk K Kk )
INTERVALO := A < B;
FA := F(A);
FB := F(B);
CONTINUAR := FA*FB < 0;
UNTIL CONTINUAR AND INTERVALO;
CLRSCR;
I :=20;
WRITELN (' I A B RAIZ F(RAIZ) " ;

13
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WRITELN ('=== = —=—=—m—mm=  mmmmmmmmmm oo e ")
REPEAT (* Calculo de las *)
RAIZ := B - FB*(B - A)/(FB - FA); (* Aproximaciones *)
FRAIZ := F(RAIZ); (* por el Metodo *)
WRITELN(I:3,"' ',A:12:9,' ',B:12:9,"' ',RAIZ:12:9," ', FRAIZ:12:9);
IF FA*FRAIZ <= 0 THEN B := RAIZ (* de Regla Falsa *)
ELSE (* e Impresion de *)
BEGIN (* los Resultados *)
A := RAIZ; (* Parciales *)
FA:: FRAIZ; (******************)
END;
IF (B - A) <= TOL THEN CONTINUAR := FALSE
ELSE
I := SUCC(I);

UNTIL ((NOT CONTINUAR) OR (I > NMAX));
(* BLOQUE DE IMPRESION DE RESULTADO FINAL *);
IF I > NMAX THEN WRITELN (' EXCEDIDO EL NUMERO MAXIMO DE ITERACIONES ')

ELSE
BEGIN
WRITELN;
WRITE (' RAIZ APROXIMADA = ',RAIZ:12:9);
WRITE (' LOGRADA CON ',SUCC(I):3,' ITERACIONES');
END;
WRITELN;
WRITE (' . PULSE ENTER PARA TERMINAR ...');
READLN

END.

Produciendo los siguientes resultados:

O 0N N bW~ O

0.000000000
0.685073357
0.810693650
0.822931603
0.824025820
0.824122874
0.824131476
0.824132238
0.824132306
0.824132312
0.824132312
0.824132312
0.824132312

1.000000000
1.000000000
1.000000000
1.000000000
1.000000000
1.000000000
1.000000000
1.000000000
1.000000000
1.000000000
1.000000000
1.000000000
1.000000000

0.685073357
0.810693650
0.822931603
0.824025820
0.824122874
0.824131476
0.824132238
0.824132306
0.824132312
0.824132312
0.824132312
0.824132312
0.824132312

0.305047129
0.031771672
0.002858426
0.000253672
0.000022485
0.000001993
0.000000177
0.000000016
0.000000001
0.000000000
0.000000000
0.000000000
-0.000000000

RAIZ APROXIMADA = 0.824132312 LOGRADA CON 13 ITERACIONES
.... PULSE ENTER PARA TERMINAR ...
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Ejemplo 2.2.3.1. En la ejecucion del programa anterior observamos que la raiz fue lograda
en 13 iteraciones, mientras que este mismo caso para el método de Biseccion, la raiz se obtuvo
en 16 iteraciones. Para el caso de f{x) = x’ —25, los resultados siguientes :

I A B RAIZ F(RAIZ)
0 2.000000 3.000000 2.894737 -0.743549
1 2.894737 3.000000 2.923265 -0.019304
2 2923265 3.000000 2.923999  -0.000493
3 2.923999  3.000000 2.924017 -0.000013
4 2924017 3.000000 2.924018 -0.000000
5 2.924018 3.000000 2.924018  -0.000000
6 2.924018 3.000000 2.924018  -0.000000
7 2.924018 3.000000 2.924018  0.000000
RAIZ APROXIMADA =

2.924018 LOGRADA CON 8 ITERACIONES
.... PULSE ENTER PARA TERMINAR ...

De manera que la observacioén sobre la comparacion de la rapidez de éste método

contra el de Biseccion queda puesta en evidencia. Mientras que para la funcion f(x) = x

10

. 4 , , . . .
— 1, con una tolerancia de 10™, y un niimero maximo de 100 iteraciones, observamos
que este se alcanza sin lograr encontrar la raiz, se deja como ejercicio verificar esta

afirmacion.

2.2.4. FUNCIONES DE PUNTO FIJO

Un punto fijo para una funcién g, es un nimero p para el cual g(p) = p. El problema de
encontrar raices y el problema de punto fijo son equivalente, en el sentido siguiente:
Dado el problema de encontrar la raiz f{p) = 0; es equivalente a si definimos g(x) = x —
f(x), en donde g(p) = p - fip), o sea g(p) = p. Reciprocamente si g tiene un punto fijo en

p (g(p)=p), entonces f(x)=x — g(x), tiene un cero en p.

Ejemplo 2.2.4.1:
g(x)=x"—2,con—2 < x <3, tiene en 2 y en —1 puntos fijos; por cuanto:

g-D=1-2=-1rg(2)=4-2=2

Aunque nuestro objetivo es encontrar raices, el manejo de punto fijo, puede proveernos
en algunos casos de una técnica més poderosa para encontrar raices. El problema ahora
es entonces de cuando saber la existencia de punto fijo, lo cual nos lo provee el siguiente

teorema.

Teorema 2.2.4.1:
i) Sige C[a,b] yvg(x)e [a,b], Vx e [a,b], entonces g tiene un punto fijo en [a,b].

15
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1) Si adicionalmente, g’(x) existe en (a,b) y K es una constante positiva menor que 1,
con ‘g’(x)‘ <K<l1,Vxe [a,b], entonces g tiene un punto fijo en [a,b] es Unico.
Demostracion:

1) Existencia

Sig(a)=a o g(b)= b, entonces a o b serian puntos fijos.

Supongamos que no es el caso de esta trivialidad. Como g(x) e [a,b] y a < b,

g(a)>a n g(b)< b. Definamos h(x) = g(x)—x, h es continua en [a,b] por ser lo g(x) y
x -h(a)=gla)—a> 0 Ahb)=gb)—-b< 0; luego por el Teorema del Valor
Intermedio, 3 p € (a,b) tal que A(p)=0= g(p)—p =0, o sea g(p)= p; por lo que p
seria punto fijo.

i1) Unicidad

Supongamos que p y g son dos puntos fijos en [a,b] y que p#q. Luego por el Teorema

del  Valor Medio, 3 Ee(pgs D8P _ ey 4o donde

g(q)—g(p) = g'(€)(g — p). Por otra parte:

q-p =g(@)-2(p) =g €)Ng—p)=g'€)lg—p
<l-g-p/=lg-p

‘q - p‘ < \q - p\ y esto es una contradiccion que proviene de suponer que p # ¢ ; por lo

ge)<l

5

, 0 S€a que:

tanto el punto fijo es unico.

Proceso Iterativo del Punto Fijo o Iteracion Funcional

Para resolver g(x)= x, elegimos una aproximacion inicial P, y generamos una
sucesion {P }:’20 haciendo P, = g(P, ,)paran >1. Si la sucesion {Pn}converge aPyg

n n

es continua entonces: p =Ilim P, =lim g(P,_,)=g(lim P _, ): g(p); y asi se obtendra
la solucion a g(x) =x

Ilustraciones

16
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(d)

Situaciones de Convergencia al Punto Fijo
Algoritmo de Punto Fijo

Para encontrar una solucioén de P = g(P), dada una aproximacion inicial F, .
ENTRADA: Aproximacion inicial P,, Tolerancia TOL, Numero maximo de iteraciones
N,.

SALIDA: Solucién aproximada P o mensaje de fracaso.

PASO 1: Tomari=1.
PASO 2: Mientras 1 < N, haces PASOS 3-6.

PASO 3: Tomar P = g(F,). (Calculo de P)
PASO 4: Si |P - P)| < TOL, entonces

SALIDA (P); (Proceso exitoso)
PAPAR.

PASO 5: Tomari=1i+ 1.

PASO 6: Tomar F,= P . (Redefinir P)).

PASO 7 : SALIDA ('El método fracaso después de N, iteraciones, N, = ', N,);

(Proceso  no exitoso)
PARAR.

Programa en Turbo Pascal para la Iteracion al Punto Fijo

A continuacion se presenta la codificacion del algoritmo anterior, incluyendo

1 . 10
procesos de validacion, para la funcion g(x)= 1 ; usando como punto de arranque
X+
0 inicio xo = 0, tolerancia 107, y un nimero maximo de 100 iteraciones.

17
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{*************************************************************************}

{* UNIVERSIDAD CENTROCCIDENTAL LISANDRO ALVARADO
{* DECANATO DE CIENCIAS Y TECNOLOGIA - DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS
{* PROGRAMA DE LICENCIATURA EN CIENCIAS MATEMATICAS

{* BARQUISIMETO

{*

{* PROGRAMA PARA ENCONTAR UNA RATIZ REAL DE UNA FUNCION REAL

{* METODO : ITERACCION AL PUNTO FIJO

{* SOPORTE TEORICO : BURDEN & AYRES : ANALISIS NUMERICO. 6ta. ed.
{* pp. 54-63.

{* LENGUAJE : TURBO PASCAL

{* AUTOR : PROF. PEDRO E. ADAMES ROJAS

{* E-MAIL : padames@delfos.ucla.edu.ve

{* FECHA : ENERO, 2.001

{*

{*************************************************************************}

PROGRAM ITERACION PTP FIJO;
USES CRT;
CONST
TOL = 1E-9;
NMAX = 100;
VAR
Gl: REAL;
X0: REAL;
RAIZ, ERROR:BOOLEAN;
I: INTEGER;

(*******************************************************************)

(* DECLARAR Y DEFINIR LA FUNCION *)

(*******************************************************************)

FUNCTION G (X:REAL) :REAL;

BEGIN
G:= SQRT(10/ (X + 4));

END;

(********************************************************************)

(* BLOQUE PRINCIPAL DEL PROGRAMA *)

(********************************************************************)

BEGIN
I:=1;
RAIZ:=FALSE;
ERROR:=FALSE;
CLRSCR;
WRITELN;
WRITE (' PUNTO DE INICIO :'");
READLN (X0) ;
CLRSCR;
WRITELN (' T X0 G (X0) "
WRITELN (' === ———————————  —mmmmmmmm "

(**********************************************************************)
*

(* Desarrollo del Metodo de Iteraccion al Punto Fijo para Raices de )
(* Ecuaciones no lineales, dada una aproximacion inicial a dicha raiz *)
)

(**********************************************************************

WHILE ((I<=NMAX) AND (NOT RAIZ) AND (NOT ERROR)) DO
BEGIN
Gl:= G(XO0);
BEGIN

18
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',Gl:11:9," 'y ')

IF I > NMAX THEN WRITELN (' EXCEDIDO EL NUMERO MAXIMO DE ITERACIONES ')

Gl:12:8);
ITERACIONES') ;

WRITELN(I:2," ',X0:11:9,"
IF ((ABS(Gl)<=TOL) OR (ABS(G1-X0)<=TOL)) THEN
BEGIN
RAIZ := TRUE;
END
ELSE
BEGIN
I :=1+ 1;
X0:= G1;
END
END;
END;
ELSE
BEGIN
WRITELN;
WRITE (' RAIZ APROXIMADA = '
WRITE (' LOGRADA CON ',I:2,'
END;
WRITELN;
WRITE('....PULSE <ENTER> PARA TERMINAR ....
READLN

END.

Ejemplo 2.2.4.1 : La ejecucion del programa anterior para la funcion g(x) =, /% ; usando
X+

como punto de arranque o inicio xy = 0, produce el siguiente resultado, con impresion de los

pasos intermedios:

I X0 G(X0)

0.000000000 1.581138830
1.581138830 1.338562294
1.338562294 1.368635632
1.368635632 1.364796925
1.364796925 1.365285118
1.365285118 1.365223002
1.365223002 1.365230905
1.365230905 1.365229900
9 1.365229900 1.365230028
10 1.365230028 1.365230012
11 1.365230012 1.365230014
12 1.365230014 1.365230013

01N LN kW~

RAIZ APROXIMADA = 1.36523001
LOGRADA CON 12 ITERACIONES
....PULSE <ENTER> PARA TERMINAR ....

La representacion grafica del problema es :

1.5

0.5

19



Apuntes de Calculo Numérico - Calculo de Raices Pedro Enrique Adames Rojas

TEOREMA DE PUNTO FIJO (2.2.4.2): Sea g € Cla,b] y g(x) € [a,b], Vx € [a,b], entonces
g tiene un punto fijo en [a,b]. Si ademas, g’(x) existe en (a,b) y ‘g'(x)‘ <K<1; Vxe (a,b) y
K constante positiva. Si F,es cualquier nimero en [a,b], entonces la sucesion definida por
P = g(P, _,),n=1; converge al inico punto fijo P en [a,b].

Demostracion:
Por el teorema anterior la existencia del tinico punto fijo P en [a,b] esta garantizada. Como
g(x) €la,b], VP, €[a,b]; para cualquier n, g(P,) € [a,b] y por el Teorema del Valor Medio:

P, -P/=|g(P, ) -g(P) =|g'€)P,, - P)=g'€)|P - P

<K|P,_, - P yaque & €(a,b). Aplicando inductivamente el mismo criterio
P, —P<K’P_,-P < <K"
P,—P <lim, K"

n

P, - P‘ ycomo K< /= lim, , K" =0; por lo tanto:

lim P -P=0=>1{P}  —>P

n—>0

COROLARIO 2.2.4.1: Si g satisface las hipdtesis del teorema anterior, una cota para el error
involucrado al usar P, para aproximar a P esta dado por:

P, — Pl<K"-max{P, —a,b—P,},Yn>1
Demostracion :
P — P <K":|P,— P|<K".max{P, —a,b—P,},Yn>1

COROLARIO 2.2.4.2: Si g satisface las hipotesis del teorema anterior entonces:

K}'l
P,—P < P, -P),Vnx1
1-K

Demostracion:

Para n >1 se tiene: |P,,, — P, :‘g(ﬂ)—g(ﬂ_l)\SKﬂ—Pn_l S--SK"Pl—PO‘ y para m>n

>1 se cumple que :

Ijm _1)11 = Ijm _Rn—l +Ijm—l _Pm—2 +Pm—2 _”.+Pn+l _Pn
S‘Pm_Pr}'t—l‘_+_‘Pr}'t—l_Ijm—Z‘_i_.“—'—Pn+l_Pn
<K"'|B-P|+K"?P-P|++K" P -P
K"+ K+K>+--+K""" )P, - P,

como lim, , P = P,entonces:

0 ) 1
P=p|=lim, B, ~B|<K'[R-P|- YK =Kk _p-p,
o 1-K
(serie geométrica 0 < K < I converge a " K)
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Kﬂ
g ARl

de donde -

P,-P <

Algunas consideraciones, sobre los corolarios:

1. Los corolarios anteriores relacionan la rapidez de la convergencia del método de punto
fijo; mientras mas pequefio sea K, mas rapida sera la convergencia.

2. Si K estéa cerca de 1, la convergencia puede ser lenta.

Ejemplo 2.2.4.2.: Utilizando el Teorema del Punto Fijo, mostremos que la funcién
gx)=mn +Esenx, tiene un unico punto fijo en [0,277, y mediante iteracion al punto fijo,

encontraremos una aproximacion con una precision de 10 la cual compararemos con la
estimacion tedrica sobre el numero de iteraciones que se requieren para garantizar tal
precision.

. . 1 .
Veamos: Evidentemente que la funciéon g(x)=mn +§senx es continua en [0,2T7], por se
producto y suma de funciones continuas en R, ademads es diferenciable en (0,211), y su derivada
1 . . .
esta dada por g'(x)=§c0sx la cual también es continua en todo R y en particular en

cualquier subintervalo de R. Por otra parte como en el intervalo dado, g’(x) = 0 sélo en

xX= 3 ox= 37“, aplicando el Teorema del Valor Extremo, se tiene: g(0) = T(, g(T02) = 11+

0,5; g(32) =1- 0,5 y g(2m) = 1L por lo tanto « —%S gx)<n + %,Vx € [0,27c], por lo que
g(x)e [O,Zn]; asi que la existencia de punto fijo para g estd garantizada. Por otra parte, como
lg'(x)| =

del punto fijo y la convergencia al punto fijo de la funcién g. Como g(p) = p, se deduce que
p=n. Tomando como punto de arranque py = 0, g(p,)=m = p, que es el punto fijo, de

1 1 . : .
Ecosx < 5 =0,5<1. Tomando k£ = 0,5 se garantiza por teorema previo la unicidad

manera que se ha alcanzado con 2 iteraciones. Si hacemos la estimacion teodrica por los
(0,5)"
1-0,5
se tiene que n > 9,29; por lo que con al menos n = 10 se garantiza la precision deseada, esto es
cierto porque lo logramos a penas con 2 iteraciones.

. : : 1 . :
corolarios enunciados, se tiene: | D, — p| < |0—n| :Fn <107*de donde resolviendo

La representacion grafica de la situacion planteada se muestra a continuacion:
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o] IR I = [y [ny]
L L R L

Ejemplo 2.2.4.3: Refiere Scheid [2], en el afio 1225 Leonardo de Pisa estudio la
ecuacion: f(x)=x> +2x° +10x - 20 =0, y produjo la raiz x = 1,3668808107. Nadie sabe por

qué método hallo Leonardo este valor pero el resultado es notable para su época. Utilizando el
método de iteracion al punto fijo de puede obtener el resultado obtenido por Leonardo,

veamos: Considerando x = ZL = g(x) y tomado a 1 como punto de inicio, se genera
x°+2x+10
la tabla siguiente:
I X0 G(X0) I X0 G(X0)
1 1.0000000000 1.5384615385 2 1.5384615385 1.2950191571
3 1.2950191571 1.4018253094 4 1.4018253094 1.3542093904
5 1.3542093904 1.3752980925 6 1.3752980925 1.3659297882
7 1.3659297882 1.3700860034 8 1.3700860034 1.3682410236
9 1.3682410236 1.3690598120 10 1.3690598120 1.3686963976
11 1.3686963976 1.3688576886 12 1.3688576886 1.3687861026
13 1.3687861026 1.3688178744 14 1.3688178744 1.3688037731
15 1.3688037731 1.3688100317 16 1.3688100317 1.3688072540
17 1.3688072540 1.3688084868 18 1.3688084868 1.3688079396
19 1.3688079396 1.3688081825 20 1.3688081825 1.3688080747
21 1.3688080747 1.3688081225 22 1.3688081225 1.3688081013
23 1.3688081013 1.3688081107 24 1.3688081107 1.3688081065
25 1.3688081065 1.3688081084 26 1.3688081084 1.3688081076

Asi que en la iteracion 26 obtenemos la aproximacion lograda por Leonardo.

Ejemplo 2.2.4.4 : Analicemos por qué es lenta la convergencia del ejemplo anterior. Como

x2+2x+10

20

= g(x), entonces si consideremos a x en el intervalo [1,2], se puede verificar que
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20 <gx)< 20 , de donde g(x) e [1,2]. Adicionalmente, como g es diferenciable en dicho

18

. : 12 12
intervalo y se puede verificar que en este caso %S g'(x)S%, por lo que

| g’(x)| < % ~0.71=k <1. Esto garantiza la convergencia del método hacia el unico punto

fijo, pero como £ relativamente esta cerca de 1, dicha convergencia sera lenta.

2.2.5. METODO DE NEWTON-RAPHSON

Para derivar éste método, se considera el problema de encontrar las raices o los
ceros de f{x)=0, para ello se utilizara el polinomio de Taylor, y asumiremos que f es
una funcion continuamente diferenciable 2 veces en el intervalo [a,b]; o sea

fe Cz[a,b]. Sea x € [a,b]; una aproximacion a p (raiz de f) tal que f(x )= 0y ‘X—p‘
es “pequeiio”. Mediante el polinomio de Taylor de 1 grado para f{x) alrededor de x

1= £+ (- 7)f @+ B ) "E@)
en donde (x)estaentrex y Xx. Como f(p) =0,conx =p:

0= f(x)+ (p x)f x)+~— ( 5 )2 - f"(E(p)) ; descartando el término del error:

0~ f(X)+(p—%)f"(X)
S
1)
= f®
PR rwy

+x=p

n>1

lo cual debe ser una mejor aproximacion a p que X

El método de Newton-Raphson involucra el generar una sucesion {Pn }deﬁnida por

pop B
£

La formula anterior también puede derivarse graficamente, al apoyarse en
semejanza de triangulos, asi tenemos:
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ey S

X —Xin

Xi =X = M

f(x)

X = M =X

J(x)

X =X /)
S/ (x;)

Esquema grdfico del Método de Newton-Raphson

Algoritmo de Newton-Raphson

Objetivo: Para encontrar una solucion de f{x) = 0 dada una aproximacion inicial P,,.
ENTRADA: Aproximacion inicial P,. Tolerancia TOL; Nimero maximo de iteraciones
N,.

SALIDA: Solucién aproximada P o mensaje de fracaso.

Paso 1: Tomari = 1.

Paso 2: Mientras que i < No, seguir Pasos 3-6.

ALY,
f(R)
Paso 4: Si |P— P,| < TOL entonces
SALIDA (P); (Proceso exitoso)
PARAR.

Paso 5: Tomar i =i+1.

Paso 3: Tomar P =P, — -(Calculo de P;).

24
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Paso 6: Tomar P, = P. (redefinicion P,).
Paso 7: SALIDA ("El método fracaso después de ", No, iteraciones’);
PARAR.

Programa codificado en Turbo Pascal para el Método de Newton-Raphson

Para ilustrar la ejecucion de un programa computarizado codificado en el Lenguaje
de Programacion Turbo Pascal, utilizado el Método de Newton-Raphson, se considerara

que deseamos determinar una raiz de la funcién: f(x) =4cos(x)—e”, con una precision

9 , . . . . .
de 107 y un maximo de 100 iteraciones como criterio para parar el proceso. En estas
condiciones el programa fuente podria ser el siguiente:

{*************************************************************************}

{* UNIVERSIDAD CENTROCCIDENTAL LISANDRO ALVARADO *}
{* DECANATO DE CIENCIAS Y TECNOLOGIA - DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS *}
{* PROGRAMA DE LICENCIATURA EN CIENCIAS MATEMATICAS *}
{* BARQUISIMETO *}
{* *}
{* PROGRAMA PARA ENCONTAR UNA RAIZ REAL DE UNA FUNCION REAL *}
{* METODO : NEWTON RAPSON *}
{* SOPORTE TEORICO : BURDEN & AYRES : ANALISIS NUMERICO. o6ta. ed. *}
{* pp. 65-69. *}
{* LENGUAJE : TURBO PASCAL *}
{* AUTOR : PROF. PEDRO E. ADAMES ROJAS *}
{* E-MAIL : padames@delfos.ucla.edu.ve *}
{* FECHA : ENERO, 2001 *}

{* *}

{*************************************************************************}

PROGRAM NEWTON RAPHSON;
USES CRT;
CONST
TOL = 1E-9;
NMAX = 100;
VAR
F1,FP: REAL;
X0,X1:REAL;
RAIZ, ERROR:BOOLEAN;
I: INTEGER;

(*******************************************************************)

(* DECLARAR Y DEFINIR LA FUNCION *)

(*******************************************************************)

FUNCTION F (X:REAL) :REAL;

BEGIN

F:= 4*cos (x) - exp(X);
END;
(*******************************************************************)
(* DECLARAR Y DEFINIR LA DERIVADA DE LA FUNCION *)

(*******************************************************************)

FUNCTION FPRIMA (Y:REAL) :REAL;
BEGIN
FPRIMA:= -4*SIN(Y) -EXP(Y);
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END;

(********************************************************************)

(* BLOQUE PRINCIPAL DEL PROGRAMA *)
(********************************************************************)
BEGIN
I:=1;
RAIZ:=FALSE;
ERROR:=FALSE;
CLRSCR;
WRITELN;
WRITE (' PUNTO DE INICIO :'");
READLN (XO0) ;
CLRSCR;
WRITELN (' T X1 F(X1) F''(X1) FP

WRITELN ('—== —————=——=—=—  ——m—mmmmmmom oo o

(*********************************************************************

(* Desarrollo del Metodo de Newton-Raphson para localizar Raices de

(* Ecuaciones no lineales, dada una aproximacion inicial a dicha raiz *
(**********************************************************************

WHILE ((I<=NMAX) AND (NOT RAIZ) AND (NOT ERROR)) DO
BEGIN
Fl:= F(X0);
FP:= FPRIMA (XO0) ;
IF FP = 0 THEN

BEGIN
ERROR := TRUE;
WRITELN (' LA DERIVADA SE ANULA, NO APLICABLE EL METODO ');
END
ELSE
BEGIN
X1 := X0 -F1/FP;
WRITELN (I:2," ',X0:11:9," ',E1:11:9," 'S FP:11:9,"
',X1:11:9," "),
IF ((ABS(F1l)<=TOL) OR (ABS (X1-X0)<=ABS (X1)*TOL)) THEN
BEGIN
RAIZ := TRUE;
END
ELSE
BEGIN
I :=1 + 1;
X0:= X1;
END
END;
END;
IF I > NMAX THEN WRITELN (' EXCEDIDO EL NUMERO MAXIMO DE ITERACIONES
ELSE
BEGIN
WRITELN;
WRITE (' RAIZ APROXIMADA = ', X1:12:8);
WRITE (' LOGRADA CON ',I:2,' ITERACIONES');
END;
WRITELN;
WRITE('....PULSE <ENTER> PARA TERMINAR ...."'"');
READLN

END.

")

)
)
)
)
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Ejemplo 2.2.5.1 : El programa anterior ejecutado para la funcion f{x) = 4 cos x — ¢,

produce el siguiente resultado:

I X1 F(X1) F'(X1) FP
1 0.000000000  3.000000000 -1.000000000  3.000000000
2 3.000000000 -24.045506909 -20.650016955  1.835569629
3 1.835569629 -7.315465870 -10.129311364  1.113362007
4 1.113362007 -1.277986440  -6.633331400  0.920700678
5 0.920700678  -0.089999024  -5.695152851  0.904897938
6 0.904897938 -0.000616281  -5.617128079  0.904788223
7 0.904788223  -0.000000030  -5.616585784  0.904788218
8 0.904788218  0.000000000 -5.616585758  0.904788218

RAIZ APROXIMADA = 0.90478822 LOGRADA CON 8 ITERACIONES

OBSERVACIONES.

1. Es conveniente dar de inicio, una buena aproximacién inicial. Se aclara este hecho al
destacar el error en el Polinomio de Taylor, durante el proceso de derivacion de la féormula
1 )
se considerod: (x - xz) —0.

2. Cuando en las iteraciones hacia la raiz, ocurre que cualquiera de ellas esta cerca de un
punto de inflexion, entonces la sucesivas iteraciones se alejan de la raiz.

3. El método requiere que f'(X)# 0. En consecuencia, cuando en una iteracion se presente

esta situacion, la pendiente de la recta tangente a la curva en dicho punto es paralela al eje
X, en consecuencia el Método de Newton-Raphson diverge.
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4. Puede ocurrir que aunque se de un valor inicial cercano a una raiz, el método converja a
otra que este mas distante. Graficamente:

N -"/ NI% :;c- \ \/

I
-

5. El Método de Newton-Raphson tiene una rapida convergencia, a ser comparado con los
anteriores.

Teorema 2.2.5.1: Sea f € Cz[a,b]. Si pe [a,b] es tal que fip) =0y f'(p)=0, entonces
existe 6 > 0 tal que el método de Newton genera una sucesion {Pn }::1 , que converge a p para

cualquier aproximacion inicial p, € [p -0,p+0 ]

Demostracion:

S(P)

Al considerar P, = P, —~—"=", se puede entonces considerar al proceso iterativo de
S(BL)
Newton como un proceso de iteracion funcional (punto fijo), basta considerar

7P
P )=P_ ——";
ghrt) ®.)

(n>1). Luego P, = g(P, ). Asi que el problema entonces se limita a
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encontrar un K €(0,1), que el intervalo [p—S, p +8] es mapeado en si mismo
(g(x) € [p—S,p +6]) y que ‘g'(x)\ <K< 1,Vxe [p—6,p+6]. (De acuerdo al Teorema del
Punto Fijo). Puesto que f'(p)= 0 y f es continua, 36,>05 ' (x)= O,
J &)
J()
[a,b]; en particular g sera continua en [p-8,,p+8,]. Adicionalmente,

S )= ()

Vx e [p -9,,p+9, ] c [a,b]. Por otra parte como g(x)=x— ; por ser 'y f” continuas en

‘) =1 .

oY )

N G0 el V) I A GO R A GO I A CO RV AL CO T

g o) o
[ f"(x)

g'(x) = [f'(x)]2 ;para x € [p —0,,p +61]; ahora bien:

f €C?a,b], entonces geC'[p-8,,p+8,]. Pero por ser f{p)= 0 (hipbtesis):

f(p)-1"(p)
[P
cualquier K<1, 306 talque 0 <8< 9, /\‘g'(x)‘ <K,Vxe [p—B,erB].

Demostremos que g mapea [p -3,p +8] en el mismo intervalo. Si x € [p -3,p +8], por el

g(p)=

=0; y puesto que g’ es continua ( por serlo f, /"y /), entonces para

Teorema del Valor Medio, se tiene que para algin & entre x A p, se tiene que
g(x)— g(p) =|g'E)(x - p)| por lo tanto |g(x) - p| =|g(x)-g(p) =|g'€)|x— p| < K|x—p|<
‘x — p‘ < d por lo que g(x) e [p -d,p+ 6] por lo tanto; por el Teorema de Punto Fijo:

S (x)
J'(x)
cualquier P, € [p -d,p+0 ]

Con g(x)=x—

, la sucesion {Pn }::1 definida como P, = g(P,,),n = 1converge a p, para

Ejemplo 2.2.5.2 : Verifiquemos que en el problema resuelto por Leonardo, si se le aplica el
Método de Newton, la raiz se consigue mas rapido. Como f(x)=x’+2x> +10x-20, en

[1,2], cumple con las hipdtesis para aplicar éste método y con f'(x) = 3x> +4x + 10, se obtiene
tomando el mismo punto de inicio (1), el siguiente resultado:

I X1 F(X1) F'(X1) FP

2 14117647059 0.9175656422 21.6262975780 1.3693364706
3 1.3693364706 0.0111481194 21.1025929910 1.3688081886
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4 1.3688081886 0.0000017045 21.0961403260 1.3688081078
5 1.3688081078 0.0000000000 21.0961393390 1.3688081078

RAIZ APROXIMADA = 1.3688081078 LOGRADA CON 5 ITERACIONES

Apoyéandonos en Maple VLI, la grafica de f; en el intervalo [1,2] y su derivada se
consiguen con las instrucciones siguientes:

> £:=x"3+2%x"2+10%x-20; 193
10
> plot(f(x), x=1..2); ]
a7
> diff(f,x); ]
0 1214 x 16 18 2
_5-:
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