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INTRODUCCION

Medir y contar fueron las primeras actividades matematicas del
hombre primitivo. Haciendo marcas en los troncos de los arboles
lograban, estos primeros pueblos, la medicion del tiempo y el conteo del
namero de animales que poseian, asi surgid la aritmética. Pasaron
cientos de siglos para que el hombre alcanzara un concepto abstracto del

namero, base indispensable para la formacion de la ciencia algebraica.

A. Baldor



OBJETIVO GENERAL:

Resolver problemas aplicando los conceptos fundamentales del
algebra, asi como las funciones numéricas, sus graficas y su aplicacion
en situaciones cotidianas.

OBJETIVO ESPECIFICOS:

e Aplicar los conocimientos fundamentales del algebra y sus
aplicaciones en la vida cotidiana.

e Analizar los diversos tipos de funciones numéricas y sus
respectivas graficas.



UNIDAD |
1.- CONCEPTOS FUNDAMENTALES DE ALGEBRA:
CONJUNTO DE NUMEROS RACIONALES (Q):

Son las llamadas fracciones y se denotan con la letra (Q) y se
expresan como un cociente (division), donde la parte de arriba, llamada
“‘numerador” (dividendo) y la parte de abajo “denominador” (divisor); tanto

el numerador como el denominador son siempre nimeros enteros.

El conjunto de los nimeros racionales es muy extenso, por lo tanto,
incluirlos todos en un conjunto o representarlos en una recta numérica,

jamas se terminaria de ubicarlos.

En el conjunto de numeros racionales son siempre posibles las
operaciones de adicion, sustraccién, multiplicacion y division (menos la
divisién entre cero) y su resultado sera otro racional o un entero.

CONJUNTO DE NUMEROS IRRACIONALES (I):

Se denotan con la letra (I), son exactamente los que no son
racionales y son niumeros decimales ilimitados, cuyas cifras decimales no
se repiten y van al infinito-, ejemplo. 2,1542789
CONJUNTO DE NUMEROS REALES (R):

(N) Naturales

Enteros (2)

Enteros Negativos

Racionales (Q)
Fracciones Propias

NUmeros Reales Fraccionarios

(R) Fracciones Impropias

Algebraicos Irracionales

Irracionales (1)

Trascendentes




OPERACIONES CON CONJUNTOS NUMERICOS
Antes de iniciarlas, se debe conocer:

a.) Suma algebraica.
b.) Regla de los signos.

c.) Signos de agrupacion.

Todas son reglas muy sencillas, pero que se deben manejar
correctamente, debido a que una colocacion equivocada de un signo, nos

cambia radicalmente un resultado:

a.- Suma Algebraica:

Se maneja para sumar y/o restar:

1. Cuando se suman numeros positivos, se suman las cifras y se les
mantiene el signo positivo en el resultado. Ejemplo: 5+ 8 + 9 =22

2. Cuando se suman numeros negativos, se suman las cifras y se
mantiene el signo negativo en el resultado. Ejemplo: - 4-10-9 = -
23

3. Cuando se tiene un numero positivo y uno negativo, se restan las
cifras y al resultado se le coloca el signo del nimero mayor.
Ejemplo: 36 — 14 = 22; 13 — 27 = -14.

b.- Regla de los signos:

Se aplica para multiplicar y dividir:
(). (5= (). (H=0) (). ()=0) (). (=)
(+) + () =) ()= =0) ) +0()=0) ==

Si se multiplican o dividen signos iguales, el resultado es
positivo, si se multiplican o dividen signos diferentes el resultado es
negativo.



c.- Signos de agrupacion:

Estos signos indican que las cantidades encerradas en ellos, deben
considerarse como un todo, es decir, como una sola cantidad y también
se utilizan para sefalar el orden en que deben efectuarse las

operaciones.

Los signos de agrupacion mas usados son: el paréntesis ( ); el
corchete [ ]y la llave { }, asi como para dar mas claridad a las
expresiones; es recomendable usarlos en este mismo orden e igualmente
cuando se efectlan las operaciones y se debe proceder a eliminarlos, se

recomienda mantener el mismo orden.

Para suprimir o eliminar los signos de agrupacion se debe tener en

cuenta presente las siguientes normas:

a.- Cuando los signos de agrupacion estan precedidos por el signo (+), se
elimina el signo de agrupacion y a las cantidades que estan dentro de él,

se les conserva el mismo signo. Ejempilo:
8+9+(3+2-6)=8+9+3+2-6
4x+ (-y+52)=4x -y + 52z

b.- Cuando los signos de agrupacion estan precedidos por el signo (-), se
elimina el signo de agrupacion y las cantidades que estan dentro de él, se

les cambia el signo. Ejemplo:
4-(8+10-5)=4-8-10+5
6Xx—(-y+4z)=6y+y—4z

c.- Cuando los signos de agrupacion estan precedidos por un ndamero
cualquiera, no habiendo signo (+) ni signo (-) entre ellos, se trata de una
multiplicacion, entre el nimero de afuera y los numeros contenidos dentro
de los signos de agrupacion, esto equivale a la llamada “propiedad
distributiva de la multiplicacion” y se resuelve multiplicando el numero de
afuera por cada uno de los niumeros o términos que estan dentro y en

cada uno de ellos deben multiplicarse los respectivos signos.



Ejemplo:
7 (6-8+15)=42-56+ 105
6(3x+7—-y+22)=-18x—42 + 6y — 122
(-5x + 16 — 40y + Z) 8 = - 40 + 128 — 320y +8z

(-4) (16 -12 + 20 — 15) = - 64 + 48 — 80 + 60

OPERACIONES COMBINADAS CON NUMEROS ENTEROS (2)

1) 2{-3[8-(23)+(@l—-3)]+@B.5 -3 +1)+ 2} eliminacién de

paréntesis

2{-3[8—6+4—3]+40-3 -1+ 2} eliminacion de corchetes

2{-24+18-12+9+40-3 -1 + 2} eliminacion de llaves

-48+36-24+18+80-6-2 +4

138 - 80

= 58

2){4-3[5-6(7-2)}-{8-[2—(6-3)]}
= {4-3[5-42+12]}-{8-[2-6+3]}
={4-15+126-36} {8 -2+6-3}

= {79}- {9} = 711



N{AB-G.6)- (7-2)}-[8-2(6-3)]
={4[3-30]-7+2}-[8—12+6]
={12-120-7+ 2} - [2]
=24-240-14+4
= 28 - 254
=-226
Ejercicios propuestos:
1) —8{-7[(=5)-(4) - (~15)] - [- (10 + 15— 2)] - 12} =

2) — {14 + (16 — 14) — [(42) = (=6)] - 7 (15— 9 — 2)} =
3) 6+{[18 — (12)- (=9)] = [16 (5 — 12) + 4]} — 6 =

NUMEROS RACIONALES O FRACCIONARIOS (FRACCIONES):

Una fraccion es la relacion entre dos numeros enteros diferentes

NUMERADOR

que se dividen y se expresa asi: ————
DENOMINADOR

. Una fraccién expresa las

partes de una o mas unidades.

Numero Mixto: esta formado por un numero entero y una fraccion.
. 2 - .
Ejemplo: 3§y se resuelve de la siguiente manera: Se convierte en una

fraccion

3x5+2=15+2=17 — Elresultado es el numerador de la fraccion y
17

. . . 2
se coloca el mismo denominador, es decir, 3 S = =

Valor de una fraccidon: Se calcula dividiendo el numerador entre el

denominador; esta division puede dar como resultado un nimero entero

(exacta). Ejemplo: % = 8, o puede dar un decimal (inexacta), ejemplo:

3-0,75.
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Fracciones equivalentes: Dos fracciones son equivalentes, cuando sus
valores son iguales, es decir, que valen lo mismo. También dos fracciones

son equivalentes cuando sus productos cruzados son iguales. Ejemplo:

y— == 2=06 y —=06 6 3x15=5x9=—=>45=45

vl w

Ampliacion o amplificacion de fracciones: Significa hacer crecer la
fraccion, obteniendo una mayor, pero que tenga el mismo valor, o sea,
equivalente; para esto se multiplican el numerador y denominador por un

mismo numero entero, diferente de cero (0) y de uno (1). Ejemplo:

8 3 24 2 _ 48

53 15 2 30
8—16 24—16 48—16
5 15 7 30

Simplificacién de fracciones: Significa hacer decrecer la fraccion,
reducirla, obtener una menor pero que tenga el mismo valor, o sea,
equivalente; para esto se divide el numerador y el denominador entre un

mismo numero entero, diferente de cero (0) y de uno (1).

36 2 18 2
2 )

24 12

(e} INe}
|
w| w

2
. ., .. .36 :
Aqui observamos que la fraccion original 22V las tres fracciones

. 18 9 9 . . .
obtenidas (E) , (—) y (—) son equivalentes, todas tienen el mismo valor:

6 6

1,5
36—15 18—15 9—15 3—15
24 77 12 7T 6 T 27

La simplificacibn es una operacion de mucha aplicaciéon en las
fracciones, normalmente todos los resultados en fracciones deben
simplificarse, siempre que se pueda; también podemos realizar
simplificaciones en los resultados parciales; obtenidos durante el
desarrollo de un ejercicio y podemos simplificar antes de comenzar a

resolver un ejercicio.



Cuando se hace una simplificacién y se llega a una fraccion que ya
no se puede simplificar mas, se dice que es “irreducible”, se ha llevado a

su minima expresion.

MAXIMO COMUN DIVISOR (M.C.D.) Y MINIMO COMUN MULTIPLO

(m.c.m.)

M.C.D.: Es el mayor numero que divide a todos exactamente, o sea, el

mayor divisor comun.
m.c.m.: Es el menor nimero que es divisible exactamente entre todos.

Para el célculo de ambos, lo primero que se hace es descomponer
todos los numeros en sus factores primos y se colocan en forma de

potencia, ejemplo:

Sean los nimeros 16 y 42:

16| 2 42 | 2
8|2 21| 3

4| 2 717

2|2 1

1 16 = 2* 42=2.3.7

Para el M.C.D.: Se toman solamente los numeros comunes a
ambos, con el menor exponente; se observa en el ejercicio anterior que el
nico ndmero comun es el “2” y con el menor exponente es el 2* = 2,
luego el M.C.D. esigual a 2.

Si hay 2 0 mas niumeros comunes, se toma uno de cada uno con el
menor exponente, se resuelven las potencias y se multiplican entre si
esos factores; cuando no existen numeros comunes, el M.C.D. sera (1),

ya que este es el unico numero que los divide a todos.
Para el m.c.m.: Se toman los nimeros comunes y no comunes

(uno de cada numero) con el mayor exponente, se resuelven las

potencias y se multiplican entre si esos factores.
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Del ejemplo anterior tomamos 2* - 3-7 =16 -3 -7 = 336; el
m.c.m. = 336.

FORMA DE PROBARLO:
Para el M.C.D.: 2 es el mayor divisor de 16 y 42 a la vez,
16 +-2=8 42 +2=21
Para el m.c.m.: 336 es el menor nUmero que es divisible entre 16 y
42,
336 +16=21 336+42=8

Ejercicios:

1) Sean los numeros 12, 40y 32, hallar el M.C.D. y el m.c.m.

12| 2 40| 2 32| 2
6| 2 20| 2 16 | 2
3|3 10| 2 8|2
1 5|5 412
1 2| 2
1
12=2% -3
40=2% -5 M.C.D.=2%2=4
32=2°5 m.c.m.=2%-3:5 = 32- 3- 5=480

2) Sean los numeros 25, 60 y 90, hallar el M.C.D. y el m.c.m.

25| 5 60 | 2 90 | 2
5|5 30| 2 45 | 3
1 153 15| 3
5|5 5|5
1 1
25 =52
60=2%-3 -5 M.C.D.=5=5
90=2-3%-5 m.c.m.=2% - 32 -52 = 4. 9. 25=900
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OPERACIONES CON NUMEROS REALES (R) > FRACCIONES

1.- SUMA Y RESTA DE NUMEROS REALES: El procedimiento para
sumar y/o restar fracciones es similar; se presentan dos casos: cuando
tienen igual denominador o cuando tienen diferente denominador:

a) Con igual denominador: la suma y/o resta de dos o mas fracciones de
igual denominador, el resultado es otra fraccion, cuyo “numerador” es la
suma algebraica de los numeradores de las fracciones dadas y se coloca

el mismo denominador.

Ejemplos:
8+3+2_8+3+2_13
5 5 5 5 5
15 8 9 15+8-9 14
3 3 3 3 3
9 14 8 9-14-8 13
7 7 7 7 N 7

b) Con diferente denominador: Para resolver se pueden utilizar varios
métodos:

* CRUZADO: Se utiliza solo cuando se van a sumar o restar dos
fracciones.

Se multiplica el numerador de la primera fraccion por el denominador de
la segunda fraccion, y se coloca como numerador de la nueva fraccion.
Luego se multiplica el numerador de la segunda fraccién por el
denominador de la primera fracciébn y se coloca el signo que tenga la
segunda fraccion, en el numerador de la nueva fraccién. Se resuelve en el
nuevo numerador la suma algebraica resultante.

Por ultimo se multiplican los denominadores de ambas fracciones, y se
coloca como denominador de la nueva fraccion. En caso de ser

necesario, se puede simplificar la fraccion.

12



Ejemplos:

5+3_(5-8)+(3-9)_40+27_67

9 8 9.8 72 72

6 4 (6:5—-(4-7) 30-28 2

7 5 75 ~ 35 35
10+3_(—10-4)+(6-3)_—40+18_—22_ 11
6 4 (6 - 4) 24 24 12
5 4 (-5-9-(3-4) —45-12 -57 19
3 9 3:9 B 27 27 9

Con el uso del m.c.m.: Se puede aplicar en cualquier suma o resta de 2,
3 0 mas fracciones.

Se calcula el m.c.m. (m.c.d) a los denominadores y se coloca éste como
denominador del resultado.

Se divide ese denominador entre cada uno de los denominadores de las
fracciones (debe ser exacta la division) y el resultado se multiplica por
cada uno de los numeradores correspondientes.

Se realiza la suma algebraica de los numeradores, es caso de ser

necesario se simplifica la fraccion.

Ejemplos:
3+2+1_(15-3)+(12-2)+(10-1)_45+24+10_79
45 6 60 N 60 60

m.c.m. : 4| 2 5 5 6| 2

21 2 1 313 mecm.=2%2-3:-5=60
1 1
4+2 3 (-4-2)+2-8- 35 -8+16—15 -7
20 5 8 ; 40 N 40 40
- 740

13



m.c.m. :

6 9

24 32

m.c.m. :

20| 2 5 5 81| 2

10| 2 1 4|1 2 mecm.=23-5=40
5|5 20 2
1 1

7 (6-200—(9-15)+ (7 -24) 120-135+168 153

20 480 480 480

_ 51

160

24 | 2 32| 2 20| 2

12| 2 16|2 10| 2 m.c.m.=25-3-5=480
6|2 8|2 5|5
3|3 42 1
1 202

Sumar o restar un entero con una fraccion: Se procede como si se

tratase de un numero mixto, se multiplica el niumero entero (con su

respectivo signo), por el denominador y se le suma o se le resta el

numerador (de acuerdo al signo que tenga la fraccién) y ese serd el

numerador resultante conservando el mismo denominador.

Ejemplos:

gy 3_(6-9+3 30+3 33
5 5 5 5

5+7_(—5-8)+7_—40+7_—33 33
8 8 B 8 -8 8

14



Ejercicio:

3

1-54+ —3 =5+
1++

_5 4 25 _ (5-14)+25 _ 70+25 _ 95
_ 14 14 14 14

SYRNIINIRS

MULTIPLICACION DE FRACCIONES:

El producto de dos o mas fracciones, es otra fraccion, cuyo
numerador es el producto de los numeradores y el denominador es el
producto de los denominadores. También debe realizarse la multiplicacion
de los signos que tengan las fracciones.

Ejemplo:

(8 -5) 40
(7-9) 63

8 5
7 9

(8) (13)_ (8-13) 104 52 26
9/ \12) (9-12) 108 54 27

(-9-F7-%

™| ©

3.2-8 48 24 12 4

3

2

8

<9) ( 4) . (3)= 9 -(—4)-3_ —108= 54 27 9

DIVISION O COCIENTE DE FRACCIONES:

El cociente de dos fracciones, es otra fraccion que resulta de
multiplicar la primera fraccién por el inverso se la segunda fraccién, o
multiplicarlas en forma cruzada, el numerador de la primera fraccién por el
denominador de la segunda fraccién, el cual sera el numerador de la
fraccion resultante y multiplicar el denominador de la primera fraccion por
el numerador de la segunda fraccion, el cual serad el denominador de la

fraccién resultante. También debera hacerse la divisién de los signos.

15



Ejemplos:

_(7-8) _ 56
~ (35 15

N

Ejercicio combinado con fracciones:

- B Dl sG)- 33 B Bl 3

1{11135}1
2 3 2 2 3

N 2

|
N W

+
w| v

W[ =
N| =

+

(6:2)-(3-2) 12-6 6

6 2
3 2 3.2 6 6

16



REGLA DE TRES

La regla de tres es una operacion que consiste en encontrar el
cuarto término de una proporcion, a la que solo se le conocen solo tres
términos. La proporcion es una igualdad de dos razones.

Puede ser simple cuando solamente intervienen en ella dos
variables o compuesta cuando intervienen tres 0 mas variables.

Toda regla de tres presenta una incognita y una hipotesis. La
hipotesis esta constituida por los datos del problema que se conocen y la
incoégnita por el dato que se busca.

De acuerdo a la relacion con la incognita, puede ser directa
cuando los aumentos en una variable provocan aumento en la otra
variable o inversa cuando los aumentos en una variable provocan la
disminucion en la otra variable.

Ejemplo:
1.- Si necesito 8 litros de pintura para pintar 2 habitaciones, ¢cuantos

litros necesito para pintar 5 habitaciones?

Este problema se interpreta de la siguiente manera: la relaciéon es directa,
dado que, a mayor nimero de habitaciones hara falta mas pintura, y lo

que se representa as:

2 habitaciones — 8 litros} _, , _ 8litros -5 habitaciones

. . . - - = 20 litros
5 habitaciones — x litros 2 habitaciones

2.- Si 8 trabajadores construyen un muro en 15 horas, ¢ cuanto tardaran 5

trabajadores en levantar el mismo muro?

En este caso se tiene por tanto una relacion de proporcionalidad

inversa, y deberemos aplicar una regla de tres simple inversa, tenemos:

= 24 horas

8 trabajadores — 15 horas} e 8 trabajadores - 15 horas

5trabajadores — x horas 5 horas

17



Regla de tres compuesta:

La regla de tres compuesta se emplea cuando se relacionan tres o
mas magnitudes, de modo que a partir de las relaciones establecidas

entre las magnitudes conocidas se obtiene la desconocida.

Una regla de tres compuesta se compone de varia reglas de tres

simples aplicadas sucesivamente.

Como entre las magnitudes se pueden establecer relaciones de
proporcionalidad directa e inversa, se pueden distinguir tres casis de regla
de tres compuesta:

1.- Regla de tres compuesta directa:

—_—
D s D .
A, >, >C, >D A, B, C, D
A, 5B, >C, > X A, B, C, X
A, B,-C,-D
- A B, -C,
Ejemplo:

Nueve grifos abiertos durante 10 horas diarias han consumido una
cantidad de agua por el valor de 20 bolivares. Averiguar el precio del

vertido en 15 grifos abiertos 12 horas durante los mismos dias.

A mas grifos, més bolivares » Directa

A mas horas, mas bolivares » Directa
9 grifos » 10 horas » 20 bolivares
15 grifos » 12 horas » X bolivares

18



9 10 20 90 20 20 -180

—_ = — —_ X =

15 12 «x 180 x 90

x = 40 bolivares

2.- Regla de tres compuesta inversa:

! .
—_ |
A, >B, > >0 A, B, C, D
A, 5B, >C, > X A, By € X
_ A -B -C-D
A B, G,
Ejemplo:

Cinco obreros trabajando 6 horas diarias construyen un muro en 2 dias.

¢, Cuanto tardaran 4 obreros trabajando 7 horas diarias?
A menos obreros, mas dias ——» Inversa
A mas horas, menos dias ——— Inversa
5 obreros ——» 6 horas ——» 2 dias

4 obreros ——» 7 horas ——» x dias

7 2 28
R — i
6 x 30

2 2 -30 60 214 di
= - = = — - = — -5 =
. X o8 X 28 x , ias

ul|
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3.- Regla de tres compuesta mixta:

D
| ——
D -
A, >B, >C >D A B, ¢, _D
A, 5B, >C, > X A, By G, X
_’E"z'Brcz'
- A B, -G,

Ejemplo:

Si 8 obreros realizan en 9 dias trabajando a razén de 6 horas por dia un
muro de 30 m. ¢ Cuantos dias necesitaran 10 obreros trabajando 8 horas
diarias para realizar los 50 m de muro que faltan?

A mas obreros, menos dias ——» Inversa
A mas horas, menos dias —— Inversa
A mas metros, mas dias ——— directa
8 obreros ——» 9dias — 6horas — 30m

10 obreros — xdias ——» 8 horas — 50 m
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PORCENTAJE O TANTO POR CIENTO

El porcentaje o tanto por ciento (%), es una de las aplicaciones

mA&s usadas de las proporciones o razones.

El porcentaje es una forma de comparar cantidades, es una
unidad de referencia que relaciona una magnitud (una cifra o cantidad)

con el todo que le corresponde (el todo es siempre el 100),

considerando como unidad la centésima parte del
todo.
Ejemplos:
L 1 o 5 o 50
1 centésimo = —— 5 centésimos = 50 centésimos =

100’ 100’ 100

Nota importante. No olvidar que las fracciones deben expresarse

siempre lo mas pequefias posible, deben ser fracciones irreductibles.

¢, Qué significa 50 %7?: Significa que de una cantidad que se ha dividido en
cien partes se han tomado 50 de ellas, o sea, la mitad.

¢, Qué significa 25 %7?: Significa que de un total de 100 partes se han

tomado 25, o sea ¥ (25/100 al simplificar por 5, se reduce a Y4).

Célculo de Porcentaje

El Porcentaje o Tanto por ciento se calcula a partir de variables
directamente proporcionales (significa que si una variable aumenta la

otra también aumenta y viceversa).
En el calculo intervienen cuatro componentes:
cantidad total — 100 %

cantidad parcial = porcentaje parcial

Ejemplo
(Cantidad total) 1.000 Bs. - equivale al - 100 % (porcentaje total)
(Cantidad parcial) 500 Bs. - equivale al - 50 % (porcentaje
parcial)
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Existen tres situaciones o tipos de problemas que pueden plantearse.

Estos son:

1.- Dada una cantidad total, calcular el nUmero que corresponde a

ese porcentaje (%) parcial:

Ejemplo: ¢Cual (cuanto) es el 20% de 807

Cantidad | Porcentaje

Total 80 100

Parcial X 20

Para resolverlo, se hace:

80 100 80 - 20 1.600 iy
—_——— = e = - =
x 20 *= 00 =00 F

Respuesta: el 20 % de 80 es 16.

2.- Calcular el total, dada una cantidad que corresponde a un

porcentaje de él.

Ejemplo: Si el 20 % de una cierta cantidad total es 120 ¢Cual es el

total?

Cantidad | Porcentaje
X 100
120 20
Para resolverlo, se hace:
X 100 100-120 12.000 600
—_—— = = - =
120 20 % 20 =70 x
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Respuesta: 120 es el 20 % de un total de 600.

3.- Dado el total y una parte de él, calcular qué % es esa parte del

total.

Ejemplo: ¢Qué porcentaje es 40 de 1207

Cantidad | Porcentaje
120 100
40 X
Para resolverlo, se hace:
120 100 100 - 40 4.000
E:T = 120 —>x=TO—>x=33,33

Respuesta: 40 es el 33,33 % de 120.



POTENCIACION

POTENCIACION DE NUMEROS ENTEROS (Z) Y RACIONALES (Q)

Se denomina potencia de un nimero, al producto de varios factores

iguales a dicho namero.

ELEMENTOS DE UNA POTENCIA:

5° )
3
2

5=Base 3 =exponente

= Base 4 =exponente

La base es el factor que se repite y el exponente nos indica las

veces que la base se repite, 0 sea, que se multiplica por si misma.

Resolver una potencia, significa, multiplicar la base por si misma

tanta veces como lo indica el exponente. Ejemplos:
53=5-5-:5=125

81 <3)“' 3* 3-3-3-3 81
“16 ° 2 -

N| W
N| W

2T 2222 16
x+1)3=(x+1) - (x+1)-(x+1)

REGLA DE LOS SIGNOS DE POTENCIACION:

1.- Base positiva y exponente par: El resultado es positivo. Ejemplos:

5> 5
62=6-6=36 (-):5-
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2.- Base positiva y exponente impar: El resultado es positivo. Ejemplos:

M3 4 4 4 64
43 =4 -4 -4 =64 (—)

3.- Base negativa y exponente par: El resultado da positivo. Ejemplos:
coressss (=3 (D) () (3
B B 2/ 2 2 2 2

81
16

4.- Base negativa y exponente impar: El resultado es negativo. Ejemplos:
pez2z=s () =(-9) (9 (9= 5
(2)f=-2--2--2=- 5/ s 5 5/ 125

PROPIEDADES DE LA POTENCIACION:
1.- Potencias con exponente cero: Cualquier nimero o base elevado a

potencia “cero” el resultado siempre es igual a “UNO” (1). Ejemplos:

-1 (60 =1 () -1 (-3 =1

2.- Potencias con exponente uno (1): Cualquier base o nimero elevado
a la “UNQ?, el resultado es igual a la misma base (con el mismo signo).

Ejemplos:

15! = 15 (=9)' = —9 (2)1 :% (_ §>1 __3
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3.- Potencias con exponente negativo: Cuando tenemos un numero
elevado a un exponente negativo, antes de resolver la potencia, debemos
convertir el exponente a positivo y para esto se invierte la base y se le

cambia el signo al exponente. Ejemplos:

Ejercicio combinado con exponentes negativos:
-2

(3+ 8) _ (15+16)‘2 _ (31)‘2 _ (10)2 100
2 5/ U 10 —\10/  \31/ 961

6 4\ 24 1\2 0 /54—-20\"% 84+3\  /34\7% /11\73
(5‘5) (§+§) :( 15 ) (T) = (E) (z)
45\* /1 6\>  12.025\/ 216 437.400
- (ﬁ) (H) - (1.156) (1.331) ~ 1538636
109.350
384.659

4.- Producto de potencias de igual base: Se coloca la misma base y se
suman algebraicamente los exponentes. Ejemplos:
63 . 65: 63+5: 68

3 9 3+9

66 -6 -6

(=7)% (=172 (=7)* = (=72 = (=7)

12
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3 0 -7

@@ @6 6 -

1024

7776
2 4 7

@6 6 -4(%)15- 9 .

-G 6 G

2

3

7

)=

4+(—3)+1+0+(-7)

—-2+7 2

) E G

-

)

4+1

(

4

6

)

5

5.- Cociente de potencias de igual base: Se coloca la misma base y se

restan los exponentes. Ejemplos:

8% + 8= 873 =82=64 6

o067 -

512

= — 512—(—4) — 512+4 — 516

5
— 3—7—(—2) — 3—7+2 — 3—75 — (l)

3-2 3

85
g3

2 =853 = 82 =64
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6.- Potencia de una potencia: Se coloca la misma base y se multiplican
los exponentes. Ejemplos:

(69 = (0% = ()

8

e gy (gys (L
(-8)71" = (-8)* = (-8)° = (-3)

(85)0 — (8)5-0 — 80 =1

©7-0"-0"

3410 3 3,103 3\ 30 430

G ]-6 -6 -6

7.- Potencia de un producto: Esta propiedad también puede
considerarse como una extension de la anterior; para resolver se
multiplica el exponente de cada factor por el exponente del producto.
Ejemplos:

(6 -5-4)2=6%-5%-4%2=36-25 -8 =14.400

3

[(2) <4>]3 _ <2) (4)3_ 8 64 512
3 5/1  \3 5/ 27 125 3.375
(92 . 73 . 84-)2 — 92'2 . 73 2 . 84'2 — 94- . 76 . 88
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NOTA: Cuando se presentan ejercicios combinados con potenciacion, se

debe seguir el siguiente orden:

1.- Se resuelven las potencias.

2.- Se resuelven las multiplicaciones de igual base.

3.- Se resuelven las divisiones de igual base.

Ejercicios con bases literales:

X3 . X5= X3+5= X8

X9 . X . XO . X—3 — X9+1+0—3 — X7

m
3_m10—3:m7

m

3

m_ 3-8 s_ 1
g~ M =m- =3

m m

— —_ a C
(a3 p—2 C5)4 — ql2 . p~8 . 020 —
b8
x6 y3 76+ x2 y—l 7 x8 - yz . 77 x6
x2 ys.zs _xz.ys.zs y3-z

29



RADICACION Y RACIONALIZACION:
RADICACION: Se dice que la radicacion es una operacion inversa a la

potenciacion; extraer la raiz cuadrada de un numero, es el proceso
inverso de elevar al cuadrado. Se simboliza con (V) que se llama raiz o

radical.

Elementos de un radical:

indice

—

35w

V X “" Exponente
AN

Cantidad sub-radical o radicando

El menor indice es el 2 y no se coloca, se llama raiz cuadrada.
Como existe una estrecha relacion entre la radicacion y la
potenciacion, a continuacién se expresaran raices en forma de potencias

y viceversa.

Expresion de raices en forma de potencias:

VZ= 2 VT =75 Y —2t= (x—2)3

Expresion de potencias en forma de raices:

1
53 = V5 cn = " cm X

m
n

O

=3

PROPIEDADES O LEYES DE LA RADICACION:
1.- Raiz de un producto: Es igual al producto de las raices de cada uno

de los factores. Ejemplos:

T 3=VZ 43 Na b= "Va- Vb
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2.- Raiz de un cociente: Es igual a la raiz del numerador entre la raiz del

denominador. Ejemplos
34 V4 mf@a _"a
535 b~ b

3.- Potencia de una raiz: Se conserva el indice y se eleva la cantidad

sub-radical al producto de los exponentes. Ejemplos:
(W)™ = Nam (Z) =¥ (V) = e

4.- Raiz de una raiz: Se conserva el exponente de la cantidad sub-radical

y se multiplican los indices. Ejemplos:

OPERACIONES CON RADICALES:

EXTRACCION: Para extraer factores de una raiz, se divide el exponente
del factor (nimero o letra) que se desea extraer, entre el indice de la raiz
y el factor que sale se eleva al cociente obtenido. Si la divisiobn es
inexacta, se procede igual, pero se mantiene dentro de la raiz dicho factor
elevado al residuo dado. Para poder extraer un factor, el exponente debe
ser igual o mayor que el indice. Cuando se extrae todo el radicando, la

raiz se elimina. Ejemplos:

= 2 Y

Se divide 6 + 3 por lo tanto queda x?

Y = 2y YR

31



Se divide 4+4, porloque quedax Yy 7 + 4esigualalconresiduo 3
Ejercicios:

1. VxB=2x2 = (8+4=2)

2. a® - b? = a2¥p2 =—> (6 +3=2)

3. /3648 = 3-4V42 =12316

6 +6)=1 y (8 +6)=1,conresiduo =2
4. 352 x6y* 28 = x%y 22352y 22 = x2y z23[25y 22
5. i/xz?= “::2 Vx2z

Nota: La extraccién se usa como un caso de simplificacién de radicales.

MULTIPLICACION Y DIVISION DE RADICALES:

Para realizar ambas operaciones es indispensable que los indices
de las raices sean iguales.
Multiplicacion: El producto de dos o mas radicales, es otro radical del
mismo indice y cuya cantidad sub-radical es el producto de las cantidades

sub-radicales; si es posible deben simplificarse los resultados. Ejemplos:

1-Va - Vb= Va-b

2-V2 -B=V23= 16
3-VaZ-y - Yxd oy = YxSyr=xx-y?
4.-a® b2 - Va3 - b*= Vab b6 =abVa b

Division: El cociente o division de dos sub-radicales, es otro radical del
mismo indice, cuya cantidad sub-radical es el cociente de las cantidades

sub-radicales; si es posible deben simplificarse los resultados. Ejemplos:

%_na

L-az= %

W_ 412_ 4
2-'4—@— ?—ﬁ
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Radicales semejantes: Dos o0 mas radicales son semejantes, cuando
tienen el mismo indice y la misma cantidad sub-radical y su utilizacion es

en la suma y resta de radicales. Ejemplos:
1- a%Vx y —b4Vx lasemejanza se da por el radical V/x
2-5V3 y —% A3 la semejanza se da por el radical /3

Para sumar o restar, verificada la semejanza, se suman algebraicamente

los coeficientes y al resultado se le coloca el mismo radical. Ejemplos:

1-43V2-332+32= 4-3+1V2 =232
1 3 1 3 _ _ 69
2-2V5-8V5+ 2vE= (- 8+ 3)VE=-245

1 3 5—-80+15 69
G-8+i= = -
2 5 10 10

3.-7V3+ 2V5— 3V3+ 4/5=
7V3 — 3V3 + 2V5 + 45 =
43+ 6v5

4.-5+8 —3V2 + V8+ 4V2+ 10 =
5V8+ V8— 3vV2+ 4V2 + 10 =
6v8 + V2 + 10
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RACIONALIZACION
Se puede racionalizar los numeradores, pero en este caso se
racionalizaran los denominadores. Racionalizar el denominador de una
fraccion es convertir una fraccion cuyo denominador sea irracional (un
radical), en un denominador entero o simplemente eliminarlo.
En los denominadores puede haber monomios (un solo término) o

binomios (dos términos).

a.- Con denominador monomio: Se presentan dos casos:

2 . , ,
NG —  El denominador es la raiz cuadrada de un niumero o letra, se

debe eliminar esa raiz y para esto se multiplica ese denominador por el
mismo, asi se eleva al cuadrado y se elimina la raiz cuadrada. Al

multiplicar el denominador también se debe hacer con el numerador.

Ejemplo:
2_2 ¥3_ 23 2%
3 V3 V3 (y3)° 3
Ejercicios:
53 VA_ 33 _ 33
V5550 (v3)? 3 V3
5. 7 _ N7 _ V7-V3 V21 V21
3. V3 V33 (y3)® 3
3 2\/5_2\/5-\/3_2\/1_8_2\/1_8_\/2-32_3\/5_\/5
Ve Veve (ye)® 6 3 3
4.5 5-V10 5V10  _ 5V10 _ 5V10 _ V10

73V10  3vio-vio 3. (yIo)° 310 30 6
x3/x-y2 _ x3/x-y2 _ x3/x-y2 _ 3/x-y2

x
5.- = =
i/xz-y f/xz y - i/x-yz 3/x3 - y3 Xy y

En este ultimo ejercicio, se debe multiplicar el numerador y el

denominador por un radical que tenga el mismo exponente que la raiz,
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por lo tanto hay que completar los exponentes del radical del

denominador igual al indice de la raiz.

Ejercicios:
5 5- Va-b? _ s5Va'bZ _ s5Vab?
Va3 bp2c® Ya3bp2cr-Ya-bz  YatbpicEd | abe
5 4xy _ axy 3[x-y2- 22 _ 4xy 3[x-y2-72 _ 4xy 3[x - y2 72 _
) 3/x2-y-z4 3\/x2-y-z4-3\/x-y2 - 72 353 y3 .76 x yz2
4_3 X'yZ'ZZ

72
En este caso z*, tiene exponente mayor que el indice de la raiz, por
lo que se duplica el indice, o sea, 3 + 3 = 6 y se completa el exponente de

z hasta llegar a 6, es decir, se multiplica por z2.

b.- Con denominador binomio: Para racionalizar el denominador de una
fraccion, cuando se trata de un binomio que contiene radicales, se
multiplican el numerador y el denominador por la “conjugada” del
denominador y luego se simplifica

Nota:
La conjugada de un binomio: Si se tiene un binomio vx + V4, su

conjugada sera vx —vV4; o sea, los mismos términos del binomio pero el

signo que los separa se cambia. Ejemplos:

A+B - A-B V2—-+5- V2 ++/5 —3+ 7>
-3 -7

Un binomio por su conjugada: esto equivale a un caso de productos
notables, que se refiere a una suma por su diferencia, y que es igual a
una diferencia de cuadrados (el cuadrado del primer término menos el

cuadrado del segundo término). Ejemplos:

(a+b)=a’-b?

(V3+1)(V3-1)= (V3) - 12=3-1=2
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(2V5-7)(2V5+7) = (2V5) — 72 =4-5—49 = 20 — 49 = —29

Ejercicios:

L V2 VE(2-v3) (-6 _ 26 _ 246 _
T2V (V2+V3)(V2-V3)  (v2)'- (v3) 2-3 -1
-(2-V6)=—2++6

27 _ (2V5—V7)(2VE—7) _ (2v5)*—(2vB)(v7)-(v7)(2vE)+(v7)* _
T 2vEHT  (2v5+V7)(2V5—V7) (2v5)*-(v7) -

2v5) = 2v35— 235+ 7 10—4V35+7 17 — 435
Jg — —

20-7 13 13
3.3 _ 3(3v3-2) _ 9y3-6 _ 9/3-6 _ 9/3-6
T3v3+2 T (3v3+2)(3vV3-2) | (3v3)’-22  27-4 23
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PRODUCTOS NOTABLES
Son ciertos productos o multiplicaciones que cumplen reglas fijas y
cuyos resultados pueden ser determinados por simple inspeccion, sin

necesidad de efectuar la multiplicacion.

Productos notables de 2do grado:
1.- Cuadrado de unasuma: (a + b)? = a? + 2ab + b?
Enunciado: El cuadrado del primer término, mas el doble producto del
primer término por el segundo término, mas el cuadrado del segundo
término.

Esta formula se aplica a cualquier cuadrado de una suma, luego se
efectlan las operaciones matematicas correspondientes, tales como

multiplicaciones numéricas y literales y de signos.

Ejercicios:

1-(x+3)2%=x24+200)3B)+ 32 = x>+ 6x+9

2.-(2x+3y)2 = (2x)%2+ 22x)(By) + (3y)? = 4x? + 12xy + 9y?

3.- (5x19 + 4x*y5)? = (5x19)2 + 2(5x1%)(4x*y>) + (4x*y®)? =
25x%0 + 40x1*y° + 16x8y10

4.- (§a3b + §a5b2)2 = (§a3b)2 + 2 (§a3b) (§a5b2) + (gasbz)2 =

4 16 16
— abh? + — q8p3 + — ql0p*
9 a’b” + 15 a’b” + 25a

5.- (xm+1 + ym—Z)Z — (xm+1)2 + 2(xm+1)(ym—2) + (ym—z)z —

x2m+2+ 2xm+1 m—2+ yZm—4-

y
6.- (Sax—2b3 + 3a2x+3bx—2)2 —

(Sax—2b3)2 +2(5ax—2b3)(3a2x+3bx—2)+ (3a2x+3bx—2)2:
(25a2x—4b6) + (30a3x+1bx+1) + (9a4x+6b2x—4)
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2.- Cuadrado de una diferencia: (a — b)? = a? — 2ab + b?
Enunciado: El cuadrado del primer término, menos el doble producto del
primer término por el segundo término, mas el cuadrado del segundo

término.

Ejercicios:
1-(x—5)2= x2— 2(x)(5)+ 52 = x?— 10x + 25
2.- (4a® — 2b3)? = (4a%)? — 2(4a®)(2b3) + (2b3)? =
16a* — 16a%b® + 4b°
3.- (10m®n? — 7m3n)? = (10m°n?)? — 2(10m>n?)(7m3n) + (7m3n)?

100m°n* — 140m?® n3 + 49m®n?

(G- 3) = () - 20 G)+ )

2 2 4 1

x?  2xty 1 x

z 63 Y T 6.3
25 50 T100°Y 25 25 T 100° 7

5.- (8X2m+3 _ 6xm—3)2 — (8X2m+3)2 _ 2(8x2m+3)(6xm"3) + (6xm—3)2

64x4Mt6 _ 9px3M 4 36x2M 6

3.- Producto de una suma por su diferencia: (a + b)(a — b) = a? — b?
Enunciado: El cuadrado del primer término menos el cuadrado del
segundo término.

Ejercicios:

1-(x+7N(x—7)= x2— 72 =x?—- 49

2.- (4a3 + 2b*)(4a® — 2b*) = (4a3)? — (2b*)? = 16a® — 4b®

3.-(8xy + 1)(8xy —1) = (8xy)? — (1)? = 64x%y? — 1

Ger)Gr) = (- o= e
(3t )+ ) () - () -

64 . 100 , .

81" 9 7
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4.- Producto de un binomio que tienen un término comun:
(x+a)(x+b)= x>+ (ax+b)x + (a)(b)
Enunciado: El cuadrado del término comun (x), mas la suma algebraica
de los términos no comunes (a y b), mas el producto de los no comunes
(a)(b) con sus respectivos signos.
Se pueden presentar cuatro situaciones diferentes:
(x+a)(x+Db) x+a)(x—b) (x—a)(x+Db) (x—a)(x—b)

Ejercicios:

1-(x+5)(x+6) = x2+ ((6x) + (5x)) + (6)(5) = x* + 11x + 30
2-(x+5)(x—6) = x2+ ((—6x) + (5x)) + (=6)(5) = x2 —x — 30
3-(x—5)(x+6)=x2+ ((6x) +(=5x)) + (6)(=5) = x2+x —30
4.-(x—5)(x—6) = x>+ ((—6x) + (=5%)) + (=6)(=5) = x? — 11x + 30
5.- (a®+3)(a®-7) = (a®)?+ ((-7a®) + (3a®)) — (3)(7) = a'® —4a® — 21

6.- (25 —12)(z% +4) = (z%)? + ((42%) + (—122%)) — (4)(—12) = z° — 82> — 48
7-(0=9D@-8)=y*+ ((-8y) + (=9y)) + (=9)(-8) = y* - 17y + 72

5.- Producto de dos binomios sin términos comunes: Se procede

hacer las multiplicaciones como en la propiedad distributiva.

Ejercicios:

1-Bx—9DxE+1) = Bx®)+ Bx)—9x) + (—9)(1) = 3x2—6x—9
2-(x+5Wy—-4) = (xy)+ 4x+5y+ (5)(—4) = xy +4x + 5y — 20

3.- (4x% + 7x)(3x3 + 2x) = 12x> + 8x3 + 21x* + 14x?

4.- (5a* — 6a3®)(a® + 2a*) = 5a” + 10a® — 6a® — 12a” = 10a® — 7a’ — 6a®

6.- Productos notables al cubo:

Cubo de unasuma: (a+ b)3 = a3 + 3a?b + 3ab? + b3

Enunciado: El cubo del primer término mas el triple producto del primer
término al cuadrado por el segundo mas el triple producto del primer

término por el cuadrado del segundo mas el cubo del segundo término.
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Ejercicios:
1-(x+2)2=x3+3x212)+3x(2)*+ (2)°= x3+6x?>+12x+8
2.- (4x3 + 2x*)3 = (4x3)3 + 3(4x3)?(2x*) + (34x3)(2xM)? + (2xH)3 =
64x° + 3(16x°)2x* + 3(4x3)(4x®) + 8x1? = 64x° + 96x1°0 + 48x'! + 8x1?
2 5 4 2.\ _ (2 5)° 2 5\%(4 2 2 5\ (4 20\ o (428
3-za° +5a’b) = (3¢°) +3(5¢°) (sa%b) +3(30°) (5a%b) +(3a%b)
8 48 96 64

Z sy 2 gzp o 22 op2 4 2T s6p3
125% T1s® bt psatt 554

Cubo de una diferencia: (a — b)3 = a® — 3a%b + 3ab? — b3
Enunciado: El cubo del primer término menos el triple producto del primer
término al cuadrado por el segundo mas el triple producto del primer

término por el cuadrado del segundo menos el cubo del segundo término.

Ejercicios:

1-(x—3)3= x3—-3x2(3) +3x(3)2— (3)3 = x3 —9x2 +27x — 27

2.- (5m* —3m?n)3 = (5m*)3 — 3(6m*)?(3m?n) + 3(5m*)(3m?n)? —
(3m?n)3 =

125m'? — 225m'°n + 135m8®n? — 27m®n3
oo (i) = (o) ) () 5 ) )

)

1 12 8
_ 18 15b2 _ 12b4 _ 9b6
g4 ~1z¢ P tiga 27 ¢
1 1 2 8
— _ 418 _ 15b2 _ 12b4 - 9b6
gd —@ b tgza 27

Ejercicios Propuestos:
1.-(7x +5)? =

2.- (4x> — 2x19)3 =
3.-(x—1)(x—-5) =

4.- (2x3+7)3 =

- (S0t~ 3a?) (ot 3
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-(@®>-8)3 =

- (5a% —3a)% =

- (5x3 = 2x)(4x2+7) =
x4+ -7) =

10.- (4y + 3y°)?% =

11.- (5x%2 +1)(5x% — 1) =

6
7
8
9
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FACTORIZACION

Significa descomponer en factores un polinomio o ecuacién, en un
producto de dos o mas factores.

Se presentan diversos casos, la mayoria de ellos se fundamentan
en las férmulas de los productos notables.
1.- Trinomios de cuadrados perfectos:
Primer caso: suma

Es una operacion contraria al primer caso de productos notables
(cuadrado de una suma).

(a+b)? = a? + 2ab+ b?* —— Producto notable

a’+ 2ab + b? = (a+b)? —> Factorizacion

Procedimiento: Se calculan las raices cuadradas del primer y del tercer
término, los cuales deben ser enteros y positivos, luego se calcula el

término del medio que debe ser el doble producto de las raices obtenidas.

Ejercicios:
1-x% + 10x + 25 = 5 (WR)'=x (V2B =5
()2 +2()(5) + (5)% = (x +5)?

2.-x2+ 18x + 81 = 5> (Wo)'=x  (VBI)' =9
()2 +2(x)(9) + (9) = (x +9)?

3.-4y% + 20y + 25 = S5 (VB2 =2y  (VB)'=5
(2y)? +2(2y)(5) + (5)* = 2y + 5)°

2 2
4.-16x° + 24x* + 9x? = - (V16x6) = 4x® (\/W) = 3y
(4x3)% + 2(4x3)(3x) + (3x)? = (4x3 + 3x)?

2
5.-49x*y% 4+ 14x?y + 1= S (J39xy2) =722y (VI)' =1
(7x?y )2 + 2(7x%y )(1) + (1)? = (7x%*y + 1)
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Segundo caso: resta
Es una operacion contraria al segundo caso de productos notables

(cuadrado de una diferencia).

(a—b)? = a? - 2ab+ b* ——» Producto notable

a’ — 2ab + b* = (a—b)? —> Factorizacion

Ejercicios:

1.-x%2—10x + 25 = - (Vx) =x (vV25) =5
(0)? =2(x)(5) + (5)* = (x — 5)?

2.-x%—12x + 36 = - (Vx) =x (V36) =6
(0)? = 2(x)(56) + (6)* = (x — 6)°

3.- 16x* — 8x%y3 + yb = > (Viex?) =4x2  (Jy8) =93
(4x)? = 2(4x) () + (%)% = (4x* — y°)?

4.-y? —6xy + 9x? = >(y?) =y  (Vox?) =3«
()? = 2(»)(Bx) + (3x)* = (y — 3x)?

5.- 49x? — 56x + 16 = - (V49x2) =7x  (V16) =4
(7x)% = 2(7x)(4) + (4)? = (7x — 4)?

Casos parecidos pero que no son cuadrados perfectos:
a.-x?—8— 16 = - (x?) y (16) son cuadrados perfectos, sus raices son
(x) y (4) pero no se pueden factorizar por ser el tercer término

negativo (-16).
b.-x2+10%9 = - (x?)y (9) son cuadrados perfectos, sus raices son

(x) y (3) pero el doble producto de sus raices 2(x)(3)= es diferente al

término del medio (10x).
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c- x3 +10x+25 6 x*+10x+20 - no son trinominos  de
cuadrados perfectos, en el primer término (x3) y en el

segundo (20), no es cuadrado perfecto no tiene raiz exacta.

Tercer caso: Diferencia de cuadrados perfectos
Es la operacion contraria al tercer caso de producto notable (una
suma por su diferencia)
(a+ b)(a—b) = (a® — b?) - Producto notable

a? —b?>= (a+b)(a—>b)
l l

a b
Procedimiento: Se verifica calculandole las raices (cuadradas) a los dos
términos (a?) y (b?), si las raices dan exactas (a)y(b) y se trata de una
resta, entonces se toman las dos raices, y se coloca el producto de la
suma por la resta de ambos términos.

a’? —b?= (a+b)(a—->b)

Ejercicios:

1.-16x2 — 49 = (4x + 7)(4x — 7) (Vi6x?) =4x  (V49)'=7
2.- 4a%®— 9x? = (2a + 3x)(2a — 3x) (\/4(12)2 = 2a (v9x2)2 =
3x

3.-

49 —100x2 = (7 + 10x)(7 — 10x) (\/E)2 =7 (\/100x2)2 =
10x

4.-

Xy (£+y_‘*)(ﬁ_y_‘*)
9 25 3 5 3 5
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Cuarto caso: Trinomio de la forma ax® + bx + c¢. Producto de dos
binomios:

El producto de dos binomios con un término comun, cuyo resultado

€s un trinomio.

(x+ta)(x+b)= x>+ (a+b)x + (+a)(+h)

(x+5)(x=-3)=x2+ (5-3)x+(5)(-3) =x?+2x—15
— producto notable

Ahora para factorizar este trinomio x? + 2x — 15, no se puede realizar

por ninguno de los casos anteriores, por lo que se tiene este cuarto caso:

Procedimiento:
1.- Se calcula la raiz cuadrada del primer término (x) para verificar que es
un cuadrado perfecto y se coloca como primer término de ambos

binomios.

x )x )
2.- El signo del primer binomio es el signo del segundo término y el signo
de del segundo binomio es la multiplicacién de los signos del segundo y

del tercer término.

(x+ )x- )

3.- Para buscar los segundos términos de cada uno de los binomios, se
buscan dos numeros que sumados o restados del como resultado el
mismo namero del segundo término (+2) y que multiplicados den como

resultado el tercer término (-15).
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x2+2x—15=(x+5)(x—-23)

Ejercicios:

1-x%+10x +21= (x + 7)(x + 3) (7+3)=10 (7)(3) =21
2.-x% —10x + 24 = (x — 6)(x — 4) (=6 —4)=—10 (—6)(—4) = 21
3-x%+ 11x + 24 = (x + 8)(x + 3) (8+3)=11 (8)(3) =24
4.-x% —7x+10 = (x — 5)(x — 2) (=5-2)=-7 (=5)(=2) =10
5.-x%+x—42= (x+7)(x — 6) (7-6)=1 (7)(=6) = —42
6.-x2—3x—4=(x—4)(x+1) (—4+1)=-3 (-4)(1)=—4

Quinto caso: Factor Comun

Esta basada en la propiedad distributiva de la multiplicacién, es la
operacion contraria a ella. Ejemplo:
Sea el polinomio P(x) = 2x* — 6x3 + 8x% + 16x, para sacar el factor
comun, se procede de la siguiente manera:

Se calcula el MCD de la parte numérica del dicho polinomio.

2| 2 6| 2 8| 2 16| 2
1 33 4| 2 8|2
1 2|2 4] 2
1 2|2

1

MCD= 2 (comunes con el menor exponente)

Luego se saca el de la parte literal, se toma el que tenga el menor

[T L]

exponentes, en este caso es “x”, por lo que el factor comun sera “2x”.

Por dltimo se divide cada término por “2x”

2x* 6x3 B

o 8x? _ . 16x
2x 2x x N

3x? —=
x 2x 2x
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Queda el polinomio: P(x) = 2x (x3 — 3x? + 4x + 8)

Ejercicios:

1.-5x% — 10x* + 15x2 = 5x2(x* — 2x? + 3) Factor comun: 5x?
2.- 6x* + 24x7 — 18x3 — 9x11 = 3x3(2x + 8x* — 6 — 9x?B)

803 2,243 _3(043_342
3. -a° —ca +5—5(2a 3a“+1)
4. - 2x(a—1)—z(a—1) = (a—1)(2x — z) El factor que se repite en

ambos términos es (a — 1) por lo tanto es el factor comun.

5- m+2)(n—-1)— n—-1)(n—-3)= (n—1)[(n+2)—-(n—-3)] Factor

comin(n—1) .

Sexto caso: suma de cubos perfectos
Son binomios de la forma a3 + b3, donde las raices cubicas de los
términos a3y b3, son enteras (a) y (b), su formula sera:
(a® + b3) = (a+ b)[a? — ab + b?]

Enunciado: Es igual al producto de la suma de las raices cubicas por el
factor determinado por el cuadrado de la primera raiz a?> menos el
producto de las dos raices (a) - (b) mas el cuadrado de la segunda raiz
bZ

Ejercicios:
1.-8x3+64 = (2x +4)[(2x)? — (2x)(4) + (4)?] = 2x + 4)(4x? — 8x + 16)
V8x3® = 2x V64 = /43 = 4 - raices clbicas
2. 125a3 + 512 = (5a + 8)[(5a)? — (5a)(8) + (8)?] = (5a + 8)(5a? —
40a + 64)
V12543 = 5a V512 = /83 = 8 - raices clbicas
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3.-27n° + 8m3 = (3n3 + 2m)[(3n3)? — B3n®)(2m) + 2m)?] =
(3n3 + 8)(9n® — 36n3m + 4m?)
V27n° = 3n3 ¥/8m3 = 2m - raices clbicas

Séptimo caso: Diferencia de cubos perfectos
Son binomios de la forma a® — b3, donde las raices cubicas de los

términos son numeros enteros. Su formula es:
(a® — b3) = (a — b)[a? — ab + b?]

Ejercicios:
1.- 8x3—125=(2x —-5)[(2x)? + (2x)(5) + (5)?] = (2x — 5)(4x? + 10x +
25)

V8x3 = 2x V125 = /53 = 5 - raices clbicas

2.- a®—b1?=(a?-5)[(a®>?+ (@®>B*) + (b*?] = (a®> — b*)(a* + a®b* +
b®)
Vab = a? Vb2 = b* > raices clbicas
3.-216x° — 1000y° = (6x% — 10y3)[(6x2)? + (6x2)(10y3) + (10y3)?] =
(6x% — 10y3)(36x* + 60x2y3 + 100y°)

V216x6 = 6x2 3/1000y° = 10y3 — raices clbicas

Octavo caso: Factorizacion con el uso de la resolvente

—b + Vb2 — 4ac
X =
2a

Cuando se tienen polinomios o ecuaciones de segundo grado que no
podemos factorizar a través de los casos anteriores, se puede proceder

como una simple ecuacion de segundo grado y se utiliza la resolvente.
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Ejemplo: Factorizar la siguiente expresion x? — 5x + 6

Se iguala a cero para convertirla en una ecuacion de segundo
grado
x? —5x + 6 =0, donde: a=1; b= -5 y c= 6, se toman los coeficientes que

acompafan a la variable X, luego se sustituye en la férmula

B GO ER GO LROO

2(1)
5+ /25— 24 5+41
X=——"7-— 5x=
2 2
5+1
X]=—— - x;==->x%=3->(x-3)=0
2 2
5—-1 4
x2=T _)x2=§ -x,=2 ->(x—-2)=0

Se le cambia el signo al resultado de las raices, ahora se multiplican los
binomios resultantes:
x2=5x+6=(x—-3)(x—2)

Ejercicios:
1-2x2-7x+3=0 a=2 b=-7 c=3

D EVED? - 4DB)

2(2)
7 +v49 — 24 7+£+25
X=—emm =
4 4
7+5 12
Xy = DX = -»x;=3->(x—-3)=0

7—5 2 1
n=—g o=y on =g (xg)=0

2 _ I
2x*—7x+3= (x—3)|x >
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2.-3x>—8x—-3=0 a=3 b=-8 c=-3

LB V(8? —4B3)(=3)

2(3)
8++V64 4+ 36 8 ++v100
X=———"-"— G =—m-—
6 6
8410 18

X, = —>x1=z—>x1=3—>(x—3)=0

8—-10 2 1 1
X =—¢ —>x2=—g—>x2=—§—>(x+§>=0

2 gy — 3= (x— 1
3x*—8x—3= (x—3) x+3

Noveno caso: Factorizacion por Ruffini (Polinomios de cualquier
grado)
Consiste en descomponer el polinomio en un producto de factores.

Regla de Ruffini:

Procedimiento: Se ordena el polinomio dividiendo en forma descendiente
(me mayor a menor) y se completa si es necesario; luego se toman los
coeficientes en orden y se colocan en linea.

Para dividir: sean los polinomios P(x) = 3x3 + 4 + x* + 2x para dividirlo
entre Q(x) = x+1

Ordenamos y completamos x* + 0x3 + 3x% + 2x + 4 =+ (x + 1), se toman
los coeficientes del primer polinomio y se divide entre el término

independiente del divisor pero con signo contrario, o0 sea, por -1

El Gltimo término se elimina, como da cero la division es exacta, el

resultado sera un polinomio de menor grado — x3 + 2x? — 2x + 4 .
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Hay casos de division de polinomios, cuyo resultado no es exacto,

0 sea que el resto o residuo es diferente de cero. Ejemplo:

Sea el polinomio P(x) = 7x* — 5x? + 3x — 2 para dividirlo entre Q(x) = x-2,

sea realiza igual que en el caso anterior, se ordena de forma decreciente

y se completa el polinomio.
P(X) =7x* F0x3 —5x2+3x -2+ (x — 2)

7 0 -5 3
2 14 28 46

-2
98

| 7 14 23 49

D+~d=c+R

96 - resto

Para factorizar utilizando la Regla de Ruffini, se procede como una

division, pero debe continuarse hasta el final, dividiendo cada uno de los

polinomios de menor grado (resultantes) e ir eliminando en cada paso el

altimo término (independiente), o sea, haciéndolo igual a cero y asi

descomponer el polinomio en factores.

Ejercicio: Descomponer el polinomio P(x) = x* + 6x3 + 8x2 —6x — 9, en

factores, para ello debemos encontrar nimero (divisores) que anulen el

polinomio, el resto debe ser cero.

x;=1-(x—-1)

1 6 8 -6 -9
1 1 7 15 9
1 7 15 9 0
-1 -1 -6 -9
1 6 9 0
-3 -3 -9
1 3 0
-3 -3
1 0

R=@x—-1Dx+1Dx+3)(x+3)

X, =—-1-(x+1)

x3=—-3->(x+3)

x4 ==3- (x+3)

51



Se ha descompuesto el polinomio, en un producto de cuatro
binomios.

Existen situaciones en que el polinomio no se puede factorizar
totalmente por Ruffini; por lo que puede utilizarse otro método para

concluirlo.

Ejercicios:

1.- Descomponer el polinomio P(x) = x* + 5x3 + 8x? + 7x + 3 en factores

-1 -1 -4 -4 -3 Xxp=—1-((x+1)
1 4 4 3 0
-3 -3 -3 -3 X, =—=3- (x+3)

Como no se puede seguir factorizando por Ruffini, se procede a formar el
polinomio cociente de la siguiente manera x? + x + 1 (segundo grado) y

se aplica la resolvente para obtener las dos raices que faltan:

xX24+x+1=0 a=l b=1 c=1

O E SOOI
- 2(1)

X

~1+vI—4 —1+=3
-T2 T T

Como la cantidad sub-radical es negativa (-3) no tiene solucion en
el campo de los reales, por lo que el polinomio queda de la siguiente

manera:

(x+Dx+3)x2+x+1)
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2.- Descomponer el polinomio P(x) = x> — 7x* + 14x3 — 2x? — 15x + 9 en

factores

1 -7 14 -2 -15 9
1 1 6 8 6 9  x =1-(-1)
1 -6 8 6 -9 0
-1 -1 7 -15 9 X, =—1-(x+1)
1 -7 15 -9 0
3 3 -12 9 X, =3- (x—3)
1 4 3

Como no se puede seguir factorizando con Ruffini, se forma un polinomio
con el cociente x? — 4x + 3, como es una ecuacion de segundo grado, se

aplica la resolvente

x2—4x+3=0 a=1 b=-4 c=3

I Sk GO LR ] ©)

2(1)
4416 — 12 4 + /4
X=——"T7—->x=
2 2
442 6
X]=—— 2 x;==-2>x%=3->(x-3)=0
2 2
4—-2 2
xzzT _)x2=5 -x=1->x—-1)=0

x> —7x*+14x3 - 2x2 —15x+9=(x - D+ Dx-3)(x—-3)(x—1)
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3.- Descomponer el polinomio P(x) = x* + 4x3 + 3x% — 4x — 4 en factores

1 4 3 -4 -4

-1 -1 -3 0 4 x1=—-1->(x+1)
1 3 -4

1 1 4 4 X, =1-(x—-1)
1 4

-2 ) 4 X, =—-2-(x+2)
1 2 0

-2 -2 X, =—2-(x+2)
1 0

x4+ 4x3 +3x2 —4x—4=(x+1Dx-Dkx+2)(x+2)
x*4+4x3 +3x2 —4x—4=(x+1D(x—-1D(x +2)?

4.- Descomponer el polinomio P(x) = x3 + x?2 — x — 1 en factores

1 1 -1 -1

-1 -1 0 1 x;=—1-(x+1)
1 0 -1 0

1 1 1 X, =1->(x—-1)
1 1 0

-1 -1 X, =—=1->(x+1)
1 0

X3 4+x2—-x—-1=x+Dxx-1Dx+1)
x4+ x2—x—1=((x+1)>2(x—-1)
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5.- Descomponer el polinomio P(x) = x* — 4x3 + 3x% + 4x — 4 en factores

1 -4 3 4 -4

1 1 -3 0 4 x;=1->(x-1)
1 -3 0 4 0

-1 -1 4 -4 X, = —1-(x+1)
1 4 0

2 2 -4 X, =2-(x—2)
1 -2 0

2 2 X, =2- (x—2)
1 0

x*—4x3 +3x2 +4x—4=(x—-1Dx+Dxx+2)(x+2)
x4+ 4x3 +3x2 —4x—4=(x+1D(x—-1(x —2)?

6.- Descomponer el polinomio P(x) = x3 + 4x2 + 5x + 2 en factores

1 4 5 2

-1 -1 -3 -2 x;=—1-(x+1)
1 3 2 0

-1 -1 -2 X, = —1->(x+1)
1 2 0

-2 -2 X, =—2->(x+2)
1 0

x3+4x?2+5x+2=(x+ 1D+ D(x+2)
x4+ x2—x—1=((x+1)>2(x+2)
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ECUACIONES LINEALES, ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO,
SISTEMA DE ECUACIONES, INECUACIONES LINEALES, SISTEMAS
DE INECUACIONES, INECUACIONES CON CALOR ABSOLUTO

ECUACION: Una ecuacion es una igualdad que se verifica para ciertos
valores de las incognitas que en ella intervienen. Las ecuaciones se
conforman de expresiones algebraicas separadas por un signo igual, la
expresion ubicada a la izquierda de la igualdad se denomina primer
miembro y la ubicada a la derecha, segundo miembro.

Cada miembro de la igualdad esta conformado por términos y estos
son todos los numeros o variables que estan separados por los signos (+)
o (-).

Los términos son las partes o cantidades sumadas o restadas en
cada uno de los miembros y estd compuesto de la siguiente manera:
Ejemplo:

Sea el término: —5x?

— - signo del término
—5 — coeficiente
x — wvariable o incégnita

2 — exponente de la variable

Cuando no existe coeficiente se sobreentiende que es “1”. El
exponente que presenta la variable, en este caso (3), indica el grado del
término. En una ecuacién o polinomio, el mayor exponente que tenga la

variable es el que indica el grado de la ecuacion o polinomio.

Ejemplo: 3x* + 2x3 — x? + 5x — 10 Es una ecuacién o polinomio de 4to

grado.

Los términos son semejantes cuando poseen la misma variable con

el mismo exponente. Ejemplo:
(3x) y (=5x); (4xy?®)y (3xy?); (=5a%)y (9a*)
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Cuando se resuelve una ecuacién y aparecen términos semejantes, se
deben agrupar y para ello se suman algebraicamente los coeficientes de

los términos semejantes. Ejemplo: —2x +5—-3x—7 = —5x — 2

Resolucion de ecuaciones:
Resolver una ecuacioén significa determinar él o los valores de la(s)
incégnita(s) que la satisfacen. Las soluciones o raices de una ecuacion

son los valores de las incognitas que la verifican.

ECUACIONES LINEALES: La forma general de expresar una ecuacion
lineal o de primer grado es: ax + b = 0; en donde ayb € R; ax —

primer término y b — término independiente.

Procedimiento para despejes simples:

1.- Se agrupan todos los términos semejantes en uno de los miembros y
en el otro los términos independientes.

2.- Para hacer estas agrupaciones, se procede a trasladar los términos a
cada lado segun correspondan, al realizar estos cambios se deben
cambiar también los signos que ellos posean, es decir si estan positivos
cambian a negativo y viceversa, de igual manera si estan multiplicando
pasan dividiendo y viceversa.

3.- Luego se reducen todos los términos que tengan la incégnita, se
realizan los despejes respectivos y el valor obtenido es la solucién de la
ecuacion.

4.- Para comprobar, se sustituye el valor de la incognita den la ecuacién
original y debe cumplirse la igualdad o identidad de cada uno de los

miembros.

Ejemplo: Sea la ecuacion
42
6x—7=35 - 6x=354+7 - x=42 —>x=? -x=7

Comprobando:
6(7)—7=35 > 42—-7=35 — 35=35
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Cuando se presentan situaciones en la ecuacion que planteen
alguna operacion matematica (distributiva, eliminacion de paréntesis) o si
se trata de fracciones; se deben resolver primero antes de la ecuacion en

Si.

Ejemplos:
1- 5(x—2)+34x—-20)=6 - 5x—10+12x—60=6
Se aplica propiedad distributiva, para eliminar paréntesis

76
5x+12x=6+60+10 —» 17x =76 —>x=ﬁ

Se agrupan términos semejantes y se despeja la incégnita.

2- 7+(@x+2)=3x—(5-2x) » 7+4x+2=3x—-5+2x
Se aplica propiedad distributiva solo de los signos para eliminar los

paréntesis
—-14
4x—3x—2x=-5—-7 —-2-> —x=-14 - x= I > x =14

Se agrupan términos semejantes y se despeja la incognita.

2x+3
4

En este caso hay que eliminar primero los denominadores, para

5x _
3.- §—+-5-—

ello hay que buscar el m.c.d. de todos los términos, en este caso entre 3y
4, m.c.d.=12.
4(5x) +12(5) =3(2x+3) - 20x+60=6x+9

51
206 —6x=9—-60 - 14x = -51 _)x:_ﬁ

Ejercicios:
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3-x+3(x—1)=6—-4(2x+3)
4-5(x—1)+16(2x+3)=32x—-7) —x

5. 4 (109;+1) — 4 — (169;+3)

(x+1)  (x-2) (x=3) _  (x-5)
T2 3 4 5

6

7.- 14x—3x—-2)—[5x+2—-(x—-1)]=0
8.-x+3(x+1)=6—-42x+3)

SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES
Llamamos sistema de ecuaciones a un conjunto cualquiera de

ecuaciones. Por ejemplo, las ecuaciones:

{3x2—2x+3y=y—1
2y —3y*=3x+4

forman un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas.

El conjunto de ecuaciones:

3x—2y—z=4

{x+y+z:4
x+3y—-5z=1

forman un sistema de tres ecuaciones con tres incégnitas.

Se llama grado del sistema de ecuaciones al mayor exponente al

gue se encuentre elevada alguna incognita del sistema.
Por ejemplo:

{3x2—2x+3y=y—1
2y —3y?=3x+4
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Es un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas de segundo grado,
porque el mayor exponente es 2 (la x ey al cuadrado). Este sistema
con ecuaciones de segundo grado se llaman también sistema de

ecuaciones cuadraticas.
Para resolver un sistema de ecuaciones existen los siguientes métodos:

METODO DE SUSTITUCION

Lo que debemos hacer:

1.- Despejar una de las incognitas en una de las ecuaciones.
2.- Sustituir la expresion obtenida en la otra ecuacion.

3.- Resolver la ecuacion resultante.

4.- Calcular la otra incégnita en la ecuacion despejada.

Ejemplo:
Resolver

{3x—4y=—6
x+2y=28

Se despeja x en la segunda ecuacion:

x—8-—2y
Se sustituyen en la primera ecuacion:
38-2y)—4y=—6 524 —-6y—4y=—6 > -6y —4y = —6—24
—10y = —-30 —>y=_—30 —-y=3
-10
Se sustituye este valor en la segunda:
x+2(3)=8 - x+6=8 »x=8—-6 >x=2
Solucién del sistema:

x=2;y=3
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METODO DE REDUCCION
Lo que debemos hacer:

1.- Se igualan los coeficientes de una incognita, salvo el signo, eligiendo

un multiplo comun de ambos.

2.- Puede ser el producto de los coeficientes de esa incognita.
3.- Se suman o restan, segun convenga, las ecuaciones.

4.- Se resuelve la ecuaciéon de primer grado resultante.

5.- Se calcula la otra incognita sustituyendo el valor obtenido en una de

las ecuaciones del sistema.
Ejemplo:
Resolver

{Zx +3y=5
5x +6y =4

Primero se deben igualar el 2 y el 5 de la incognita x. Para hacerlo,
amplificamos la primera ecuacion por 5 y amplificamos la segunda
ecuacion por —2. Esto porque al multiplicar 2x por 5 queda 10x; y al
multiplicar 5x por —2 queda —10x, y se anulan entre si; o sea, hemos
eliminado una incognita para trabajar solo con la otra (lay).

5 {2x+3y=5
-2 (5x +6y=4

{ 10x + 15y = 25
—10x — 12y = -8

17
Ox +3y =17 —>y=?

Ahora en cualquiera de las dos ecuaciones se sustituye el valor

“e

encontrado de “y” para obtener el valor de la otra incégnita en este caso

X
17 51
2x+3(?)=5—> 2x+?=5 - 6x+51 =15

36
6x=15—-51 - 6x=-36 —>x=—? > x= —6
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Luego para verificar si esos son los resultados exactos se
sustituyen en cualquiera de las ecuaciones y se debe cumplir la igualdad.

17 51
2(-6)+3 ?=5 - =12+ ?=5 - —36+51=15 - —-36
=15-51
—36 = —36

Se cumple la igualdad, por lo tanto los resultados de las incognitas

x” e “y” son los correctos.

METODO DE IGUALACION:

Lo que debemos hacer:

1.- Se despeja la misma incégnita en cada una de las ecuaciones.

2.- Se igualan las dos ecuaciones resultantes y se despeja la otra
incégnita.

3.- Se sustituye el valor de la incégnita obtenida en cualquiera de las
ecuaciones para obtener la otra incognita

Ejemplo:

{3x+y=22
4x —3y = —1

“y 0

Se despeja la variable “y” en cada una de las ecuaciones,

1+ 4x
3

y =22-—3x

Como se puede observar, ambas ecuaciones comparten la misma parte
izquierda, por lo que podemos afirmar que las partes derechas también

son iguales entre si.

1+4x
22 —3x = —3 -»3(22-3x)=14+4x -» 66—9x =1+ 4x

65
66—1=4x+9x - 13x =65 - x=§ - x=5
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Luego se sustituye el valor de “x” en cualquiera de las ecuaciones

para obtener el valor de la otra incognita, o sea, de “y”:
35)+ y=22 - 154y=22 - y=22—-15 - y=7
Para verificar si los resultados son los correctos se sustituyen

ambos resultados en cualquiera de las ecuaciones y se debe cumplir la

igualdad:
45)-3(7)=-1 -20—-21= -1

—1= -1

INECUACIONES LINEALES O DE PRIMER GRADO:
INTERVALOS: Un intervalo es una forma de agrupar numeros, formar un
conjunto de numeros. Los intervalos se denotan con los signos de

agrupacion: paréntesis () y corchetes [ ].

Tipos de intervalos:

a.- Intervalo cerrado:

A
v

f 1
a b
a y b son los extremos; esta formado por todos los niumeros reales que
son mayores o iguales que (a) y menores o iguales que (b), incluyendo a
(@) y (b), se denota:

(a,b) > (x €ER/a<x<Db)

b.- Intervalo abierto:

a b

a y b son los extremos, esta formado por todos los niumeros reales que
son mayores que (a) y menores que (b) pero sin incluir a (a) y (b), se

denota:

(a,b) > (x ER/a<x<b)
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c.- Intervalos semi-abiertos:

L 1
\ 1
a b

Esta formado por todos los niUmeros reales mayores que (a) y menores o

v

A

igulaes que (b), incluyendo a (b) pero excluyendo a (a) y se denota:

(a,b) > (x ER/a<x<b)

A
v

[
4/

Esta formado por todos los niumeros reales mayores o iguales que (a) y

menores que (b), incluyendo a (a) pero excluyendo a (b) y se denota:

(a,b) > (x ER/a<x<b)

d.- Intervalos infinitos:

A

t——7~777* la, o) ={x€eR/a<x}

I
-00 0O a 0

/+/+—> (a,)={x€R/a<x}

< \\\\\\\\ i 1 > [a,0) ={x € R/a = x}
-0 0 a o0

) \\\\\\\\ | ) > [a,00) = {x € R/a > x}
- 0 a o
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Nota:

1.- El extremo (—o0 60) siempre sera abierto.

2.- Uno de los extremos sera abierto cuando el simbolo de la desigualdad
sea< 6 >, en este caso el extremo no se incluye en el intervalo y sera
cerrado, cuando el simbolo de la desigualdad sea < 6 >, en este caso el
extremo si se incluye en el intervalo.

3.- Sera al «, cuando (x) sea > 6 =, que el otro extremo, ejemplo x > 5 0
x =5, serd al —oo, cuando (x) sea < 6 < que el otro extremo, ejemplo

x<56x<5.

DESIGUALDAD: Es una expresion que una cantidad es mayor o menor

que otra, para denotarlo se usan los simbolos de desigualdad:

> - "mayor que" > - "mayor o igual que"

>- "menor que" <- "menor o igual que"

Una desilgualdad tiene dos miembros que estan separados por un
signo de desigualdad; el de la izquierda es el primer miembro y el de la

derecha es el segundo miembro.

Propiedades de la desigualdad:
1..- Si a los dos miembros de una desilgualdad se le suma o resta una
misma cantidad, el signo de la desigualdad no varia. Ejemplo:
8>3 - 8+2>3+2 - 10>5
7>4 - 7—-2>4-2 - 5>2
2.- Si a los dos miembros de una desigualdad se les multiplica por un
mismo numero positivo, el signo de la desigualdad no varia. Ejemplo:
6>2 - 6:5>2-5 - 30>10
3.- Si a los dos miembros de una desilgualdad se les multiplica por un
mismo nuamero negativo, el signo de la desigualdad varia, cambia de
sentido. Ejemplo:
9>5 - 9:-(-3)>5-(-3) » -27<-15
12>3 - 12:(-1)>3-(-1) » —12< -3
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INECUACIONES: Una inecuacién con una incégnita es una igualdad que
se satisface para un determinado sub-conjunto de “R’.

Su procedimiento de resolucién es similar al de una ecuacion de
primer grado, pero se debe presentar la solucién en forma de un intervalo
y graficarlo, ya que se trata de una desigualdad y por lo tanto no tiene una
solucién precisa sino un sub.conjunto de “R”.

Ejemplos:
l-x—8>4 - x>448 - x>12 - S= (12,)

La solucion (S) es un intervalo, luego se grafica

| (L [ /7 7 o
VAN e

-c0 0 12 0

A
A

2-3(x—1)+2(x+6)<-1

Antes de resolver la desiguladad hay que eliminar los signos de
agrupacion, en este caso hay que aplicar la propiedad distributiva,
posteriormente se agrupa los terminos semejantes, para luego despejar la

incégnita.

3(x—-1)+2(x+6)<-1-> 3x—3+2x+12<-1

10
3x+2x<-143-12 - 5x <—-10 »x < T - x< -2

S= ('OO’ '2] —_— < \\ \\ \\ \\ ] !

v

3-3x—6(2x)=212x+3 - 3x—12x>12x+3 - —9x=>12x+3

3 1

—9x—-12x=>23 - -21x 23(-1) » x< —— ->x<—=

21 7
S= ('001' %] —_— < \\ \\ \\\\ \\ \\ ] ! >
-0 1 0 0
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Ejercicios propuestos:

x—1 x—2
l-—— 2x < —
4 3

2.-6x—2>§+x

X

3-3x+ — <1+
x+3 x+3

) 2(x+1)
3

4. > - (x+2)

5.- (x —1)? > x?

3x

6.-22412x— 1 <0
4 2

SISTEMAS DE INECUACIONES:

Procedimiento para resolverlo:

1.- se resuelve cada inecuacion por separado determinando sus
soluciones.

2.- Se construyen los intervalos soluciones.

3.- Se grafican ambos en una misma recta real, destacando la solucion
total.

4 .- Se indica la solucidn total en forma de intervalo.

Cuando se resuelve un sistema de este tipo, se presentan

solamente tres casos de soluciones: dos intersecciones (N) y una unién

(V).
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Primer caso: Interseccion: Ejemplo:

{x+6 >0 - x> —6 > S = (—6,0)
x—5<0 - x<5 - §,=(—x,5)

< (AL X XNANCNN XA/ / »
- Y X 7 X / / X777 i
-co -6 0 5 00

St = Sl N SZ = (_6,5)

Segundo caso: Interseccion: Ejemplo:

{x—7§3 - x<347 - x<10 - §; =(—,10]
x+1<5 - x<5-1 - x<4 - S,= (—,4)

< X X AL X XN/ANCN VvV / / /1 »
N7V XA / X /N7 / /7 /] v
-0 0 4 10 o

St =8NS, = (—»,4)
Tercer caso: Unién: Ejemplo:

{x—1028 - x=>28+10 - x=>18 - §, =[18,)
x+9 <3 -5 x<3-9 - x<—-6 > S,=(—o,—6)

< \ | [ 72 / / /4 7/
h Y I v, 77 /7 /77
-0o -6 0 18 00

S¢ = S,US, = (—,—6) U [18,)

La solucion total sera la union de las soluciones parciales.
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Ejercicios:
1.-
3x+62-2-3x2-2-6 > 3x2-8 > x 2 —-55=|-5,m)

4x—5<3 - 4x<3+5 - 4x<8 —>x=% - x=2-5,= (—-x,2)

< N/ NEDAWAVAVA >
-00 —g 0 2 %)

2.-

4x—2>3 5 4x>342 > 4x>5 > x > >

—3x—3>2x—4 - -3x—-2x>-4+4+3 - (-5x>-1)(-1) —>x<§

5 1
-85 = Z,oo) S, = (—oo,—>

[ £ / [/ / L L >
A AN A A AV A Vi "

3-7x—2 >5x—-3=>3x—-1
Este tipo de sistema se puede resolver simultaneamente, sin embargo se

realizara por separado, primero se toma el primer miembro y el del medio:

1
7x—2 >5x—3 »7x—5x>-34+2 2 2x> -1 » x> 5 -

5= (—30=)
= |——, o
1 2
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Ahora se toma el término del medio y el segundo término:

2
5 —-3>3x—1 »5x—3x>-14+3 >2x=>2 —>x2§ ->x=>1

52 = [1’ OO)

A
7‘
N
N
A

Ejercicios Propuestos:

1.- {5(x—1)£2x+1
' 2x—62=>10

2.- 3(x—4)2§x+1 <sx+3

{2—_x_x_—1S 3
3-{ 6 4
4(x — 3) = —8(2x)

{4—(2x—3)£6x—z
4.- 3

5x —8x > —=
3
5-4x+2<0>28—-—7x

6.-%—9x>2x—1§§+ 10x
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INECUACIONES CON VALOR ABSOLUTO:
Son de la forma:

|AX+B|>C 6 |AX+B|<C

Para resolverlos se eliminan los modulos y se forman dos
inecuaciones de la siguiente manera:

AX+B>C
|AX+B| 2C - {AX+B<—C

AX+B<C
IAX+B| <C — {Ax+B>_C

Se forma un sistema de ecuaciones y se resuelve igual que el punto
anterior.

Ejemplo:
1.-

= x—5=2-3->x=>2-3+5->x2>2 _)51:[2’00)

A
L

AVID.N N X 1 /
7 A 77 77

-00 0o 2 8 0o

2-13-1] <2

Cuando hay fracciones, se puede eliminar primero la fraccién para
luego resolver la inecuacién, quedando de la siguiente manera:

|x_3|<6_){x—3S6—>xS6+3—>x39 _)5'1:(_00'9]
< X—3=>2-6 >x=>-6+3 5x>-3 -85 = [-3,x)
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v

A
;7
7
>
N
/
<
<
¥
><>
D
‘<

3.- |§x + 3(x — 5)| > 4 se simplifica sin eliminar el médulo

2 2
§x+3(x—5)|>4—>|§x+3x—15 >4 - |2x + 9x — 45|

> 12

|11x — 45| > 12

57

11x — 45> 12 - 11x > 12+ 45 - 11x > 57 —>x>ﬁ

33
11x—45<—11—>11x<—12+45—>11x<33—>x<ﬁ—>x<3

57
Sl = (H,OO) SZ = (—OO’ 3)

AN 1 [/ YAV
1 |74 7 7 7 7

A

57
-00 0 3 — 0
11

57
Se=5US; =(—»,3)U (H,oo>

MATRICES

Una matriz es un arreglo bidimensional de numeros (llamados

entradas de la matriz) ordenados en filas (o renglones) y columnas,

donde una fila es cada una de las lineas horizontales de la matriz y una

columna es cada una de las lineas verticales. A una matriz con n filas y m

columnas se le denomina matriz n x m.



Ejemplo:

columnas

—
4 3

A=]| 2 1|«—— filas
-2 0

Este caso es una matriz 3 x 2 (3 filas x 2 columnas)
B=14 8 7 6 2

Esta es una matriz 1 x 5 (1 fila x 5 columnas)
Clases de Matrices

Las matrices pueden clasificarse en:

Matrices Cuadradas

Cuando las matrices tienen el mismo numero de filas y el mismo

namero de columnas se les llama Matrices Cuadradas. Ejemplos;

1 4
8 3

Az[ ] Es una matriz 2 x 2

Diagonal Secundaria

2| Es una matriz 3 x

Diagonal principal

Matrices Triangulares:

Una matriz cuadrada A = (a;;) es una matriz triangular superior o
simplemente una matriz triangular, si todas las entradas bajo la diagonal

principal son iguales a cero.
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-18 3 —6

5 3 17 -2 0 2-17
0—1]0_34 00 6 =2
0 0 2 000 5

Traspuesta de una Matriz

La traspuesta de una matriz A consiste en intercambiar las filas por

las columnas y se denota A', asi la traspuesta de

3 -1 4 3 2 4
A=|2 5 —7] es At=1]-1 5 0]
4 0 9 4 -7 9

Operaciones con matrices
Suma de Matrices

Dadas las matrices m x n ,Ay B, su suma A + B es la matriz m x n
calculada sumando los elementos correspondientes ((A + B)[i, j] = Al[i, j] +
B[i, j] ). Es decir, sumar cada uno de los elementos homélogos de las

matrices a sumatr.

Por ejemplo:
1 3 2 1 0 5 1+1 340 245 2 3 7
1 0 0|+|7 5 0f=|1+7 0+5 0+0|=|8 5 0
1 2 2 2 1 1 1+2 241 2+1 3 3 3

Propiedades
e Asociativa
Dadas las matrices mxn A, By C
A+(B+C)=(A+B)+C
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o Conmutativa
Dadas las matrices mxn Ay B
A+B=B+A
« Existencia de matriz cero o matriz nula
A+0=0+A=A
« Existencia de matriz opuesta

A+ (-A) =0

Resta de Matrices:

Sean las matrices

31 2 -1 2 4

A=10 5 —3] y lez 5 8]

7 0 4 0 1 -2
3—(-1) 1-2 2-4 4 -1 =2
A-B=| 0-2 5-5 —3—8]:[—2 0 —11]

7—-0 0-1 4-(-2) 7 -1 6

Producto por un escalar

Dada una matriz A y un escalar c, su producto cA se calcula

multiplicando el escalar por cada elemento de A.

Ejemplo

2[1 8 —3]_ 2x1  2x8 Zx(—3)] 2 16 -6

4 -2 617 [2x4 2x(-=2) 2x6 | T I8 -4 12
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Producto de Matrices

El producto de dos matrices se puede definir sélo si el nimero de
columnas de la matriz izquierda es el mismo que el nuamero de filas de la
matriz derecha. Si A es una matriz mxn y B es una matriz nxp, entonces
su producto matricial AB es la matriz mxp (m filas, p columnas) dada

por:
(AB)Ii,j] = Ali, 1]1B[1,j] + Ali, 2]B[2;j] + ...+ A[i,n]B[n; ]

para cada pariyj.

Ejemplo:

[ 1 0 Z]x g 1 _ [ (1x3 + 0x2 + 2x1) (1x1 + 0x1 + 2x0)
-1 3 1 1 0 " (-1x3 +3x2 +1x1) (—1x1+ 3x1 + 1x0)

=1z 2l

Propiedades

Asociativa: (AB)C = A(BC).

Distributiva por la derecha: (A + B)C = AC + BC.

Distributiva por la izquierda: C(A + B) = CA + CB.

« Generalmente el producto de matrices tiene divisores de cero: Si

A.B =0, No necesariamente A 6 B son matrices nulas
o El producto de matrices no verifica la propiedad de simplificacién:

Si A.B = A.C, No necesariamente B=C

MATRICES Y SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

La matriz ampliada M de un sistema de m ecuaciones con n

incognitas es la siguiente:
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Cada fila de M corresponde a una ecuacion del sistema y cada
columna a los coeficientes de una incognita, excepto la dltima, que

corresponde a las constantes del sistema.
Un sistema de ecuaciones lineales puede resolverse
trabajando con su matriz ampliada, especificamente, reduciéndola a

forma escalonada mediante el proceso de Gauss.

Método de Gauss

Para resolver sistemas de ecuaciones lineales, se aplica el

método de Gauss. Este proceso se ilustra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo:

Sea el sistema,

¥ o+ 2y + 1 = 3
Do+ by - 7z = -4
Jx - 2y - 1 = 2

su matriz ampliada asociada es

¥ oy 0z
1T 2 1 1 3
2 5 -1 1 -4
3 -2 -1 i 2

Ahora resolvemos por el método de Gauss sabiendo que la
primera columna corresponde a los coeficientes de la x, la segunda a
los de la vy, la tercera a los de la z y la cuarta a los términos

independientes:

¥ Kz ¥ ¥z ¥ W z
1 2 1 3 1 2 1 3 12 1t 3
205 -1+ -4 o 1 -3¢ -l o1 -3¢ a0 T
3 -2 -1 2 0 -5 -4 -4 00 -28 : -84
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_l,.-" =z

201 13

1 -3 ¢ -] "
o1 3

De este modo, el sistema tiene la solucion Unica

[ R
[ R A
o TN A
- O O M
[ R A
o TN o
- O O M

x=2,y=-1,z=3.

La resolucion de sistemas de ecuaciones lineales por matrices,
aplicando el método de Gauss u otros, es una de las mudltiples

aplicaciones que tienen éstas.

Ejercicio:
Hallar el valor de X, y, z, t en los siguientes sistemas de

ecuaciones lineales aplicando matrices:

a x+ p-L2r+dt=145
2+ 2y -3z + t=13
dx + 3y -4z - A =1

H x+ - 2z+3t=4
2%+ 3y - 3z+ t=3
Bx + 7y +dz+ t =45

a) La matriz M asociada al sistema de ecuaciones es:

t ¥ v oz ot
-2 4 18§ 11 -2 4 i &
1 3" oo 1 7+ 7|
W 00 2 -14 i -14

La tercera fila se suprime, puesto que es mdltiplo de la

(RIS P
(R U
|
£ L2 [

segunda y resultaria una fila nula. Asi, el sistema queda formado por

dos ecuaciones con cuatro incégnitas:

X oy Z t

11 -2 4 5
“loo o1 -7 -7

00 2 -14 ; -14
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La solucién del sistema es compatible e indeterminado, esto
es, tiene infinitas soluciones.
Xx=-9-y+ 10t
z=7t-7 0 (-9-y+10t,y, 7t-7,1).

Dependiendo de qué valores se escojan para y y t, salen
distintos resultados. Asi, para y =t = 0 tendremos la solucién del

sistema
x=-9,y=0,z=-7,t=0.

b) La matriz M asociada al sistema de ecuaciones es:

¥ ¥ oz ¥ ¥y oz
2 3 11 -2 3 i 4
¥=la3 3 o4 13| " lo1 7 -7 -5”
57 4 165 02 14 -14 i -15
¥ ¥ oz

11 -2 3 1 4

“loo1 7 7 i 5

00 o 0 i -5

No hay necesidad de continuar calculando nada mas, puesto
que la matriz escalonada ya nos indica que el sistema es
incompatible (Sl), es decir, que no tiene solucién. Especificamente, la

tercera fila de la matriz escalonada corresponde a la ecuacion

Ox+0y+0z+0t=-5

obteniendo como resultado 0 = -5, que es absurdo. Por lo tanto,

decimos que no tiene solucién.
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EJERCICIOS

Sean
2 4 1
A=l1 -2 3|
5 o -1
Calcular:

1- —-A-B+C

2- A+B-C

3.- 3A+28B

-2 2
6lyc=]o
g 1
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DETERMINANTES DE UNA MATRIz

Si es una matriz 2 x 2 se define el determinante de la matriz A, y se

expresa como det(A) o bien |A|, como el nUmero:

i1 Qg2
det(A) = |A[ = |a21 a22| = Q11 " Q2 — Qg2 Q21

Ejemplos: El célculo de los determinantes de orden 2 es bien sencillo,

por ejemplo:

|= 1-4—(-1)-3=4+3=7.

|_22 _53|:(_2)'5_2 (-3)= -10+6= —4

Cuando la matriz es de orden 3 se resuelve siguiendo la siguiente regla:

det(A) = |A21 Q22 A3

a3z; dszz dszs

a1 Qg2 a13]

= (11022023 T A21A32Q93 T Q120230317 — A31022013 — A21A12033

— Q30320417

Ejemplo

Calcular el valor del determinante:

=3)2)@® + O+ 2)(=5)(-2) - (—2)2) (1) - (02 @D
- (=5MA)
=24+0+20—(—4)—0—(—15) = 44 + 4 + 15 = 63

81



EJERCICIOS

Calcular los siguientes determinantes

1 -2 :

a.- |3 5| Resp.: 11
3 1 c

b.- 5 _4| Resp.: -10
1 -3 2

c-|5 2 =7 Resp.: 0
0 0 0
3 1 0

d-2 -2 4 Resp.: -36
5 0 7

REGLA DE CRAMER
La regla de Cramer es un teorema en algebra lineal, que da la solucion de

un sistema lineal de ecuaciones en términos de determinantes

Sistema de 2 ecuaciones con 2 incégnitas

Para la resolucion de un sistema de dos ecuaciones con dos

incégnitas, de la forma. Dado el sistema de ecuaciones:

ar + by = ¢
cx +dy = f

Lo representamos en forma de matrices:

- ] l;] Ml;]

Entonces, “X” e “y” pueden ser encontradas con la regla de Cramer,

con una division de determinantes, de la siguiente manera:
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e b a e
. fdl  ed—bf e [l af—ec
“la o] ad—be YT T4 b ad—be
e d e d
Ejemplo

Ejemplo de la resolucion de un sistema simple de 2x2:

Dado
s+ 1y =9
2r+ 3y =13

gue matricialmente es:

901

X e y pueden ser resueltos usando la regla de Cramer

9 1
_‘13 3‘_9#3—1*13_2
TR I T 3%3-1%2
2 o
> 1
2 13 3% 13 —9%2
Yy = = =3

3 1l 3x3—-1%2
2 3
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Sistema de 3x3

La regla para un sistema de 3x3, con una division de determinantes:

Que representadas en forma de matriz es:

[ R R s
- m o
!"'h"‘.‘l
LI <
I
— e Ry

=5

X, Y, Z pueden ser encontradas como sigue:

7 b ¢ a j c
ke f d k f
I h i g 1 1
r = Yy = ;
a b ¢ a b ¢
d e f d e f
g h 1 g h 1
Ejemplo
Dado el sistema de ecuaciones lineales:
Jr+2y+1z=1
2r+0y+1z=2
—lzx+1y+2z=4
expresado en forma matricial:
3 2 1| |x 1
2 0 1| |y| =2
-1 1 2| |z 4
Los valores de “x”, “y” y “Z” serian:
1 21 3 11
2 01 2 21
4 1 2 -1 4 2
r = N :
3 21 3 21
2 01 2 01
-1 1 2 -1 1 2

a b g
d e k
g h I
s =
a b ¢
d e f
g h 1
3 21
2 0 2
-1 1 4
7 =
3 21
2 01
-1 1 2
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UNIDAD I
FUNCIONES

FUNCION COMPUESTA
Es una funcién formada por la composicion o aplicacion sucesiva
de otras dos funciones. Para ello, se aplica sobre el argumento la funcion
mas proxima al mismo, y al resultado del célculo anterior se le aplica
finalmente la funcion restante.
De manera formal, dadas dos funciones : X — Yy g: Y — Z, donde
la imagen de f estd contenida en el dominio de g, se define la funcion
composicion (g o f ): X — Z como (g » f)(x) = g (f(x)), para todos los

elementos x de X.

Y

X — —
r = flz) = g(f(z))

También se puede representar de manera grafica usando la

categoria de conjuntos, mediante un diagrama conmutativo

X 1 .y

VA
X E . v 8, 7
a 7> 1 = (@
2
b T
C "3
- 4 = [l

|
g o f, es la aplicacion resultante de la aplicacion sucesiva de fy de g. En el

ejemplo, (g - f)(a)=@.


http://es.wikipedia.org/wiki/Conjunto_imagen
http://es.wikipedia.org/wiki/Dominio_de_definici%C3%B3n
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Propiedades

« La composicidn de funciones es asociativa, es decir:

ho(gof)=(hog)of

« La composicion de funciones en general no es conmutativa, es
decir:

(ge f)# (fog)

Por ejemplo, dadas las funciones numéricas f(x)=x+1 y g(x)=x2,

entonces f(g(x))=x2+1, en tanto que g(f(x))=(x+1)=.

o Lainversa de la composicion de dos funciones es:

(gof) " =fog"

Ejemplo

1.- Sean las funciones:
f(z) =2’
g(z) = sin(z)
La funcion compuesta de g y de f que expresamos:
(fog)(z) = f(g(z)) = (sin(2))* = sin’(x)
La interpretacién de (f o g) aplicada a la variable x significa que

primero tenemos que aplicar g a x, con lo que obtendriamos un valor de

paso

z = g(z) = sin(x)

y después aplicamos f a z para obtener

y=flz)= 22 = 5'1112(:1:)
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2.- Sean las funciones

La funcion g compuesta con la funcion f, la que expresamos f o g,

esta dada como:

f(x) = x?
Iix) = x+ 2

fodmw =f(9w)=(x+2)*= x*+4x+4

La funcion f compuesta con la funcion g, la que expresamos g o f(,

esta dada como:

9o fe = 9(fry) = x* + 2

Funciéon bien definida

La funcién compuesta esta bien definida porque cumple con las dos
condiciones de existencia y unicidad, propias de toda funcién: d x f

1. Condicion de existencia: dado x, conocemos (x, f(x)), puesto que
conocemos la funcion f, y dado cualquier elemento y de B conocemos
también (y, g(y)), puesto que conocemos la funcién g. Por tanto, (X, g(
f(x)) ) esta definido para todo x, y asi (g o f) cumple la condiciéon de
existencia.

2. Condicion de unicidad: como f y g son funciones bien definidas, para

cada x el valor de f(x) es Unico, y para cada f(x) también lo es el de g(

f(3)).
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FUNCION INYECTIVA

Una funcién es inyectiva si a cada valor del conjunto (dominio) le
corresponde un valor distinto en el conjunto (imagen). Es decir, a cada
elemento del conjunto A le corresponde un solo valor tal que, en el
conjunto A no puede haber dos o mas elementos que tengan la misma

imagen.

=N = g

Ejemplos

1-SeaA={1,2,3}B={1, 2, 3}; f:AB:
f={(1,2), (2,1), (3.3)}

Es decir, graficamente queda:

A =gy, B

\ >
A

Noétese que cada elemento del conjunto B recibe solamente una linea.
ENTONCES ES INYECTIVA

88


https://sites.google.com/a/itmazatlan.edu.mx/huerta/servicios-institucionales-1/Inyectiva-a.png?attredirects=0
https://sites.google.com/a/itmazatlan.edu.mx/huerta/servicios-institucionales-1/Inyectiva-1.png?attredirects=0
https://sites.google.com/a/itmazatlan.edu.mx/huerta/servicios-institucionales-1/Inyectiva-a.png?attredirects=0
https://sites.google.com/a/itmazatlan.edu.mx/huerta/servicios-institucionales-1/Inyectiva-1.png?attredirects=0

2-SeaA={1,2,3}B={1, 2, 3}; f: AB:
f={(1,2), 2,1), 3,2)}

(Solo se cambio el numero indicado en rojo) Graficamente:

A~y B
P’i

Hay un elemento de B (el numero 2) que recibe dos flechas o

lineas, por lo tanto
NO ES INYECTIVA.

3.- Para la siguiente funcion: f(x) = y = x-1. A cada elemento del domino

se le relaciona en la funcion con UN elemento de la imagen,

P.(x,.y,)

X
+ >

Por lo tanto ES INYECTIVA.
NOTA: El domino y la imagen son todos los reales:
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4.- Si la funcién fuera pardbola, f(x)=x>como la que se muestra a

continuacion:

PJ{_2|‘]

”h----

M oo o =

Hay elementos en el domino que se le asigna el mismo valor de
la imagen; por ejemplo la pareja de valores P; (2,4) tiene el mismo valor
de la imagen 4; que el punto P, (-2,4). Por lo tanto la funcion NO ES
INYECTIVA.

NOTA: Ahora el domino y la imagen son diferentes.

Ejercicios

Determinar si las siguientes funciones son o no inyectivas.

1) f(x) =4x -2
2) f(x) = X3 - x
3) f(x) = Vx

4) f(x) = 2

5) f(x) = 1 — x* — X
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FUNCION SOBREYECTIVA

Una funcién es sobreyectiva (epiyectiva, suprayectiva, suryectiva o
exhaustiva), si esta aplicada sobre todo el codominio, es decir, cuando la
imagen , o en palabras mas sencillas, cuando cada elemento de "Y" es la

imagen de como minimo un elemento de "X".

X
1 D
2
3 *C
4

Ejemplos

1.- Sean los conjuntos:
A={1,2,3ly B={2,4} ylafuncién f={(1,2), (2,2), (3,4)}

Gréaficamente queda:

v»

Al conjunto B = {2,4} se le llama codominio. El rango de la funcion
también es | = {2,4}, .Como el codominio y el rango son iguales la funcién
es SOBREYECTIVA.
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2.- Sean los mismos conjuntos anteriores PERO con la funcién:
f={(1,2), (2,2), (3,2)}.

Gréaficamente

Aty B
o)

El codomino B = {2, 4} El rango o imagen es: | = {2} Como el codominio y
el rango NO son iguales la funcién es NO ES SUPRAYECTIVA.

FUNCION BIYECTIVA

Una funcién es biyectiva si es al mismo tiempo inyectiva y
sobreyectiva; es decir, si todos los elementos del conjunto de salida
tienen una imagen distinta en el conjunto de llegada, y a cada elemento
del conjunto de llegada le corresponde un elemento del conjunto de

salida.

X Y
1- ‘D
2 »B
3- »C
4 ‘A
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FUNCION FRACCIONARIA

Una funcion es fraccionaria cuando puede ser escrita como un

cociente de polinomios.

f(x) = p(x)/a(x)
Siendo q(x) distinto del polinomio nulo.
El dominio de una funcion fraccionaria es

domf=R—- {x € R/Q, =0}

Ejemplos:
_ 2x*-3
foo = x+2

1.- Igualando con cero la expresion del denominador: x+2 =0
2.- Resolviendo la ecuacion resultante: x = - 2

2x%-3

3.- El dominio de la funcion f,) = son todos los valores de

x € Rexceptox = —2, en intervalos el dominio es: (—o, —2) U (—2, )
Ejercicios:

Hallar el dominio de las siguientes funciones fraccionarias.

F(x) = 2 -3

W 3% +3x+1
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FUNCION LINEAL

Una funcién lineal es una funcién polinébmica de primer grado; es
decir, una funcién cuya representacion en el plano cartesiano es una linea

recta. Esta funcién se puede escribir como:
flz) =mx+b

donde m y b son constantes reales y x es una variable real. La constante
m es la pendiente de la recta, y b es el punto de corte de la recta con el
eje y. Si se modifica m entonces se modifica la inclinacion de la recta, y si
se modifica b, entonces la linea se desplazara hacia arriba o hacia abajo.

Ejemplos
1.- f(x) = 2x+7
2.-f(x) = - 4x+3

3.4f(x)= 2x+5+7x-3

Ejercicios:
1.- Representar graficamente la funcion y = 2x

Dando valores a “x” se obtienen una serie de valores correspondientes a

y
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Parax=0
Parax=1
Parax =2
Parax=3
Parax=-1
Parax =-2
Parax =-3

y =2(0)
y=2(1)
y=2(2)
y =2(3)
y =2(-1)
y =2(-2)
y =2(-3)

0
2
4
6

-2
4
-6

KKK KKK
I

, el origen es un punto del gréafico

Representando los valores de “x” como abscisas y los valores

correspondientes de “y” como ordenadas, se obtiene la serie de puntos

gue aparecen en el grafico. La linea recta MN que pasa por el origen es el

gréafico de y = 2x

2.- Representar graficamente la funciony = -2x + 5

Parax=0
Parax=1
Parax =2
Parax=3
Parax=4
Parax=5

Una vez que

M

y=-2(0)+5
y=-2(1)+5
y=-2(2)+5
y=-2(3)+5
y=-2(4)+5
y=-2(5)+5

representarlos graficamente.

I
= W o

KKK KK K
i
LI |
w

1
1
a1

los valores se han tabulado, se procede a
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Ejercicios
1.-y=3x-2
2.-y=-2x+4
3.-y=-1/2 x+3
4.-y=5x-3/4

5.-y=-2X-4
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FUNCION CUADRATICA

Una funcion cuadratica es aquella que puede escribirse como una

ecuacion de la forma:
f(x) =ax?+bx +c

donde a, b y ¢ (llamados términos) son numeros reales cualesquiera 'y a
es distinto de cero (puede ser mayor 0 menor que cero, pero no igual que

cero). El valor de b y de ¢ si puede ser cero.

En la ecuacion cuadrética cada uno de sus términos tiene un nombre.
Asi,

ax? es el término cuadratico

bx es el término lineal

c es el término independiente

En la ecuacion de segundo grado o cuadratica si tiene todos los
términos se dice que es un ecuacion completa, si a la ecuacion le falta el

término lineal o el independiente se dice que la ecuacién es incompleta.

Si representamos "todos" los puntos (x,f(x)) de una funcion

cuadratica, obtenemos siempre una curva llamada parabola.

y=x2/4 -9x +\3
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Orientacién o concavidad

Una primera caracteristica es la orientaciéon o concavidad de la
pardbola. Hablamos de parabola concava si sus ramas 0 brazos se
orientan hacia arriba y hablamos de parabola convexa si sus ramas o

brazos se orientan hacia abajo.

Esta distinta orientacién esta definida por el valor (el signo) que

tenga el término cuadratico (la ax?):

Si a > 0 (positivo) la parabola es concava o con puntas hacia arriba,

como en f(x) =2x*-3x -5

o0 B = 2x"2.3x.5

8

74

6

5

4

3

2

1 X
R . R R, VI Cm € bt
.9 .87 :6.-5 -4 -3..2 7809

Si a <0 (negativo) la parabola es convexa o con puntas hacia abajo,

como en f(x) = =3x* + 2x + 3
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Ademas, cuanto mayor sea |a| (el valor absoluto de a), méas cerrada

es la parabola.

Puntos de corte en el eje de las abscisas (Raices o soluciones) (eje
de las X)

Otra caracteristica o elemento fundamental para graficar una
funcidén cuadratica la da el valor o los valores que adquiera X, los cuales

deben calcularse.

Ahora, para calcular las raices (soluciones) de cualquier funcion

cuadratica calculamos
f(x) =0.

Esto significa que las raices (soluciones) de una funcién cuadratica
son aquellos valores de x para los cuales la expresion vale 0; es decir,

los valores de x tales que y = 0; que es lo mismo que f(x) = 0.
Entonces hacemos
ax2+bx+c =0

Como la ecuacién ax? + bx +c = 0 posee un término de segundo grado,
otro de primer grado y un término constante, no podemos aplicar las
propiedades de las ecuaciones, entonces, para resolverla usamos la

formula:

_ b’ —4dac

X
2a

Entonces, las raices o soluciones de la ecuacidon cuadratica nos indican

los puntos de interseccion de la parabola con el eje de las X (abscisas).
Respecto a esta interseccion, se pueden dar tres casos:

Que corte al eje X en dos puntos distintos

Que corte al eje X en un solo punto (es tangente al eje x)

Que no corte al eje X
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Ejemplo

Representa las siguientes funciones haciendo, en cada caso, una tabla de

valores como esta, y di cual es el vértice de cada parabola:

y= x?— 2x—3

X y=x?—2x-3
2 5
1 0
0 3
1 -4
2 -3
3 0

Gréfica

o
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Ejercicios

Hallar el grafico de las siguientes funciones

x2
l1-y = >
2-y—x*=2

3.-y=x?-3x
4-y =x + x;
5-y= x*+ 2x
6.-y= —x?+ 2x+8
T-y=x2+4x+2

8-y= —x*—4x+5
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FUNCION EXPONENCIAL

Sea “a@” un numero real positivo. La funcion que a cada namero real
“x” le hace corresponder la potencia a* se llama funcién exponencial de

base ay exponente x.

Como a* > 0 para todox € R, la funcion exponencial es una
funcion de R en R*.

En el siguiente teorema, se presentan las propiedades mas

importantes de la funcidén exponencial.

2.1.1 Teorema (Leyes de los Exponentes)

Sean a y b reales positivos y x,y[1[1 ,entonces:

1. a®-at=a™

-a-—x ) -'.E:' ¥
6 ] _E:'_ e
Cuando a>1,six <y, entonces, ¢ <a” Es decir, cuando la base a es

mayor que 1, la funcion exponencial de base a es estrictamente creciente

en su dominio.

CuandoO<a<1,six<y,entonces, ¢’ <a’
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Esto significa que la funcion exponencial de base a < 1 es

estrictamente decreciente en su dominio.

¥

a’ =a’ Sx=y
10. Si0O< a < b, se tiene:

el =a® <"
xel=a" »b"

Esta propiedad permite comparar funciones exponenciales de

diferentes bases.

11. Cualquiera que sea el nimero real positivo y° , existe un Ginico namero
real x° tal que a* = y,. Esta propiedad indica que la funcién

exponencial es sobreyectiva.

by, 11 ”

Cuando “x” e “y” son enteros, los propiedades enunciadas
anteriormente pueden demostrarse usando las definiciones y el teorema
1. Para el caso en el cual x e y son racionales, la demostracion utiliza la
definicién y el teorema 2. Para el caso general, es decir, cuando x e y son

reales, la demostracion utiliza elementos del andlisis real.
Grafica de la Funcion Exponencial

En primer lugar, en las figuras 1 y 2, aparecen las gréaficas de

algunas funciones exponenciales de base a > 1 (fig. 1) y de base a< 1
(fig. 2).
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v = (1/e)*

Note que cuando la base a es mayor que 1, la funcién exponencial
y = a* (fig.1) no esta acotada superiormente. Es decir, a* crece sin
limite al aumentar la variable x. Ademas, ésta funcién tiene al cero como
extremo inferior. Esto es, a* tiende a cero (0), cuando x toma valores

grandes pero negativos.

lgualmente, cuando la base a < 1, la funcion exponencial y =
a* (fig.2) no esta acotada superiormente, pero su comportamiento para
valores grandes de x, en valor absoluto, es diferente. Asi, a®* crece sin
limite, al tomar x valores grandes, pero negativos y a* tiende a cero,

cuando la variable x toma valores grandes positivos.

El hecho de ser la funcion exponencial a* con a > 1, estrictamente

creciente (estrictamente decreciente cuando 0 < a < 1), significa que la
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funcion exponencial es inyectiva en su dominio. Este hecho y la
continuidad de la funcion son las condiciones que se exigen para

garantizar la existencia de la funcion inversa (funcién logaritmica).
Observacion.

Cuando a = e ,donde e es el ndmero irracional cuya representacion

decimal con sus primeras cifras decimales, es e = 2.7182818284....la
funcion exponencial €° ,se llama: funcién exponencial de base e vy,

frecuentemente, se denota por Exp(x )= €' .
EJEMPLO
1.- Graficary = 2*

Para realizar el grafico de la funcién exponencial, se elabora un cuadro

qgue permita tabular o calcular f(x) a partir de x.

Por ejemplo para graficar la funcion del ejemplo anterior:

Jix)
X fix)=2* fx) =2
3 178
-2 1/4
1 142 —
R [ T X
0 1
1 2
2 4
Grafica de la Funcién Exponencial

Ejercicios:
Graficar las siguientes funciones:

l-y=2*4+3
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FUNCION LOGARITMICA:

Una funcién logaritmica es aquella que genéricamente se

expresa como f (X) == loga.X, siendo a la base de esta funcién, que ha de

ser positiva y distinta de 1.

La funcion logaritmica es la inversa de la funcién exponencial dado que:

logax=b —»a’=x.

La notacion log, X = b se lee “el logaritmo de x en la base aes b”.

a>1 Y& [, =h"

Representacion grafica de funciones logaritmicas y de sus inversas

(exponenciales).

El dominio de una funcion logaritmo es el conjunto de todos los

nameros reales positivos y el recorrido el conjunto de todos los nimeros

reales.

Propiedades de la funcién logaritmica

Las propiedades generales de la funcién logaritmica se deducen a partir

de las de su inversa, la funcién exponencial. Asi, se tiene que:

o La funcion logaritmica solo existe para valores de x positivos, sin

incluir el cero. Por tanto, su dominio es el intervalo (0,+0).

« Las imagenes obtenidas de la aplicacion de una funcién logaritmica

corresponden a cualquier elemento del conjunto de los numeros

reales, luego el recorrido de esta funciéon es R.
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e Enelpunto x = 1, la funcién logaritmica se anula, ya que log, 1 = 0,
en cualquier base.

e Lafuncién logaritmica de la base es siempre igual a 1.

« Finalmente, la funcién logaritmica es continua, y es creciente para

a> 1y decreciente para a < 1.

Los logaritmos mantienen ciertas identidades aritméticas muy utiles a la

hora de realizar calculos:

o Ellogaritmo de un producto es igual a la suma de los logaritmos de
los factores.

log,(zy) = log,(x) + log,(y)

e El logaritmo de un cociente es igual al logaritmo del numerador
menos el logaritmo del denominador.

log;, G) = log,(x) — log,(y)

e El logaritmo de una potencia es igual al producto entre el
exponente y el logaritmo de la base de la potencia.

logy(x¥) = ylogy(x)

o El logaritmo de una raiz es igual al producto entre la inversa del
indice y el logaritmo del radicando.

]
g, () = 22

En realidad la tercera y cuarta identidad son equivalentes, sin mas que
hacer:

L= =

Vr=zx
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Ejemplo

1.- (A qué exponente hay que elevar la base 5 para obtener 25? Al
exponente 2, ya que 5% = 25. Se dice que “el logaritmo de 25 en la
base 5 es 2”. Simbdlicamente se expresa de la forma logs 25 = 2. De

manera que, logs 25 =2 es equivalente a 5° = 25.

También podemos decir que 2° = 8 es equivalente a log, 8 = 3.
2.- Despejar las incognitas:

a.- log,8 =y estoesequivalentea2y =8 -y =3

b.- log,25 = 2 esto es equivalente a b> =25 - b =5

3.- Aplicar las leyes de los logaritmos para evaluar

log,80 —log 25

Usando la ley log, f = log, x — log, y, tenemos que

80
log,80 —log 25 = log,80 — log,5 = log2? = log, 16 = 4

porque 2% =16
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EJERCICIOS

1.-Expresa los siguientes logaritmos en forma exponencial:

1log,27 =3
1

2)log,. 6==
) gSG 2

3) Iogs(%) =-2

2.-Expresa de la forma exponencial a la forma logaritmica:

1)81 =92

1
2)==3"
)3

1

3)1002 =10

3.- Expresa de la forma exponencial a la forma logaritmica:

164 = 4°
2)2=38

3)i =47
16
4.- Halla el valor de x silogz 9 = x.

Halla el valor de b si logp 8 = 3.
Halla el valor de y silog, y = 7.

5.- Usa las propiedades para escribir cada expresion como un solo logaritmo:

logs (x) + log 3 (6) =
logs (24) - logs (4) =

logio (X - 1) + 10910 (3) - 3 10910 (X) =

110
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