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INTRODUCCION

En el lenguaje ordinario la palabra limite tiene un caracter estéatico y
significa término, extremo o frontera.

En matematica, el concepto de limite es un concepto dindmico y tiene
gue ver con la idea de acercarse lo mas posible a un valor (finito o infinito).

Asi mismo, la derivacién constituye una de las operaciones de mayor
importancia cuando se trata de funciones reales de variable real puesto que
indica la tasa de variacion de la funcion en un instante determinado, si ésta no
es el tiempo.

Estos dos temas tan importantes son los que se trataran en este
contenido, el cual corresponden a la asignatura de Matemaética Il.



OBJETIVO GENERAL:

1. Resolver problemas relativos al limite de funciones de variables reales, del
calculo de derivadas y su aplicacion en problemas cotidianos.

OBJETIVOS ESPECIFICOS:

2. Enunciar el concepto de limite de una funcion.
3. Identificar las propiedades de limites, desarrollando ejercicios.
4, Solucionara indeterminaciones de limites que puedan presentarse al buscar los

limites de funcion.
5. Interpretara derivadas utilizando su definicion.

6. Resolvera los diferentes casos derivadas utilizando adecuadamente las
formulas de derivacion.

7. Considerara la derivada para decidir cuando una funcion es creciente o
decreciente.

8. Aplicara las técnicas de derivacion para estudiar la concavidad y puntos de
inflexion asi como obtener los puntos criticos, maximos y minimos de una
funcion.
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Objetivo Especifico:

1. Comprender el concepto de limite de una funcion y las propiedades de los
limites.

2. Calcular el limite de una funcion algebraica utilizando las propiedades de los
limites.

ESTUDIOS DE LIMITES DE FUNCIONES DE UNA VARIABLE:
1.- LIMITE DE UNA FUNCION

Cuando se tiene una funcién, ésta se puede representar de varias

maneras como se presenta el siguiente ejemplo:

Dada la funcién:

fo =y=x*+1 >  Representacion Algebraica
X Y
-1 2
0 1
1 2



Representacion Numérica

Representacion Gréfica >

Ahora bien, si se toma un valor especifico de esa f&ncién (ejemplo “17) y se
representa en la recta real, se tiene que podemos dar a la funcién valores
cercanos a 1 por la izquierda o valores cercano a uno por la derecha, sin llegar

a uno

por la izquierda por la derecha

Cercanos a 1 por la izquierda
0

0,9

0,99

0,999



0,9999

Cercanos a 1 por la derecha
2

11

1,11

1,111

1,1111

De esto se puede inferir que conforme “x” toma valores mas cercanos a uno,

los valores de f,, se acercan cada vez a “2"

Es decir que el limite de f,y cuando “x” se aproxima al valor de “1” es 2.

En simbolos se escribe

oo =2

Por lo que podemos definir el limite de una funcion como:
li =1L
fim fio

Eso quiere decir que f(x) se acerca a el numero L a medida que x se acerca a

(pero no esta igual a) el nimero a desde ambos lados.
Una manera mas precisa a formular la definicion es como sigue:

Se puede hacer que f(x) sea tan cercana a L como queremos si hacemos que

“X” se acerque lo suficiente a “a”.



len{;1+ foy =1L foy — L cuandox — a”*

lim f,) =L foy — L cuandox — a”
X —-a~

para significar que f(x) — L cuando x se acerca a “a” por la derecha (o por
arriba), o por la izquierda (o por abajo), respectivamente. Para que

e =1

exista, es necesario que los limites por la izquierda y la derecha existan y

deben ser iguales.

Escribimos
y

para significar que f(x) — L cuando x sea arbitrariamente grande, 0 que sea un

namero negativo arbitrariamente grande, respectivamente.

1.1.- FUNCIONES CONTINUAS
Una funcion f es continua a “a” silim,_,, f(,) = L existe, y es igual a f(a).

La funcion f es continua en su dominio si es continua en cada punto de su
dominio. El enfoque algebraico a limites es basado en el hecho que todas las

funciones de forma cerrada son continuas en sus dominios.

Ejemplo: f,) = x* — 6x* 4 8x



Sin embargo, no todas las funciones son continuas. Puede ocurrir que
una funcion no sea continua en todo su dominio de definicion. Si una funcién
no es continua en un punto, se dice que la funcidén tiene una discontinuidad en

ese punto y que la funcién es discontinua.

2x2%-2x

x—1

Ejemplo: f) =

1.3.- PROPIEDADES:
1. Limite de una funcién constante:

limc=c
X —a

Ejemplo:

lim5 =75

xX—2

1. Limite de una suma o resta de funciones:

Sean:
lim fy = L y limge =M

Entonces:



lim[fy) + g =L+ M

xXx—a

Ejemplo
lim(x?) y lim3x
x—2 x—2
Entonces:
lirr%(x2 +3x)= [2)+312)]=4+6=10
x—
1. Limite de un producto de funciones:
Sean:
lim fy = L y limge =M
Entonces:
lim[f) - 9] =1 - M
Ejemplo
lim4 vy limx? = 4-(3)2=4-9=36
x—3 x—3
2. Limite de un cociente de funciones:
Sean:
lim fy = L y limgey =M
Entonces:
lim f(x) L
xoa’ 7 iy f(")lz — SiM %0
limge)  xalgw| M

Ejemplo:



limx + 2 y lim 3x

x-1 x—1
Entonces:
Imx+2 421 142 3
2l = lim ] = ===
lim 3x x>1] 3x 3(1) 3
x—1
3. Limite de una n-ésima potencia:
Sea

lim f(x) =1L
x—-a
Y n es cualquier nimero entero positivo, entonces

fim{feo]" = 17

x—a

Ejemplo:
lirri(3x)2 = (3-4)% = (12)? = 144
X—

4. Limite de un raiz n-ésima:

Sea

lim f(x) =1L

x—-a

Y n es cualquier nimero entero positivo, entonces

lim " fi = ”/hm foo = VL
xXx—-a x—a

Si “n” es par entonces L >0

Ejemplo:



lim ¥Yx = Y-8= {/(-2)3 = -2

x——8
Ejercicios Propuestos:

Calcular los siguientes limites inmediatos aplicando propiedades

li 3x
My 7 7= =

lim(2x — 2)3 =
X -2

lim x? + 3x =
X -3

3x + 2
11 — %

lim 4x?> +3x+1=

x -2

lim 5x3 =
X -2

1.4.- LIMITES INDETERMINADOS

En matematica, se llama forma indeterminada a una expresion algebraica que
. . . 0 o .
involucra limites del tipo: 0% y 00 — ©0, entre otros. Estas expresiones se
(0]

encuentran con frecuencia dentro del contexto del limite de funciones.

En esta unidad se explicaran los estos tres casos de indeterminaciones.
0
1.4.1.- LIMITES INTEDERMINADOS DE LA FORMA ° :

Este tipo de indeterminacion, se suele presentar en cocientes de polinomios;

cuando calculamos limites en un punto en el que se nos anula tanto el numerador


https://es.wikipedia.org/wiki/Matem%C3%A1tica
https://es.wikipedia.org/wiki/L%C3%ADmite_matem%C3%A1tico
https://es.wikipedia.org/wiki/L%C3%ADmite_de_una_funci%C3%B3n

como el denominador. Para resolver la indeterminacion hay que descomponer en
factores los polinomios, tanto del Numerador como del Denominador (utilizando
Ruffini, ecuacién de segundo grado, productos notables) y se genera el factor nulo en
numerador y denominador, que al simplificarlo conduce a la resolucion de la

indeterminacion.

En ocasiones, si esta indeterminacion aparece asociada a raices, binomios de
raices, se hace necesario multiplicar y dividir por el conjugado del binomio de raices,

para que "asome" el factor nulo.
Funciones racionales con polinomios:

En primer lugar, hay que destacar que no se sabe si el limite serd determinado
o0 indeterminado y en el caso de que sea indeterminado, no se sabe de qué
indeterminacion se tratard. Por tanto, el primer paso para resolver cualquier limite es

sustituir la x por el nimero al que tienda y ver qué resultado se obtiene.

Suponiendo que después de sustituir y operar se llega al resultado 0/0, que es

una indeterminacion.

A partir de este punto, para resolver las indeterminaciones del tipo cero entre

cero hay que seguir el siguiente procedimiento:

1. Se descomponen en factores los polinomios del numerador y del

denominador.

2. Se sustituyen los polinomios en el limite por su descomposiciéon en
factores.
3. Se eliminan los factores que se repitan en el numerador y en el

denominador. De esta forma se elimina la indeterminacion
4. Se vuelve a sustituir la x por el numero al que tienda, llegando a una

solucion determinada.

Ejemplo:

. x3 —2x% —6x +12
*02 T x2+3x—10

L @7 -2@P-6@)+12_ 8-8-12+12 0
22 (2)2+3(2)—10  4+6-10 0




" x3—2x" —6x+12  (x—2)(x*—6)
0 xZ43x—10 (x—2)(x+5)

Como se repite (x — 2) tanto en el numerador como en el denominador, se simplifican
y queda:

x2-6) ((2*-6) 4—6 2

o (x+5)  @2+5) 7 7

De esta manera se elimina la indeterminacion y se obtiene un valor real para el limite
de la funcién. La mayor dificultad de este procedimiento radica en la descomposicion
de los polinomios en factores, por lo que se debe tener muy claro cémo descomponer
polinomios, asi como dominar los productos notables, como sacar factor comun, el

método de Ruffini...

Ejemplo:

. 3x? — 5x
im—————
x-0 x* + 2x

Sustituyendo el valor de “X”, se tiene

. 3(0)>-5(0) 0
lim——F———<= =
x>0 (0)*+2(0) O
El cual es una indeterminaciéon. Se descomponen los polinomios en factores. A veces,
no es necesario descomponer el polinomio en factores de grado 1 o irreducibles. Lo
que se pretende conseguir al descomponerlos es encontrar un factor que se repita

arriba y abajo para eliminarlo y que desaparezca la indeterminacion
Por eso, esta vez, se puede sacar factor comun a la x en ambos polinomios:

- 3x2-5x x(3x—15)
lim =
x>0 x*+2x  x(x3+2)

Se elimina la “x” tanto del numerador como el denominador, por lo que queda:

I 3x+5
xl—I}(l)x3+2

Se vuelve a sustituir el “0” por la “x”



30 +5_ 045 5
003 +2 0+2 2

Funciones racionales con raices:

Muchas veces, los limites con indeterminacion 0/0 tienen raices y en
estos casos no es posible factorizar los polinomios para eliminar el mismo

factor del numerador y del denominador.

En este caso hay que multiplicar el numerador y el denominador por el
conjugado del binomio donde esté la raiz.

Ejemplo:

x? -1
lim

x—>1\/§_1

Se sustituye la x por el 1 y da como resultado la indeterminacién cero entre

cero:

ox%-1 (D?-1 1-1 0
lim = = = —
x->14/x — 1 Vi-1 1-1 0

En este caso, la raiz esta en el denominador, por tanto, de ese binomio sera el

conjugado por el que se debe multiplicar el numerador y el denominador:

Cox2—-1 Wx+1
lim .
x=>lyx =1 Vx+1

En el denominador ha quedado una suma por diferencia, que es igual a una

diferencia de cuadrados:

(2 =-DVx+1
lim >
x—1 (\/}) _ 12

Y en el numerador, se tiene un factor de grado 2 que es una diferencia de

cuadrados, que se puede descomponer como suma por diferencia:



C(x=Dx+DVx+1
lim
x-1 x—1

Y de esta forma, el factor (x-1) se puede eliminar del numerador y del
denominador y queda:

chi_r)r}(x +D(Wx+1)

Ahora se sustituye la x por el 1 y de esta manera se ha eliminado la

indeterminacion:

lim(x + DHWx-1)=0+DE1I+1)=2)(2) =4

EJEMPLO:
VE-3
Xl—rg x2—9

Se sustituye la x por el 3 y se demuestra la indeterminacion de cero entre cero:

po YX—V3_V3-43 0
X3 x2—-9 _ 32-9 0

Se multiplica el numerador y el denominador por el conjugado del binomio del

numerador:

po VE—VB_ VX —V3 Vx+3
-3 x2—-9  x2-9 x4+.3

L (VE-VB)(YE+13)
52— 9) (Va + 3)

En el numerador nos queda una suma por diferencia, que es igual a una

diferencia de cuadrados:



() -(3)
}}_rg (x2 — 9)(\5 + 3)

En el denominador tenemos el binomio (x2-9), que es una diferencia de

cuadrados y podemos ponerlo como una suma por diferencia:

) x—3
X0 (x+3)(x —3)(Vx +V3)

Al tenerlo asi, se elimina el factor (x + 3):

Y queda:

| 1
Y Ny

Al volver a sustituir la x por el 3, se llega a la solucion del limite:

_ 1 ~ 1 11
M GrE+3) G 1V3) 6(V3) 123

EJERCICIOS PROPUESTOS:

i x2+2x+1
xl)rzll x2 -1 B

i x*=3x+2
xl—rg 1-—x2

x—3

Vx =3

lim
x—3

i x2+5-3
xl—rg x2—2x B



1.4.2.- LIMITES INTEDERMINADOS DE LA FORMA g .

Este tipo de indeterminacion se encuentra en los limites de cuando x
tiende a infinito (0 a menos infinito) de funciones racionales y al sustituir nos

queda «/«,

En general tienen esta forma:

P
lim *)
X—00 Q(x)

Cuando se tiene la indeterminacién de limites infinito entre infinito, se
tienen que eliminar términos del numerador y del denominador y dejar sélo los

términos de mayor grado arriba y abajo.

Una vez que se tienen los términos de mayor grado, se puede operar y

eliminar las x que se repitan tanto en el numerador como en el denominador.

Al operar, la indeterminacion desaparece y se debe sustituir de

nuevo la x por el nimero al que tiende para llegar al resultado.
EJEMPLO:

. x2+2x+1
x1—>r§o 3x —5

Todos los limites empiezan resolviéndose igual: sustituyendo la x por el
namero al que tiende, es decir, no se resuelve sabiendo antes de empezar que

va a ser una indeterminacion.



Una vez hemos sustituido la x y operando, entonces se puede llegar a

un resultado concreto o llegar a la conclusion de que es una indeterminacion.
En primer lugar, sustituimos la x por infinito y nos queda una indeterminacion:

x*+2x+1 (0)24+2(0)+1 o L,
—_ = g = mdetermmaaon

lim =
xo0  3x—5 3() -5
Para resolver este tipo de indeterminacion se deja en el numerador y en

el denominador solo el término de mayor grado:

" x2+2x+1 I x?
m-—-————-= 1m —
x-0  3x—5 x—00 3X
Una vez que se deja el término de mayor grado, se eliminan los factores
gue se repiten tanto en el numerador como en el denominador. En este caso,

se puede eliminar una x en cada lado:

lim= = —
Im—-—= —=o00
x—00 3 3
Y finalmente, se sustituye otra vez la x por infinito, pero esta vez, ya no
tiene ninguna indeterminacion y el resultado es infinito entre un nimero, que es

igual a infinito.
EJEMPLO:

. 2x* — 3x
X% —3x + 2
Primero se sustituye la x por infinito y queda:

o 2x*=3x 2(®)*—300
lim = =

= = = indeterminacion
x—o0 —3x + 2 —3c0 + 2 —00

Esta vez se tiene un infinito negativo en el denominador, pero sigue siendo el

mismo tipo de indeterminacion.

Luego se deja el término de mayor grado en el numerador y el denominador:



lim —— => lim —
x1—>nolo—3x+2 >x1—I>Iolo—3x

Se procede a eliminar una x del numerador y otra del denominador y se
sustituye nuevamente la x por infinito, llegando al resultado de menos infinito,

ya que se esta dividiendo por un nimero negativo:

2x*  2x%  2(0)® o

li = _ =
io% —3x -3 -3 3~ 7%
EJEMPLO:
Y 7x + 2
x1—>nolo x3 -5

Se sustituye la x por infinito y se llega a la indeterminacion infinito entre

infinito:

7x+2 7(0)+2 oo o
im = = — = indeterminacioén
xs0x3 =5 (0)3-5 o

Se dejamos el término de mayor grado en el numerador y en el
denominador:
7x + 2 7x

lim — => lim —
X—00 X° — xX—0o X

Se procede a eliminar una x tanto en el numerador como en el
denominador. Esta vez en el numerador no tenemos ninguna X, por lo que a la
hora de sustituir, el infinito nos queda so6lo en el denominador y por tanto, un

numero entre infinito, da como resultado cero:

I 7x I 7
x1—>ngox3 => x1—>ngox2 - (0)2 o

EJEMPLO:



2x% + 2
x—00 X2 — 4x

Se sustituye la x por infinito y queda la indeterminacién entre infinito:

" 2x2+2_>1. 2(0)? +2 = P determinacid
ergxz — 4x = xl—r>£10 (00)2 _4(00) = o = ndeterminacion

Se deja el término de mayor grado arriba y abajo:

Se procede como se ha hecho en los ejercicios anteriores a eliminar x
elevado al cuadrado tanto en el numerador como en el denominador, por lo que
desaparecen las x. Por tanto, a la hora de volver a sustituir la x por infinito,
como no se tiene x, el resultado es el mismo nimero que ha quedado:

2x?

li —2—2
im =1=

X—00 xZ
INDETERMINACION INFINITO ENTRE INFINITO CON RAICES

Cuando se encuentran radicales en los limites suele causar confusion.
Para resolverlos hay que verificar si se tiene la indeterminacién de infinito entre

infinito con raices.

Por ejemplo:

NSt

lim ————
o Vi + 1

Se sustituye la x por infinito y llegando a la conclusion de que es una

indeterminacion:



_ Vx+x
lim

(0e]
—— = — = indeterminacioén
xoo Nfx+1  ®©

Se queda solo con el término de mayor grado, pero ahora hay que tener
cuidado con los radicales. En el numerador, el término de mayor grado es el
primero, ya que el segundo término esta dentro de otra raiz y por tanto el grado

€S menor.

En el denominador, el término de mayor grado es el de la raiz. Por lo
que queda por tanto el mismo término arriba y abajo:

lim—x+\/§—ﬂ
oo x+1 Vx

Al resolver, queda que la funcién es igual a 1, ya que ambos términos se
pueden dividir entre si, y por tanto, el limite de la funcién cuando x tiende a

infinito es igual a 1:

Iiml=1

X—>00

EJEMPLO:

Vx3 + 3x2

im
x-0o 2x + 3

Se sustituye la x por infinito y quedando la indeterminacion de infinito

sobre infinito

Vx3+3x2 o

im = — = indeterminacioén
x>0 2x + 3 0

Se deja el término de mayor grado en el numerador y en el

denominador:

V3 + 3x2 B Vx3

m =
x-0 2x + 3 2x




Y ahora se resuelve, pero no se ve tan claro como operar para eliminar

una de las x, como en el resto de ejemplos que se han visto.

En primer lugar la raiz la pasamos a exponente fraccionario:

3
x2

lim — =
x>0 2X

Y ahora, para operar con las x las consideramos como una divisién de
potencias de la misma base, donde mantenemos la x y restamos los
exponentes:

3

x2 1

lim
X—00 2
Quedando una sola x en el numerador, que al sustituir por infinito, el
resultado es infinito:
1
x2

lim —= o
X—00 2

CONCLUSION DE LA INDETERMINACION INFINITO ENTRE INFINITO

Con la indeterminacion de infinito entre infinito, el resultado va a depender del

grado de los polinomios del numerador y del denominador:

1. Si el grado de P(x) es menor que el grado de Q(x) el resultado va a ser
cero
2. Si el grado de P(x) es mayor que el grado de Q(x) el resultado va a ser

infinito o menos infinito
3. Si el grado de P(x) es igual que el grado de Q(x) el resultado va a ser

un ndmero



1.4.3.- LIMITES INTEDERMINADOS DE LA FORMA o0 — oo |

Como no se sabe si los infinitos son iguales, infinito menos infinito es

otra indeterminacion:
o0 — 00 = [ndeterminacion

El procedimiento para resolver limites con la indeterminacion infinito menos

infinito es el siguiente:

1. Llegar a la indeterminacion infinito menos infinito sustituyendo la x por el

namero al que tienda

2. Multiplicar y dividir por el conjugado de la funcion

3. Operar en el numerador de la fraccion resultante para simplificar
términos

4. Resolver la indeterminacion infinito entre infinito que queda.

EJEMPLO:

lim v/4x%2 — 5x — 2x =

X—00

En primer lugar, se sustituye la x por infinito, lo que se llega a la

indeterminacion infinito menos infinito:

lim V4x2%2 — 5x — 2x = /4002 — 500 — 200 = 00 — 0 = indeterminacién

X—00

Para resolver los limites con indeterminacion infinito menos infinito hay

que multiplicar y dividir por el conjugado de la funcién:

V4x2 — 5x + 2x
V4x2 — 5x + 2x

lim +/4x%2 — 5x — 2x =+/4x2%2 —5x — 2x -
X—00

i (V4x% — 5x — 2x)(V4x2 — 5x + 2x)
im =
xX—00 (V4x? — 5x + 2x)




Operando en el numerador de la fraccion, donde queda una diferencia

de cuadrados, ya que se tiene una multiplicacion de suma por diferencia:

_ (Vax2z - 5x)2 — (2x)?
lim

x (VAxZ 5% + 2x)

Resolviendo los cuadrados y agrupando los términos semejantes en el

numerador se tiene:

4x?% — 5x — 4x? —5x

li => i
oo (Vax? —5x + 2x) %% (VAxE 5% + 2x)

Sustituyendo la x por infinito. Se llega a otra indeterminacion, que ahora

es la de infinito entre infinito:

—5Xx —5 © _ N
— = indeterminacion

1. p—vl —
xoe (V4x2 —5x + 2x) (V4002 — 500 + 200)  ©

Quedando con el término de mayor grado tanto en el humerador como
en el denominador, se resuelve la raiz en y se agrupan términos en el
denominador:

—5x —5x . —5x

lim ———— =
X—00

=>lim—=> 1
(~/4x + Zx) i 2x + 2x i 4x

Finalmente, se eliminan la x y se obtiene el resultado del limite:

S -
o dx | Ao 4 4
EJEMPLO:
1 1

x»1x—1 x2-1



Se evalua el limite, sustituyendo el valor a la cual tiende la x

b1 11 1 1 1 i
xl_r)r%x_l x2—1_1—1 12_1—6—6—00—00—171 eterminacion

En este tipo de ejercicio hay que resolverlos sacando el minimo comudn multiplo, que

en este caso es:
x2—1=x+1Dx-1)

Se divide entre cada uno de los denominadores y el resultado se multiplica por

su respectivo numerador:

_ 1 1 x+1) -1 X
lim - = =
-ix—1 x%2-1 x2 -1 x2—1

Sustituyendo nuevamente el valor a la cual tiende x, se tiene:

I X _ 1 _1_
Mxr—1 12-1 0 7

EJERCICIOS PROPUESTOS:

limvVx —1 —Vx =

X—00

limx—+/x2+1=

X—00

x+1 x?

li =
xl—rgx—l x2 -1

lim+/3+x2—x=

X—00

) x3—x
lim x — > — =
X—00 X
UNIDAD Il

2.- ESTUDIO DE LA DERIVADA:



OBJETIVO ESPECIFICO:
Calcular derivadas de funciones usando la definicion y las reglas de derivacion.
2.1.- DEFINICION DE DERIVADA:

En matemadtica, la derivada de una funcion mide la rapidez con la que cambia
el valor de dicha funcibn matematica, segun cambie el valor de su variable
independiente. La derivada de una funcién es un concepto local, es decir, se calcula
como el limite de la rapidez de cambio media de la funcion en cierto intervalo, cuando
el intervalo considerado para la variable independiente se torna cada vez mas
pequefio. Por ello se habla del valor de la derivada de una funcién en un punto dado.

La derivada de la funcién en el punto marcado es equivalente a la pendiente de
la recta tangente (la grafica de la funcién esta dibujada en rojo; la tangente a la curva

esté dibujada en verde).

El valor de la derivada de una funcibn en un punto puede interpretarse
geométricamente, ya que se corresponde con la pendiente de la recta tangente a la

grafica de la funcion en dicho punto.

En general, las funciones elementales que se tratan en Célculo poseen
derivada en todos sus puntos (salvo quizas en algunos puntos especificos), por

eso dada una funcion y = f(x) , se dice que su derivada es la funcién y ' = f'(x).

Es decir, la funcion derivada de f(x) puede ser calculada mediante el

l[imite:




EJEMPLO:

Hallar la funcion derivada de la siguiente funcion:
f(x) =7x+3

Aplicando la definicion de derivada:

. f(x+h) - f(x)
Joo =™

Se sustituye fix4n) Y fx) POr sus funciones correspondientes:

- (7(x+h)+3—-(7x+3)
lim
h—-0 h

Se opera y se simplifican los términos:

o 7x+7h+3—-7x-3 _7h
lim = lim—
h—-0 h h-0 h

Se elimina la h del numerador y del denominador y por ultimo se obtiene el

resultado:

lim7=7
h—0

Por tanto, la funcién derivada de la funcién anterior es:

flo =7

Esta vez, la funciéon derivada es una funcion constante, es decir, no es el
valor de la derivada en un punto, lo que quiere decir que la derivada de la

funcién anterior en cualquier punto es igual a 7.
EJEMPLO:

Hallar la funcion derivada de la siguiente funcion:

f(x) = 5x2 +4



y hallar el valor de la derivada de esa funcién en el punto x=2.
En primer lugar se aplica la formula de la definicion de derivada:

f(x+h) - f(x)

Jeo = =4

Se sustituye fix4n)Y fix) POr sus valores:

G (x+h)?+4)—(5x%+4)
lim
h—-0 h

Se desarrolla el paréntesis que esté al cuadrado:

(5 (x2+2xh+h?) +4)— (5x%2+4)
im h

Se eliminan los paréntesis:

~ 5x%2 4+ 10xh + 5h? — 5x2 — 4
im
h—-0 h

Se simplifican los términos y se saca factor comun a la h en el numerador:

_ 10xh+5h? _ h(10x + 5h)
m————= lim——
h—-0 h h—0 h

Se elimina la h que se repite en el numerador y en el denominador y

obteniendo el resultado final:

lim 10x + 5A = 10x + 5(0) = 10x + 0 = 10x
x—0

La derivada de la funcién es por tanto:

fl(x) = 10x

Para hallar el valor de la derivada en x=2, ya no es necesario aplicar la férmula
de la derivada. Simplemente sustituyendo la x por 2 en la funcién derivada,

obtenemos su valor para ese punto:



EJERCICIOS PROPUESTOS:

Hallar la funcién derivada de las siguientes funciones:

1. f(x) = 5X2 - 7X3

2. g(x): \/1+2X

3. f(x) =2x+1

4, f(x): x2 —6x+2

2.2.- ALGEBRA DE DERIVADAS Y FORMULAS DE DERIVACION (USO DE
TABLAS) DE FUNCIONES DE UNA VARIABLE REAL

CALCULO DE FUNCIONES DERIVADAS

Si se conoce la funcién derivada de cada tipo de funcién, se puede escribir
directamente sin necesidad de calcular cada vez la funcién derivada utilizando su

definicion.

Esto permite calcular derivadas de una forma mas directa, al mismo tiempo que

simplifica mucho los calculos en funciones mas complejas.

Para ello se utiliza la tabla de derivadas que contiene cada una de las mismas

de manera simplificada.



La primera derivada que aparece en la tabla es:
1. DERIVADA DE UNA CONSTANTE:

Si se tiene una funcién constante:

Siendo c cualquier nimero real
La derivada de una funcién constante es cero:

dc_

—=0 6 =0
dx °© Y



Demostrando calculando su funcion derivada utilizando la definicién:

Y fGx+h) - f(x)
im

y - h—0 h
 1im S = lim 2 = limo =0
e P A

Por tanto, cada vez que la funcidén sea una constante, la derivada sera 0

y se puede colocar directamente.

EJEMPLO:

Calcular la derivada de la siguiente funcion:

y=6

Como es una funcion constante, escribe directamente como aparece en

la tabla su derivada:

EJEMPLO:

Calcular la derivada de la siguiente funcion:

y=-3

Como es una funcién constante, escribe directamente como aparece en

la tabla su derivada:

y'=0

2. DERIVADA DE LA FUNCION LINEAL

Las funciones lineales son aquellas cuya forma son una “x” multiplicadas por un

namero:



La derivada de la funcién lineal es el nimero que multiplica a la “x™
y=c-'x -y =c

La demostracién es la siguiente:

o SR~ fG)
m

y=h—>0 h
c(x+h)—c-x . Cc'X+c-h—c-x _c-h _
= = lim = lim—= limc=c¢
h—=0 h h—=0 h h-0 h h—0

Por tanto, cuando la funcién sea lineal, en su derivada desaparecera la “x” y
gquedara sélo el niumero.

EJEMPLO:
Calcular la derivada de la siguiente funcion:
y = 3x

Su derivada es igual al nimero que tiene delante la “x”.

EJEMPLO:
Calcular la derivada de la siguiente funcién:

y=—-6x - y' = -6
1. DERIVADA DE LA IDENTIDAD

Un caso particular de la funcién lineal es la funcion identidad, es decir, cuando la

funcién es s6lo una “x”

<
I
=



La derivada de la funcién identidad es igual a 1, que es igual al nUmero que lleva

delante:

Su demostracion es:

o f(x+h)—f(x)_l_ x+h—x
Y = h = h " h50h  h-0

2. DERIVADA DE LA FUNCION AFiN
La funcién afin es la que tiene la siguiente forma:
y=ax+Db

La derivada de la funcion afin es el nimero que queda delante de la “x”. Todo

lo demas desaparece:

!

y=ax+b - y =a

Tiene sentido ya que la derivada de una funcion lineal es el nimero que queda
delante de la “x”y la derivada de un una constante es cero, por tanto, la suma de las

dos derivadas es igual al nUmero que queda delante de la “x”.

Mas adelante se vera que la derivada de una suma de funciones es igual a la suma de

las derivadas.
Su demostracion derivando con la definicion de la derivada es:

 fx+h)—f(x) a(x+h)+b—(ax+b)
m = lim

y =;11—>0 h h—0 h
a-x+a-h+b—a-x—-»>b o a-h
= lim = lim— = lima=a
h—0 h h-0 h h—=0

EJEMPLO:
Calcular la derivada de:

y= —2x+3



Directamente para calcular la derivada de esta funcion, se deja sélo el nUmero

que esta multiplicando a la x:
y'= -2
EJEMPLO:

Calcular la derivada de:

EJERCICIOS PROPUESTOS:

Calcular la derivada de las siguientes funciones:

1. y=12x -3

2. y=14x+6

3. y =26x—15

4. DERIVADA DE LA FUNCION POTENCIA

Una funcién potencia es aquella donde la x esta elevada a un exponente. Para
calcular su derivada, el exponente pasa a multiplicar a la x y se le resta 1 al

exponente:
n-1

y=x" - y' =nx

En lugar de una x, se puede tener una funcién elevada a un exponente. En ese
caso, la derivada se calcula pasando el exponente a multiplicar a la funcién, a cuyo
exponente se le resta 1 y ademas todo lo anterior queda multiplicado por la derivada

de la funcion:
y=[If@I" - y =af@"" - fx)
EJEMPLO:

Calcular la derivada de:

y=x’

Se pasa el 2 multiplicando a la x y le restamos 1 al exponente:



y' =2x?71=2x

EJEMPLO:

Una funcién elevada a un exponente: Derivar la siguiente funcion:
y = (3x% +x)*

Se coloca el exponente a multiplicar la funcién y al exponente de la funcién se
le resta 1 y todo eso, se multiplica por la derivada de la funcién, que esta compuesta
por dos términos y su derivada sera la suma de la derivada de cada uno de los

términos:

y' =4 Bx*+x)*13x% +x)’

y' =40Bx%+x)3 (6x+ 1)

EJERCICIOS PROPUESTOS:
5. y= (2x +3)°
6. y = (x3-2)°
7. y= (x*—x)*
1. DERIVADA DE UNA CONSTANTE POR UNA FUNCION

Cuando se tiene una constante que estd multiplicando a una funcién, su derivada

sera esa constante multiplicada por la derivada de la funcion:
y=c-fx) - ¥y =cf(x)
EJEMPLO:
Hallar la derivada de la funcién:
y = 27x3
El 3 pasa a multiplicar al 27, que ya estaba y al exponente de la x se le resta 1.
y'=3:27x372 > y'=81x?
EJEMPLO:

Hallar la derivada de la funcion:



y = 4x5 + 2x3
El exponente pasa a multiplicar a la base y a ese mismo exponente se le resta “1”

y' = 20x* + 6x2

EJERCICIOS PROPUESTOS:

Hallar la derivada de las siguientes funciones:

2. y = 16x3 + 24x?

3. y = 36x* —12x3 + x2
1 3 2

4. y=x + 6xs

1. DERIVADA DE UNA RAIz

La derivada de una raiz es un caso particular de la funcién potencial cuando el

exponente es fraccionario. La derivada de la raiz cuadrada de x es la siguiente:

1
—VE oy = —
y N

Si lo que se tiene es una funcion dentro de la raiz cuadrada, su derivada es:

[ A 1 . f!

En general, la derivada de una raiz, ya sea de x o de una funcién es:

1

ZW—) ,=—
g e

y=Vfx - y'=

1 !
= e T

EJEMPLO:

Calcular la derivada de la siguiente funcion:

y = x



En el denominador, el indice pasa a multiplicar a la raiz y se le resta 1 al exponente

del radicando:

EJEMPLO:

Calcular la derivada de la raiz cuadrada de una funcion:
y = +/5x% + x?

1
P . (2023 + 2%)
Y 2V5x% + x2

EJERCICIOS PROPUESTOS:

Calcular la derivada de las siguientes funciones:

3. y=3x2+1
4.  y=4V12x5-8

1. DERIVADA DEL LOGARITMO

La derivada de un logaritmo de x de base cualquiera es igual a 1 dividido por el

producto de x por el logaritmo neperiano de la base:

1
x *lna

!

y=log,x - y'=

Cuando el logaritmo es de una funcién, su derivada es igual a 1 entre el producto
de la funcion por el logaritmo neperiano de la base, multiplicado por la derivada de la
funcion:

f'(x)

y=log,f(x) - y'= ) na

Cuando la funcién es logaritmo neperiano de x, su derivada es 1 entre x:

=l = —
y=lnx =Yy X



Y si la funcion es logaritmo neperiano de una funcion, su derivada es 1 entre la

funcion, multiplicado por la derivada de la funcion:

EJEMPLO:
La derivada de este logaritmo en base 12 de esta funcion es:
y = log,(x? + 6x)

1
r— (2
y (x?2 4+ 6x)In12 (2x +6)

EJEMPLO:

Hallar la derivada de:

y = Inx?
. (@) . 2x .2
= —_ = —_— [ —
x? Y =z X

EJERCICIOS PROPUESTOS:
Hallar la derivada de las siguientes funciones:

2. y = 5Inx?
y = log(x? — 8x)
4, y = log(6x3 — 5x2 +9)

1. DERIVADA DE LA FUNCION EXPONENCIAL

Se tiene una funcion exponencial cuando la x esta en el exponente. Su derivada es
igual al mismo numero elevado a x multiplicado por el logaritmo neperiano de la base

de la potencia:

y=a* - y' =a*-lna



Si el nimero esta elevado a una funcion, la derivada es igual a la misma potencia,
multiplicada por el logaritmo neperiano de la base y por la derivada de la funcion

exponente:
y=a® - y' =a® .Ina-f'x)

Cuando el numero al que esta elevado la x es el nimero e, la derivada es el mismo

numero e elevado a x;

Si el nimero e esta elevado a una funcién, su derivada es el mismo nimero e elevado

a la funcién por la derivada de la funcion:
y=e/® o y =ef® . f(x)
EJEMPLO:
En esta funcién exponencial, donde el nimero esta elevado a una funcién:
y = 7x*+2x
Su derivada es:

y' = 772X 107 (4x3 4 2)

EJEMPLO:

Con el nimero e elevada a una funcion:

3=
y = e 5x
Su derivada es:
3 1
"= g V5X . 5

EJERCICIOS PROPUESTOS:

2. y = er+5



x*+6

4. y=Te
1. DERIVADA DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Ahora se veran las derivadas de las funciones trigonométricas junto con sus funciones

compuestas.
La derivada del seno es igual al coseno:
y=senx — Yy =cosx

y=senf(x) - y =cosf(x) f'(x)
La derivada del coseno, es igual a menos seno:

!

y=cosx - Yy = —senx

y=cosf(x) - y' = —senf(x) f'(x)

La derivada de la tangente es igual a 1 mas el cuadrado de la tangente o 1 entre el

coseno cuadrado de x:

1

cos?x

y=tagx - y =1+ tag’x=

f'(x)

y=tagf() - y'=[+tag’ f@] - f'(0) = ZFs

Esas tres funciones trigopnométricas son las mas utilizadas. También esta el

resto de funciones trigonométrica:

Derivada de la cotangente:

y=ctagx - y' = —561an = —(1 + ctag?x)
y=ctag f(x) - y' = % = —[1+ctag*f ()] - f'(x)

Derivada de la secante:



y=secx — Yy =secx -tagx

y=secf(x) - y' = sec/ (¥) - tag (x) - f1(x)

Derivada de la cosecante:
!

y=csecx — Yy = —csecx -ctagx

y=csecf(x) — y = —csecf(x)-ctag f(x)f'(x)

EJEMPLO:
Derivar la siguiente funcién seno:
y = sen (2x3 + 5x)
y' =sen (2x3 +5x)(2x3 + 5x)’ - y' =sen(2x3 + 5x) (6x%+5)
EJEMPLO:

Derivar la siguiente funcion coseno:
5
y = cos /x*

y' = —Senw e ! - 43
5(xH"

EJEMPLO:
Derivar la siguiente funcion tangente:
y = tag 5*

1
r_ . EX .
Y ~ cos?5x % In5

EJEMPLO:
Derivar la siguiente funcion cotangente:

2x+1
x—3

y = ctag



1 _2(x—3)—(2x+1)

y 2x+1 2
22x+1 (x=3)
sex?——=

EJERCICIOS PROPUESTOS:

2. y = sen (6x)

3. y = cos x3

4. y = tag Vx

5. y = ctag (3)2(—3_54)

1. DERIVADA DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS

Estas son las derivadas de las funciones trigonométricas inversas principales.

Arco seno:
, 1
=arcsenx - =
g R
"(x
y=arcsenf(x) - "= [
1-[f)]?
Arco coseno:
, 1
=arccosx - = —
g R
"(x
y=arccosf(x) - y' = [
1-[fx))?
Arco tangente:
t ! !
= = =
y =arctag x =15
tag f(x) R p—
= arc tag f(x - = -
g g ERERTIOE

EJERCICIOS PROPUESTOS:

2x?
2. y = arcsen ——



3. y = arctag (sen x)

4, y = arc cos(x® — x3)

2.3.- OPERACIONES CON FUNCIONES DERIVADAS

Ahora se verd como derivar funciones que estan formadas por mas de una

funcién, como la suma, la multiplicacién, el cociente o la composicion de funciones.
1. DERIVADA DE LA SUMA DE DOS FUNCIONES

La derivada de una suma de dos funciones es igual a la suma de las derivadas de

esas dos funciones:
y=f@+gx) - y=f()+g®

EJEMPLO:
Hallar la derivada de la siguiente funcién:

y=x*+3x?-5x+1
es igual a la derivada de cada uno de sus términos:

y' =4x3+6x—5

EJEMPLO:
Hallar la derivada de la siguiente funcion:

y=4x°+2x3—6x+8

y' =20x*+6x%—6

EJERCICIOS PROPUESTOS:

Hallar la derivada de las siguientes funciones:

2. y=%x4+ Va2 +12x



3. y=e*—-6In3x*+ Vix
4, y = sen 2x + cos 7x

5. DERIVADA DE UN PRODUCTO DE FUNCIONES

La derivada del producto de dos funciones es igual a la primera funcién por la
derivada segunda, mas la segunda funcion por la derivada de la primera:

y=f(x) gx)
Yy =fx)g'x)+g) - f(x)

EJEMPLO:
y = (3x* + 15x) - (4x7 — 3x5)
y' = (3x* + 15x) - (4x” — 3x°)" + (4x7 — 3x%) - (3x* + 15x)’
y' = (3x* + 15x) - (28x° — 15x*) + (4x7 — 3x°) - (12x3 + 15)
EJEMPLO:

y = (3x —2) - (senx?)
y' = (Bx—2)- [(senx?®)] + (senx?) - (3x —2)'
y' = (3x —2)-cosx?: (x?) + (senx?) - (3)
y' = (3x —2)-cosx? - 2x + (senx?)-3
y' = 6x? cosx? — 4x cosx? + 3sen x?

EJERCICIOS PROPUESTOS:

1. y= 3x+5): (4x?2-7)3
2. y = Vx2+6 -tag(5x)

3. y=x*+ (3x —6)3

4. DERIVADA DEL COCIENTE DE FUNCIONES



La derivada de un cociente de funciones es igual a la derivada del numerador, por
el denominador sin derivar, menos el numerador sin derivar por la derivada del

denominador, todo ello dividido entre el denominador sin derivar al cuadrado:

ic)
g(x)

,_ 90 f@—f(x)g'()
Y [g (012

EJEMPLO:

_ 3x*-18
Y= x2 + 5x

_ (¥ +5x)- (3x* —18)' — (3x* — 18) - (x* + 5x)’
B (x2 + 5x)2

_ (x® +5x) - (12x%) — (3x* — 18)(2x + 5)
B (x? + 5x)?

!

Una vez aplicada la férmula de la derivada de un cociente, ya sélo queda

operar y agrupar términos semejantes:

. 12x° 4+ 60x* — (6x° + 15x* — 36x — 90)
y= (x? + 5x)?

,  12x°+60x* — 6x° — 15x* + 36x + 90)
B x* 4+ 10x3 4 25x2

y

. 6x° + 45x* 4+ 36x + 90
o= x* + 10x3 + 25x2

EJEMPLO:

r_ x> - (2X4 + 3x) — (2x4’ + 3x) - (xS)l
a )2

,ox5 - (8x3+3)— (2x* +3x) - 5x*
y = %10




, 8x8 4+ 3x5 — 10x8 — 15x5

y %10
. —2x8—12x°
y = 210
;x5 (—2x3—-12)
y = 10
. —(2x*+12)
Yy = T

EJERCICIOS PROPUESTOS:

Hallar la derivada de las siguientes funciones:

5. REGLA DE LA CADENA. DERIVADA DE LA FUNCION COMPUESTA
En las funciones compuestas por otras funciones:

y = flg(x)]

Su derivada se calcula aplicando la regla de la cadena, que consiste en ir
derivando la funcién que queda por fuera, multiplicada por la derivada de la funcién de

dentro:
y' =flg)] - g'(x)
EJEMPLO:
Esta funcién se compone de una funcién elevada a 4:
y = (7x° +12x* + 3)*

La funcion de fuera es la funcién elevada a 4 y al funcion de dentro

corresponde a un polinomio.

Por tanto, se aplica la regla de la cadena derivando la funcion que queda por
fuera, es decir, la funcién elevada a 4, donde el 4 pasa a multiplicar a la base y le
restamos uno al exponente, y lo multiplicamos por la derivada de la funcién de dentro,

que corresponde a la suma de sus derivadas:

y' =4 (7x5 + 12x% + 3)3 (35x* + 24x)



2.4.- DERIVADA DE FUNCIONES INVERSAS

Si fy g son funciones inversas, es decir g ° f = f ° g = I. Entonces:

1
9O = 7w

En la préactica, para derivar una funcion y = f(x) a partir de su funcion inversa,

se siguen los siguientes pasos:

1.- Se busca la funcion inversa de y = f(x), que se escribe de la forma x = g(y).
2.- Se busca x' =d'(y).

3.- Usando lo anterior, y'=1/X'.

4.- Se sustituye X' por g'(y) y se opera.

5.- Por ultimo se sustituye x por g(y).

EJEMPLO:

Derivar, usando la derivada de la funcién inversa:
y = arcsen x
La funcién inversa de la dada es:
X =seny
La derivada de la funcion es:
x' =cosy

Ahora:




Sabiendo que x = seny, Se tiene:

EJEMPLO:
Derivar, usando la derivada de la funcion inversa:
y = arctag x
Funcion inversa
x=tagy
Derivando

o1 1 1

Y =yT 1+tagzy: 14+ x2

EJERCICIOS PROPUESTOS:

6. y=2x+1
1

7. y=m
4+
8. y=ﬁ

1. DERIVADAS IMPLICITAS

En todos los casos vistos hasta ahora, la variable “y” (variable dependiente) esta

despejada (esta forma se llama funcion explicita).

y=3x—6



“en

Pero puede ocurrir que la variable “y” no se encuentra despejada, en este caso

se estd en presencia de una funcién implicita,
y—4x>+3x2=0

y mediante un despeje sencillo, se despeja la “y’ y se procede entonces a

derivar a la funcién dependiendo sea el caso. O se puede primero derivar la

(1t

funcién con respecto a “y” y luego despejar la derivada.
EJEMPLO:
Sea la funcion:
y—4x>+3x2=0

Despejando a “y”, se tiene

y = 4x° — 3x?
Ahora se deriva la funcion y se obtiene:

y' =20x* — 6x
También se puede derivar implicitamente a la funcion.
EJEMPLO:
Hallar y’ en la funcion: 4x2 + 5y2 = 36
Se deriva cada término por separado:

(4x*)" + (5y%)' = (36)’

Quedando:

8x+10y-y' =0

Ahora se despejaay’



, , —8x , 4x
10y-y:—8x JEN y:W -y =—-—

EJEMPLO:
Hallar y’ en la funcion 2xy + y? =3
Derivando implicitamente:
2xy)' + (H)' = 3)
2x)" + 2x) () + 2yy) =0
2y +2xy' +2yy' =0 - 2xy' +2yy' = -2y

2y , y
- =
2x + 2y x+y

y'(2x+2y)=-2y - y' =-—

EJERCICIOS PROPUESTOS:

Hallar la derivada implicita en las siguientes funciones:

2. Vx2 4+ 3fy?2 = Va2

3. 4x3+ y2—3x%-y+y=1

4, log(2x —y) —log( )x—2y+2=0
5. DERIVADAS SUCESIVAS

Son las derivadas de una funcion después de la segunda derivada. El
proceso para calcular las derivadas sucesivas es el siguiente: se tiene una
funcién y, la cual podemos derivar y obtener asi la funcion derivada y’. A dicha

derivada de y podemos volver a derivarla, obteniendo y”.

Esta nueva funcion se denomina segunda derivada; todas las derivadas
calculadas a partir de la segunda son sucesivas; estas, llamadas también de

orden superior, poseen grandes aplicaciones, como dar informacion sobre el



trazo de la gréafica de una funcién, la prueba de la segunda derivada para

extremos relativos y la determinacion de series infinitas.

EJEMPLO:
Hallar la segunda derivada de:

y = 2x* —3x3 + 2x
Se halla la primera derivada:

y' =8x3—9x2 +2

Se vuelve a derivar para obtener:
y" = 24x? — 18x
EJEMPLO:
Hallar la tercera derivada de:
y=x>—2x*+3x2-1
Se halla la primera derivada:
y' = 5x* —8x3 + 6x
Ahora la segunda derivada:

y" =20x3—24x%+ 6



Y por ultima la tercera derivada que es la que se pide en el ejercicio:
y'"" = 60x? — 48x
EJEMPLO:
Hallar la segunda derivada de la funcion:
y=x(x-1)>
Se halla la primera derivada:
y'=x- [(x—1T"+ (x—1)° ()
y'=xBx-Dx-1D"+ (x-11)
y' =3x-(x—1)?+ (x—1)3
Sacando factor comun:
y'=(x-1Bx+x-1] » ¥y =(x-1D?3x+x—1]
y'= (x—-1*(4x-1)
Ahora de calcula la segunda derivada:
y" = (x—1?[(4x — D]' + (4x — D[(x - D]
y'= (-1 +U@x-D2E-DIx-1)
y'=4(x—-1)2?+2@x—-1)(x-1) » y" =2(x—1D[2(x — 1) + (4x — 1)]
y'=2x—-1D[2x—-2+4x—-1] » y" =2(x—-1)(6x—3)

y'=6(x—-1)(2x—-1)

EJERCICIOS PROPUESTOS:

3
1.- Hallar y” en la funcién: y = x* — x? +2x% -1

2

. s X
2.- Hallar y”’ en la funcion: y = —
x+1

3.- Hallar todas las derivadas sucesivas de la funcion:

y=x>+xt+x3+x2+x+1



1. DERIVADAS ENESIMAS

En algunos casos, podemos encontrar una férmula general para cualquiera de las

derivadas sucesivas (y para todas ellas). Esta férmula recibe el nombre de derivada

, . m
enesima, f @
EJEMPLO:
S 1
eay = >
Entonces:
, 1
YT
, 12 2!
Y= X3  x3
" 1-2-3 3!
yo= Xt x*

Por observacion se pude deducir la derivada enésima:

yn =~ -
xTL+1

EJEMPLO:
y=Inx
Derivando sucesivamente:
. 1
y - X
I 1
Y e
1-2 2!




Y x* Cxt
Deduciendo la derivada enésima:
(n—1)!
m o_ -1
y*r=(=D" -
EJEMPLO:
y = e 3%
Derivando sucesivamente:
y' = —3e™3
y” — 96—336
yru — —276’_3x

Deduciendo la derivada enésima:

yi(x) = (3" e

EJERCICIOS PROPUESTOS:
Hallar la derivada enésima de las siguientes funciones:

1. y=5x3—-x24+3x+7
CosXx

2. y=e
3. y = In(3x?)



UNIDAD Il

OBJETIVOS ESPECIFICOS:

1. Considerara la derivada para decidir cuando una funcién es creciente o

decreciente.

2. Aplicara las técnicas de derivacion para estudiar la concavidad y puntos de
inflexion asi como obtener los puntos criticos, maximos y minimos de una

funcion.

3.- CARACTERISTICAS DE LAS FUNCIONES DE VARIABLES REALES

3.1.- FUNCION CRECIENTE

Una funcion creciente f es una funcién tal que al aumentar la variable

independiente x, aumenta la variable dependiente y.


https://www.universoformulas.com/matematicas/analisis/funciones/
https://www.universoformulas.com/matematicas/analisis/variable-independiente/
https://www.universoformulas.com/matematicas/analisis/variable-independiente/
https://www.universoformulas.com/matematicas/analisis/variable-dependiente/

creciente

Es decir, la funcion f es creciente si para cualquier par de puntos x; y x, del
dominio tales que x;<x,, se cumple que f(x;) < f(xy).

flx2)

fixa)

o

X

La funcidn es estrictamente creciente en todo su dominio si para cualquier par

de puntos Xx; y X, tales que x;<x,, se cumple que f(x;) < f(x,).
3.2.- FUNCION DECRECIENTE

Una funcion decreciente f es una funcion tal que al aumentar la variable

independiente x, disminuye la variable dependiente y.
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decreciente

-

X

Es decir, la funcion f es decreciente si para cualquier par de puntos x; y X, del

dominio tales que x;<x,, se cumple que f(x;) = f(X,).

fixz)

-

X1 X2

X

También se puede estudiar el decrecimiento a partir de la derivada. Una

funcién f es decreciente si para todo punto x del dominio la derivada es negativa, es

decir f’(x) 0.

La funcion es estrictamente decreciente en todo su dominio si para cualquier

par de puntos X; Y X, tales que x;<X,, se cumple que f(x;) > f(x,).

3.3.- ESTUDIO DE LAS FUNCIONES CRECIENTES Y DECRECIENTES

creciente en dicho punto.

decreciente en dicho punto.

Si una funcién y = f,, tiene una derivada positiva en un punto (x;), es

Si una funcién y = f(,, tiene una derivada negativa en un punto (x;), es
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3.4.- INTERVALOS DE CRECIMIENTO Y DECRECIMIENTO

Los intervalos de crecimiento y decrecimiento explican los trozos del dominio

en los que la funcion crece o decrece.

Para hallar los intervalos de crecimiento y decrecimiento se realizara el siguiente

procedimiento.

Derivar la funcion, obteniendo y’.

2. Hallar las raices de la derivada, es decir, los x tales que la derivada sea O.
y'=0
3. Crear intervalos abiertos con extremos las raices de f .

Por ejemplo, si una funcion esta definida en todos los nimeros reales (es decir,
en (-=,+=)) y tiene como raices el 1y el 3, entonces los intervalos a estudiar serian (-
©,1), (1,3) y (3,+).

4. Estudiar el signo que toma la derivada en un valor interior de cada intervalo, de

manera que:
Siy'>0 - fescreciente
siy' <0 - fesdecreciente

Por ejemplo, si y’(2)<0, que es un punto interior de (1,3), entonces la funcién es

decreciente en dicho intervalo.

5. A partir del paso anterior, obtenemos todos los intervalos de crecimiento y

decrecimiento.

EJEMPLO:

Sea la funcion f definida en los niumeros reales (intervalo (-<,+«)):
y=x3-3x?+3

Hay que estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento que tiene.

6. Se deriva la funcién, obteniendo y’.

y' =3x?—6x


https://www.universoformulas.com/matematicas/analisis/dominio-funcion
https://www.universoformulas.com/matematicas/analisis/funciones/
https://www.universoformulas.com/matematicas/analisis/funciones/
https://www.universoformulas.com/matematicas/analisis/funciones/
https://www.universoformulas.com/matematicas/analisis/funciones/
https://www.universoformulas.com/matematicas/analisis/funciones/
https://www.universoformulas.com/matematicas/analisis/funciones/

1. Se hallan las raices de la derivada:

y' =3x?—-6x —» y' =3x(x—2) > lasraicessonx =0y x =2

2. Los intervalos abiertos con extremos las raices de y’ seran:

(—OO, 0) ’ (0, 2) y (2, OO)

3. Se estudia el signo que toma la derivada en los valores interiores de cada

intervalo, por ejemploenel -1, el 1y el 3:

y' =3(-1)%-6(-1) - y' =346 > y'=9 >0
y' =3(1)?-6(1) » y¥=3-6 -y'=-3<0
y'=33)2-6(3) - y'=27-18 -y’ =9 >0

4, Por consiguiente:

y es creciente en el intervalo (—o, 2)
y es decreciente en el intervalo (0, 2)
y es creciente en el intervalo (2, o)

Graficando, se obtiene



EJEMPLO:
Sea la funcion f definida en los niUmeros reales (intervalo (-,+«)):
y=x3+2x2+1

Estudiando los intervalos de crecimiento y decrecimiento que tiene.

5. Se deriva la funcién, obteniendo y’.
y' =3x?% + 4x
6. Se hallan las raices de la derivada:

y'=x(Bx+4) -x(Bx+4)=0

Las raices son:
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Los intervalos abiertos con extremos las raices de y’ seran:

(=3 (50) v ©=
—00 — — —_— [00)
] 3 ) 3! y )
7. Se estudia el signo que toma la derivada en los valores interiores de cada

intervalo:
y' =3(-2)? +4(-2) -y ' =12-8 > y' =4>0

y' = 3(-1)%+4(-1) » y=3-4 -5 y'=-1 <0

y' =31)%2+4(1) » y'=3+4 >y’ =7 >0

8. Por consiguiente:

y es creciente en el intervalo (—oo, — §>

4
y es decreciente en el intervalo (— 3’ 0)

y es creciente en el intervalo (0, )

Graficando



fix) =x3+2x2+ 1

X=-4/3 [ =0 X X

EJERCICIOS PROPUESTOS:
Hallar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de las siguientes funciones:
9. y=2x3—-9x2+12x -3

10 y= —x?+6x+3

11 =2
. y = .
3.5.- CALCULO DE ESTREMOS RELATIVOS (MAXIMOS Y MINIMOS) DE

UNA FUNCION

Los extremos relativos (maximos, minimos y puntos de inflexion),
pueden ser los puntos que hagan que la derivada primera de la funcion sea

igual a cero:

Estos puntos seran los candidatos a ser un maximo, un minimo un punto
de inflexion, pero para ello, deben cumplir una segunda condicién, que es la

que se indica a continuacion.
Como saber si un punto es un maximo, un minimo o un punto de inflexion

Una vez que hemos obtenido los puntos para los cuales, la derivada
primera de la funcién es igual a cero, para cada punto se debe comprobar lo

siguiente:



1. Si el valor de la segunda derivada en ese punto es mayor que cero, entonces

ese punto es minimo:

Siy" >0 - entonces hay un minimo en ese punto

2. Si el valor de la segunda derivada en ese punto es menor que cero, entonces

ese punto es maximo:

Siy"" <0 — entonces hay un maximo en ese punto

3. Si la derivada segunda en ese punto es igual a cero, entonces ese punto es
un punto de inflexién, siempre y cuando la tercera derivada en ese punto

sea distinta de cero:

Siy" =0 — entonces hay un punto de inflexion < y"' #0
EJEMPLO:

Obtener los extremos relativos de la siguiente funcion:

y = 3x* + 8x3 — 6x? — 24x

En primer lugar, hay que obtener los posibles extremos relativos,

obteniendo la primera derivada de la funcion e igualandola a O.

La derivada primera de la funcion es:
y' = 12x3 + 24x% — 12x — 24

Se iguala a cero para obtener los puntos que cumplen esa condicion:
12x3 4+ 24x? —12x — 24 =10

Para resolver la ecuacion, se simplifica previamente:



12(x3+2x2—x—-2)=0

Como es una ecuacion de tercer grado, se descomponen en factores por la

regla de Ruffini:
x—1) - (x+1D)-(x+2)=0

Cuyas soluciones son:

x1=1, x= -1 yx3= -2

Que corresponden a posibles maximos, minimos o puntos de inflexion.

Ahora hay que comprobar a qué corresponde cada punto, estudiando el
signo de la segunda derivada. Por lo que hay que obtener la segunda derivada

de la funcion:
y" =36x*+48x—12 - y" = 12(3x*+4x—1)

Y se calcula el valor de la segunda derivada para cada uno de los valores que

se calcularon y que hacen que la primera derivada sea igual a cero

x1=1, x2=—1 yX3=—2

Se empieza calculando el valor de la segunda derivada para x = —2
y"'=3(-2)*+4(-2)-1 » y"=12-8-1 - y" =3

El resultado es mayor que cero, por tanto en

x = —2 hay un minimo
Se calcula ahora para el siguiente valor x = —1
y'=3(-1)24+4(-1)—-1> y"=3-4—-1 > y"'= =2

El resultado es menor que cero, por tanto en
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X = —2 = hay un maximo
y por ultimo, se calcula el otro valor de x = 1
y'=31)*+41)-1-> y"=3+4-1 - y"=6
El resultado es mayor que cero, por tanto en
x =1 - hayun minimo

Con los valores de x obtenidos a partir de igualar la primera derivada a
cero, no se ha obtenido ningun valor de y"” = 0, es decir no se ha encontrado

ningun punto de inflexion.
EJEMPLO:

Obtener los extremos relativos de la siguiente funcion:

y=x3—9x%+ 15x — 3

En primer lugar, hay que obtener los posibles extremos relativos,

obteniendo la primera derivada de la funcion e igualandola a 0.

La derivada primera de la funcion es:
y' =3x%2 —18x + 15
Se iguala a cero para obtener los puntos que cumplen esa condicién:
3x2—18x+15=0
Para resolver la ecuacion, se simplifica previamente:
3(x2—6x+5)=0

(x—-1)-(x—-5)=0

Cuyas soluciones son:

x1=1y x,=75

Que corresponden a posibles maximos, minimos o puntos de inflexion.



Ahora hay que comprobar a qué corresponde cada punto, estudiando el
signo de la segunda derivada. Por lo que hay que obtener la segunda derivada

de la funcioén:

y'"' =6x—18

Y se calcula el valor de la segunda derivada para cada uno de los valores que

se calcularon y que hacen que la primera derivada sea igual a cero

x1,=1y x,=5

Se empieza calculando el valor de la segunda derivada para x = 1

y"'=6(1)—-18 - y"=6—-18 - y"=-12 < 0
El resultado es menor que cero, por tanto en

x = =15 = hay un maximo

Se calcula ahora para el siguiente valor x = 5

y"'=6(5)—18 » y"=30—-18 - y" =12 > 0
El resultado es mayor que cero, por tanto en

x =5 — hay un minimo

Con los valores de x obtenidos a partir de igualar la primera derivada a
cero, no se ha obtenido ningun valor de y" = 0, es decir no se ha encontrado

ningun punto de inflexion.
EJERCICIOS PROPUESTOS:

Hallar los extremos relativos (maximos y minimos) de las siguientes funciones:

4. y= —2x?-3x+1
5. y=—x3+4x—1
6. y=x?>-5x+6

3.6.- CONCAVIDAD Y CONVEXIDAD DE UNA FUNCION



Una funcion sera concava en un intervalo cuando el valor de la derivada

segunda de un punto de ese intervalo sea mayor que cero:

Siy"enunpuntoes >0 — yes concava en ese punto

Concava

Una funcién serd convexa en un intervalo cuando el valor de la derivada

segunda de un punto de ese intervalo sea menor que cero:

Siy"enunpuntoes <0 — yesconvexa en ese punto

Convexa

En los puntos de inflexién, la funcibn cambia de cOncava a convexa o

viceversa.

EJEMPLO:

Calcular los intervalos donde la siguiente funcién es céncava o convexa:
y = 3x* + 8x3 — 6x% — 24x

Ahora hay que estudiar el signo de la segunda derivada de la funcion. Por

tanto, hay a calcular la segunda derivada.

La primera derivada es:



y' = 12x3 + 24x% — 12x — 24

Y la segunda derivada:

y" =36x%+48x — 12 (factorizando) » y" = 12(3x* +4x — 1)

Ahora hay a calcular para ver en qué intervalos la derivada segunda es mayor

0 menor que cero.

Para ello, se iguala la segunda derivada a cero:
3x24+4x—-1=0
Y se resuelve la ecuacion, cuyos resultados son:

x, =021y x, = —1,24

Colocando esos valores en la recta numérica:

™
e

-1,24 0,21

Se tienen 3 intervalos:

1. Desde menos infinito hasta -1,24 (—o, —1,24)
2. Desde -1,24 hasta 0,21 (—1,24;0,21)
3. Desde 0,21 hasta infinito (0,21; o)

¢ Cémo saber si y" es positiva 0 negativa en cada intervalo?

Para cada intervalo, se elige un punto que pertenezca a cada intervalo y se

calcula el valor de y"' en ese punto.

Para el intervalo comprendido entre el menos infinito y el -1,24, se puede tomar

el punto x = —2. Calculando:



y"'=3(=2)24+4(-2)-1 - y"=12-8-1 - y" =3

El resultado es mayor que cero, por lo tanto, la funcidon serd concava en el

intervalo que va desde menos infinito hasta -1,24:
y"=3 >0 - y'esconcava en (—o,—1,24)

Representado en la recta:

(+)

™

-1,24 0,21

Ahora se busca en el intervalo que va desde -1,24 hasta 0,21. Tomando como

punto x = 0, el valor de y" para ese punto sera:
y" =302 +40)—-1 -y"=0+0-1 -» y" = —1

Es menor que cero, por lo que la funcion es convexa en ese intervalo.

" _

y'"=-1 <0 - y"esconvexaen(—1,24; 0,21)

Representado en la recta:

(+)

-1,24 () 0,21

Para el tercer intervalo, se puede el punto x = 1:



y" =312 +4(1) -1 » y"'=3+4-1 > y" =6

La derivada segunda en ese intervalo es mayor que cero, por lo que la funcion

sera concava:

y"'"=6 >0 - y'esconcavaen (0,21; o)

Cuya representacion en la recta es:

(+) ~ ~ (+)
-1,24 (- 0,21

Ya se tienen los tres intervalos de la funcidn definidos en cuanto a

concavidad y convexidad se refiere.

EJEMPLO:
Calcular los intervalos donde la siguiente funcién es céncava o convexa:
y=x*—6x%+4

Ahora hay que estudiar el signo de la segunda derivada de la funcion. Por

tanto, hay a calcular la segunda derivada.
La primera derivada es:

y' =4x3 +12x



Y la segunda derivada:

y'" =12x%? — 12 (factorizando) » y" = 12(x? — 1)

Ahora hay a calcular para ver en qué intervalos la derivada segunda es mayor

0 menor que cero.

Para ello, se iguala la segunda derivada a cero:
12(x2—-1)=0
Y se resuelve la ecuacion, cuyos resultados son:
x1=1y x,= -1

Colocando esos valores en la recta numérica:

1 1

Se tienen 3 intervalos:

4. Desde menos infinito hasta -1 (—o0, —1)
5. Desde -1 hasta 1 (—1,1)
6. Desde 1 hasta infinito (1, o)

Para cada intervalo, se elige un punto que pertenezca a cada intervalo y se

calcula el valor de y"' en ese punto.

Para el intervalo comprendido entre el menos infinito y el -1, se puede tomar el

punto x = —2. Calculando:
y'"'=12(-2)?-12 - y"=48-12 - y" = 36

El resultado es mayor que cero, por lo tanto, la funcién sera concava en el

intervalo que va desde menos infinito hasta -1,24:
y"=36>0 - y"esconcavaen (—o,—1)

Representado en la recta:



(+)

O Y
-1 1

Ahora se busca en el intervalo que va desde -1 hasta 1. Tomando como

punto x = 0, el valor de y" para ese punto sera:
yII — 12(0)2 _ 12 N yII — O _ 12 N yn — _12

Es menor que cero, por lo que la funcidén es convexa en ese intervalo.

14

y"=-12<0 - y"esconvexaen (—1,1)

Representado en la recta:

(+)

Lo

M 1

Para el tercer intervalo, se puede el punto x = 2:

yu — 12(2)2 _ 12 N yn — 48 _ 12 N yu — 36

La derivada segunda en ese intervalo es mayor que cero, por lo que la funcion

sera concava:



y"=36 >0 - y'"esconcava en (1, )

Cuya representacion en la recta es:

(4 s
f;’ () N

Ya se tienen los tres intervalos de la funcién definidos en cuanto a

concavidad y convexidad se refiere.

EJERCICIOS PROPUESTOS:

Calcular los intervalos donde las siguientes funciones son céncavas o

convexas:

1. y= —2x3+3x%+2
X2
2. y = —?+2x—1

3. y= x3+2x
3.7.- PUNTOS DE INFLEXION:

Los puntos de inflexiébn de una curva, son aquellos que separan un arco

céncavo de otro convexo, o viceversa. En ellos la tangente atraviesa la curva.
1. CALCULO DE LOS PUNTOS DE INFLEXION:

1.- Se halla la segunda derivada de la funcion, se iguala a cero y se resuelve la

ecuacion resultante.



2.- Se halla la tercera derivada y se calcula el valor numérico para los valores

de “X” iguales a las raices reales de la segunda derivada.

3.- Si el valor numérico de la tercera derivada es diferente de cero, hay un

punto de inflexién. Si da igual a cero, no se sabe.
EJEMPLO:
Hallar los puntos de inflexion de la funcién: y = x3 — 10
1.- Se halla la segunda derivada:
y' =3x? - y"=6x
Se iguala a cero: 6x = 0, se resuelve la ecuacion
6x=0 - x=0
2. Se halla la tercera derivada:

y"" =6 # 0, por lo tanto hay un punto de inflexion para x = 0

EJEMPLO:
Hallar las coordenadas de los puntos de inflexion de la funcion:
y=x*—6x2-2
1.- Se halla la segunda derivada, se iguala a cero y se resuelve la ecuacion:
y' = 4x3 —12x
y"'=12x2-12 - 12x2-12=0 - 12(x*—-1)=0

x=+1



2.- Se halla la tercera derivada y se calcula su valor numérico para las raices

obtenidas:
Y = 24x
y'"=24(1) »y"" =24 #0 - hay punto de inflexion
y'" =24(-1) - y" = =24 # 0 - hay punto de inflexion

3.- Para calcular las coordenadas de los puntos de inflexion, se sustituyen los

valores de x, en la funcion:
Para

x=1 ->y=D*-6(1)?2-2 »y=1-6-2 >y=-7

— coordenadas (1,—7)
Para

x=—-1 -s>y=(-D*-6(-1)2-2 »y=1-6-2 oy=-7

— coordenadas (—1,-7)

EJERCICIOS PROPUESTOS:

Hallar los valores de “x” para los cuales las siguientes funciones tienen puntos

de inflexion:
2 y= —x3+3x
x* x3
3 y = E — ? - X
4. y=x*—10x%+2

3.8.- ASINTOTAS: VERTICAL, HORIZONTAL Y OBLICUA.



Una asintota es una recta a la cual la grafica de la funcidon se va
acercando cada vez mas, pero que nunca llega a tocar, aunque teéricamente

se dice que se tocan en el infinito.

Existen tres tipos de asintotas: asintotas horizontales, asintotas verticales y asintotas
oblicuas.

ASINTOTAS HORIZONTALES
Las asintotas horizontales son rectas horizontales que la funcién nunca llega a tocar.

Existird una asintota horizontal cuando el limite de la funcién cuando x tienda a infinito,

sea igual a un numero k determinado:

lim f(x) =k

X—00

En ese caso, en y = k, habra una asintota horizontal:
y =k - Asintota horizontal

De la misma forma, cuando el limite de la funcién cuando x tiende a
menos infinito sea igual a un numero determinado, también existirA una

asintota horizontal:

lim f(x) = k

X——00
y =k - Asintota horizontal

Si cada limite da como resultado un namero distinto, entonces es que

esa funcion tiene dos asintotas horizontales.

Ese numero que da como resultado el limite, tiene que ser un nimero

finito y por tanto, nunca puede ser mas o menos infinito:

k +# + o0



En el caso de que los limites anteriores den como resultado mas o menos

infinito, no existirdn asintotas horizontales.
ASINTOTAS VERTICALES

Las asintotas verticales son rectas verticales a las que cada vez la funcién se

acerca mas, pero nunca llegara a tocar.

Existird una asintota vertical cuando el limite de la funcién cuando x tiende a un
numero de como resultado mas o menos infinito:

x—k

En ese caso, habré una asintota vertical en x = k:
x = k — asintota vertical

&Y cual es ese numero k con el que hay que calcular el limite para hallar la asintota

vertical?

El nimero con el que se calculan las asintotas verticales es el nUmero para el
cual el domino de la funcién no esta definido, es decir, el nUmero que no pertenezca al

dominio.

Puede ser que mas de un numero no pertenezca al dominio por tanto, la

funcién tendra mas de una asintota vertical.

Para calcular las asintotas verticales se utilizan los limites laterales, que no es
necesario que ambos limites laterales tengan el mismo resultado para que existe una
asintota vertical, al contrario que ocurre si se quiere comprobar si existe el limite de la

funcion cuando “x” tiende a un punto.

Por ejemplo, si en un punto, un limite lateral da + infinito y el otro — infinito,

existira una asintota vertical, pero no existira el limite de la funcién en ese punto.
ASINTOTAS OBLICUAS:

Las asintotas oblicuas solo se calculan en el caso de que no existan

asintotas horizontales.

Igual que los otros dos tipos de asintotas, las asintotas oblicuas son rectas
oblicuas, a las que la funcién se va acercando cada vez mas, pero que nunca llega a

tocar.



Al ser una recta oblicua, tiene esta forma
y=mx+n
Y se trata de calcular coeficientes para m y n para hallar la ecuacion de la recta.

Para calcular el coeficiente “m” se utiliza la siguiente férmula:

m = lim @
xX—-0o X

Para que exista la asintota oblicua, m no puede ser igual a cero, ya que sim = 0, la

asintota seria horizontal.
m %0

El coeficiente m tampoco puede ser infinito, porque si no la asintota seria vertical
m # oo

El coeficiente n se calcula con la formula siguiente:
= lim -m:
n= lim[f) —m-x]

Y finalmente, una vez obtenidos los valores de los coeficientes m y n, ya se tendria la

ecuacion de la recta que defina a la asintota oblicua:

y =mx +n - asintota oblicua

EJEMPLO:
Calcular las asintotas de la siguiente funcién:

x2+1
x2 -1

y =
fx) x°+1
J(x)=———
x°-1
CALCULO DE ASINTOTAS HORIZONTALES

Se calcula el limite de la funcién cuando x tiende a infinito:

i x2+1
x1—>nolox2—1




Se Sustituye la x por infinito y se llega al resultado de la indeterminacion infinito sobre

infinito:

©0?+1 o o
> = — - indeterminacién
o4 — 1 0

Se queda con el término de mayor grado y para obtener el resultado del limite:

X2
lim—=1liml=1

xX—-00 X X—00

Por tanto, en y = 1 hay una asintota vertical:
y =1 — asintota horizontal
Se Calcula también el limite de cuando x tiende a menos infinito:

i x2+1
oo xZ — 1

Se sustituye la x por menos infinito y dando una indeterminacion:

(—)?+1 =

————— = — - indeterminacion
(—0)? -1 o

Se resuelve y llegando al mismo resultado que antes:

x2
lim —=lim1=1

x—>—00 X X—00

Por tanto, solo se tien una asintota horizontal que estd en y = 1:

y =1 - asintota horizontal

CALCULO DE ASINTOTAS VERTICALES

Para calcular las asintotas verticales, antes se debw saber cudal es el dominio

de la funcion. El dominio de la funcion es:

Domf =R —{1,-1}

Los numeros que no pertenecen al dominio, son con los que se tiene que

calcular el limite, es decir, 1y -1.



Se empieza calculando el limite de la funcion cuando x tiende a 1:

i x?2+1
xl—rgxz -1

Se sustituye la x por 1 y llegando a la indeterminacién de un namero entre

cero, que no se sabe si es infinito 0 menos infinito:

1241 2
= —=+1?
12-1 0 ~—

Se empieza calculando el limite de la funcién cuando x tiende a 1 por la
izquierda cuyo resultado es - infinito:
x*+1 2

xlg{l—xz—l_ —_0: -

Calculando el limite cuando x tiende a 1 por la derecha, cuyo resultado es + infinito

x*+1 2
1m = — = 00
x—-1tx2—1 40

Cuando ambos resultados son +o, el x = 1. Hay una asintota vertical
x =1 — Asintota vertical

Como se ha dicho antes, los limites no coinciden y no existe el limite cuando x tiende a

1 pero si existe la asintota vertical.
Ahora se coloca el otro nimero que no pertenece al dominio: el -1
Se calcula el limite de la funcién cuando x tiende a -1

i x?2+1
xl>r£11x2 -1

Se sustituye la x por el -1 y se obtiene una indeterminacion de un nimero entre cero

-D?*+1 2
Dz-1 0 T

Se resuelve la indeterminacion de este limite utilizando los limites laterales.

Calculando el limite cuando x tiende a -1 por la izquierda y cuyo resultado es + infinito



. x2+1 2 N
m = —_—= o0
x—}—l‘x2 -1 40

Se calcula el limite cuando x tiende a -1 por la derecha, cuyo resultado es — infinito

i x2+1 2
= — = — 00
xlﬂ—xz—l -0

Igual que antes, los limites no coinciden, pero como ambos dan como resultado +oo,

entonces en x = 1, hay una asintota vertical

x = 1 - Asintota Vertical
CALCULO DE ASINTOTAS OBLICUAS

En este caso, al existir asintota horizontal, directamente no existe la asintota

oblicua.

Si se representa graficamente la funcion y sus asintotas queda de la siguiente
manera, representando en color rojo la funcion y en color azul los trazos de las
asintotas horizontales y verticales. Se puede apreciar como la funcién se acerca a las

asintotas pero nunca las llega a tocar.

EJEMPLO:
Hallar las asintoras de la siguiente funcién

x2+2
x—3

y:

Célculo de las asintotas horizontales

Se calcula el limite de la funcién cuando x tiene a infinito



o ox%+2
lim

X—>oo X —
Se sustituye la x por el infinito y se obtiene una indeterminacion

o x24+2 0242 oo L
lim = = — = indeterminacion
x—0 X — 3 oo —3 fo'e)

Se resuelve la indeterminacion y se obtiene como resultado infinito:

. x2 .
lim—= limx = o

Xx—o0o X X—00
Luego con infinito, no se ha encontrado ninguna asintota horizontal.

Se calcula el limite de la funcion cuando x tiende a menos infinito y el resultado es

menos infinito.

" x% +2
im =
x——0 X — 3

—00

Como ninguno de los dos limites ha dado como resultado un namero infinito, la funcion

no tiene asintotas horizontales.

Célculo de las asintotas verticales

Para calcular las asintotas verticales, se calcula el dominio de la funcion que

es.
Domy =R — {3}

El nimero que no pertenece el dominio es el posible candidato a ser una asintota

vertical, que en este caso es el 3.
Se calcula el limite de la funcién cuando x tiene a 3.

X% +2
lim
x-3 x—3

Se sustituye la x por el 3y se llega a una indeterminacién de nimero entre cero



" x2+2 3242 11 N
= = —= o0
3 x—3 3-3 0 <+

Se calculan los limites laterales
El limite cuando x tiene a 3 por la izquierda, cuyo resultado es menos infinito:

i x*+2 11
xlgl_x—:% -0

—00

El limite cuando x tiene a 3 por la derecha, cuyo resultado es mas infinito:

L2 11
o x—3 10

+ o0

El resultado de los limites laterales no coincide, pero como ambos dan como resultado

mas 0 menos infinito, entonces en x = 3 hay una asintota vertical

x = 3 — asintota vertical

Célculo de asintotas oblicuas

Como la funcién no tiene asintotas horizontales, tendra asintotas oblicuas cuya

ecuacion sera:
y=mx+n
Se calculan entonces los coeficientes m y n.

Para calcular m, se utiliza la férmula:

I
m= lim =
X—00 X
Se sustituye y en la funcion, y queda
x2+2
m= lim X=3
X—>00 X

Operando realizando la division de fracciones y multiplicando en el denominador:

. x*+2 . x2+2
xl—rl-lox(x—B)_ o6 X2 — 3x



Ahora se sustituye la x por infinito y se llega a la indeterminacion:

(0/0)
— = indeterminacion
(0/0)

Dejando el término de mayor grado en el numerador y en el denominador, se llega al

resultado del limite

X2
lim—=1liml=1

xX—00 X X—00
Por lo tanto, en este caso, m esigual a1l
m=1
Ahora hay que obtener el coeficiente n, que se calcula con la férmula:

n= lim[y —m.x]

X—00

Sustituimos y y el coeficiente m que se calculé y queda:

oo [x2+2
n= lim 3—1.x

X—oo | X —

Operando dentro del corchete, se obtiene el denominador comun para realizar la resta
y después se agrupan términos en el numerador
x2+2—x%+3x o 3x+2

lim = lim
X—00 x—23 xX—0 X —

Sustituyendo la x por infinito queda:
w . .7
— = Indeterminacién
(0]
Se resuelve la indeterminacién y se obtiene el siguiente resultado:

3x
lim—= lim3 =3

xX—o0o X X—00
El coeficiente n es igual a 3
n=3

Por tanto, después de sustituir los valores de los coeficientes m y n en la ecuacién de

la recta, queda entonces que la asintota oblicua es



vy =x+3 — Asintota oblicua

Si se representa graficamente la funcion, la asintota vertical y la asintota oblicua,
queda:
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LINKS
Limites inmediatos
https://www.youtube.com/watch?v=2QEz_n81SsE
https://www.youtube.com/watch?v=nTaiyaoyJhw
LIMITES INDETERMINADOS 0/0
https://www.youtube.com/watch?v=rrbS5I--1Ss
https://www.youtube.com/watch?v=bwXK7N28r3A
LIMITES INDETERMINADOS INFINITO / INFINITO
https://www.youtube.com/watch?v=q-FYH1gOw5w
LIMITES INDETERMINADOS INFINITO MENOS INFINITO
https://www.youtube.com/watch?v=GjoZvv_-Xd8
DERIVADAS

https://www.youtube.com/watch?v=ia8L26ub_pc&list=PL9SnRnlzoyX1kIbHdA7GN-6g-
hvkyLbWp

https://www.youtube.com/watch?v=JwWEM-lyply8&index=3&list=PL9SnRnlzoyX1klIbHdA7GN-
6g-hvkyLbWp&t=0s

https://www.youtube.com/watch?v=krv6HGejMxM&index=3&Ilist=PL9SnRnlzoyX1kIbHdA7GN-
6g-hvkyLbWp

DERIVADAS (SUMAS Y RESTAS)

https://www.youtube.com/watch?v=p6q_I27TjX8&index=6&list=PL9SnRnlzoyX1klIbHdA7GN-
6g-hvkyLbWp


https://www.youtube.com/watch?v=2QEz_n81SsE
https://www.youtube.com/watch?v=nTaiyaoyJhw
https://www.youtube.com/watch?v=rrbS5l--1Ss
https://www.youtube.com/watch?v=bwXK7N28r3A
https://www.youtube.com/watch?v=q-FYH1gOw5w
https://www.youtube.com/watch?v=GjoZvv_-Xd8
https://www.youtube.com/watch?v=ia8L26ub_pc&list=PL9SnRnlzoyX1kIbHdA7GN-6g-hvkyLbWp
https://www.youtube.com/watch?v=ia8L26ub_pc&list=PL9SnRnlzoyX1kIbHdA7GN-6g-hvkyLbWp
https://www.youtube.com/watch?v=JwEM-Iyply8&index=3&list=PL9SnRnlzoyX1kIbHdA7GN-6g-hvkyLbWp&t=0s
https://www.youtube.com/watch?v=JwEM-Iyply8&index=3&list=PL9SnRnlzoyX1kIbHdA7GN-6g-hvkyLbWp&t=0s
https://www.youtube.com/watch?v=krv6HGejMxM&index=3&list=PL9SnRnlzoyX1kIbHdA7GN-6g-hvkyLbWp
https://www.youtube.com/watch?v=krv6HGejMxM&index=3&list=PL9SnRnlzoyX1kIbHdA7GN-6g-hvkyLbWp
https://www.youtube.com/watch?v=p6q_I27TjX8&index=6&list=PL9SnRnlzoyX1kIbHdA7GN-6g-hvkyLbWp
https://www.youtube.com/watch?v=p6q_I27TjX8&index=6&list=PL9SnRnlzoyX1kIbHdA7GN-6g-hvkyLbWp

DERIVADA DE UNA RAIzZ

https://www.youtube.com/watch?v=wceG9ZFOHZs&index=10&list=PL9SnRnlzoyX1kIbHdA7G
N-6g-hvkyLbWp

DERIVADA DE UN PRODUCTO
https://www.youtube.com/watch?v=THOxJFMHHkY
DERIVADA DE UN COCIENTE

https://www.youtube.com/watch?v=2yVS-IXG-zY&index=13&list=PL9SnRnlzoyX1klIbHdA7GN-
6g-hvkyLbWp

DERIVADA DE LA FUNCION SENO

https://www.youtube.com/watch?v=N7ZDBeGi6zE&Ilist=PL9SnRnlzoyX1kIbHdA7GN-6g-
hvkyLbWp&index=38

DERIVADA DE LA FUNCION COSENO

https://www.youtube.com/watch?v=QugSsOH70VY&index=41&list=PL9SnRnlzoyX1kIbHdA7G
N-6g-hvkyLbWp

REGLA DE LA CADENA

https://www.youtube.com/watch?v=ASbk8LLfZj0&index=185&list=PL9SnRnlzoyX1klIbHdA7GN-
6g-hvkyLbWp

FUNCIONES CRECIENTE Y DECRECIENTE
https://www.youtube.com/watch?v=DzsCZ90H1sY
MAXIMOS Y MINIMOS DE UNA FUNCION
https://www.youtube.com/watch?v=z-x86rnArgs
ASINTOTAS DE UNA FUNCION

https://www.youtube.com/watch?v=P7m-u3IuAFY
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https://www.youtube.com/watch?v=ASbk8LLfZj0&index=185&list=PL9SnRnlzoyX1kIbHdA7GN-6g-hvkyLbWp
https://www.youtube.com/watch?v=DzsCZ90H1sY
https://www.youtube.com/watch?v=z-x86rnArgs
https://www.youtube.com/watch?v=P7m-u3IuAFY

