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INTEGRALES

OBJETIVO GENERAL:

Identificar y aplicar los diferentes métodos de integracion para resolver

ejercicios de célculo integral.

OBJETIVOS ESPECIFICOS:

» Entender la integral como operacion inversa de la derivada.

» Encontrar integrales definidas e indefinidas desarrollando los distintos
meétodos de integracion.

1.- NOTACION DE INTEGRALES

Integral es un adjetivo que permite sefialar a lo que es total o global.

En la matemaética, integral es el signo que indica la integracion y el resultado
de integrar una expresiéon diferencial. Se conoce como célculo integral a la

rama de la matematica que busca obtener una funcion a partir de su derivada.

En otras palabras es el proceso que permite restituir una funcién que ha sido
previamente derivada. Es decir, la operacion opuesta de la derivada asi como
la suma es a la resta.

Por conveniencia se introduce una notacién para la antiderivada de una

funcién

Si F'(x) = f(x), se representa
ff(x)dx =F(x)+C

A este grafo I se le llama simbolo de la integral y a la notacién [ fx dx se le

llama integral indefinida de f(x) con respecto a x. La funcion f(x) se

denomina integrando, el proceso recibe el nombre de integracion. Al niumero C


https://definicion.de/global/
http://3.bp.blogspot.com/_nQGELevo12U/S52QgJpHs3I/AAAAAAAAAsg/fPj2AQMfTi0/s1600-h/integral1.jpg
http://3.bp.blogspot.com/_nQGELevo12U/S52QgJpHs3I/AAAAAAAAAsg/fPj2AQMfTi0/s1600-h/integral1.jpg

se le llama constante de integracion, esta surge por la imposibilidad de
obtener la constante derivada. Asi como dx denota diferenciacion con respecto

a la variable x, lo cual indica la variable derivada.

ffxdx

Esto se lee integral de fx del diferencial de x.

2.- CALCULO DE INTEGRALES INMEDIATAS (USO DE TABLA)

Una integral inmediata es aquella que se resuelve de forma directa,
aplicando la formula correspondiente.

A continuacion se presentan algunas formulas de integrales inmediatas,

las cuales se explicard cada caso por separado.

7. JIr(x)+ g(x)ldx = [ f{x)dx + | g(x)dx

2. Jef(x)dx =c [ f(x)dx
‘,"."1

7 [x"dx = ~-+c¢ (n=-1)

2 s B .
4. fidl Inlxl+ ¢

=

5. Je*dx =e* +c
6. [a*dx =—+c

. Ina
7. | senxdx —COSX + ¢
g [Jcosxdx=senx+c
7 [secixdx =tanx + ¢
10. fcsc®*xdx = — cotx + ¢
77, [secxtanx dx = secx + ¢
12. fcscxcotxdx = —cscx + ¢
13. | m—dx=tan*x+c

v

14 [——=dx =sen*+c¢

v 1
15 Jtanx dx = In|secx| + ¢
76. [ cotx dx = Injsen x| + ¢

» Integracién de funciones potenciales:
De acuerdo a la regla de una potencia, la derivada esigualay = x™* -
y' =nx""1, en este caso al hallar la derivada de una funciéon se multiplica el
exponente por la base de la potencia, y a ese mismo exponente se le resta la

unidad.



Cuando se integra una funcion potencial, o lo que es lo mismo una
potencia, se procede de forma inversa, en vez de multiplicar, se divide y en vez

de restar al exponente la unidad, se le suma una unidad.

xn+1
fxndX= +c =>n=+1
n+1

EJEMPLO:

Hallar la siguiente integral:

EJEMPLO:

Hallar la siguiente integral:

fi/;dxz

Cuando se tienen raices como funcién, se debe transformar esta raiz

como potencia para entonces proceder a integratr:

3Vx8
=3+c

j\/_dx—jx3dx—

w|oo| %o

Luego de hallar el resultado de la integral, se vuelve a colocar la
potencia como raiz. Se debe recordar que se debe colocar siempre la

constante de integracion (c) al final de la integracion.

EJEMPLO:

Hallar la siguiente integral:

—-5+1 x—4- 1
— = S dx = S = ——
Jx X _5+1+c _4+c 4x4+c



Cuando la funciéon potencial esté en el denominador, para poder integrar se
debe llevar al numerador, por lo que hay que cambiar el signo al exponente y
ya de esta forma se procede a integrar la funcion.

» Integral de la funcién exponencial:

La integracion de la funcion exponencial e* es trivial por cuanto que e* es

Su propia derivada.
fex dx = e*+c

» Integral de la funcién logaritmica:

dx
— = In|x| + ¢
X

De esta manera se resuelven todas las integrales inmediatas, si por ejemplo se
busca la integral de una funcién trigopnométrica, se busca directamente en la

tabla la solucién de la misma. Ejemplo:

» Integral de la funcién seno:

Jsenxdx= —cosx +c¢

» Integral de la funcién coseno:

Jcosxdx=senx+c

» Integral de la funcién tangente:

ftagxdx = In|secx| + ¢



» Regla del multiplo constante:

Para toda constante c, se tiene que:

fcf(x) dxchfxdx

Esto quiere decir que la integral de una constante por una funcion es igual a la

constante por la integral dicha funcién

Ejemplo:

fo?’ dx=5jx3dx

> Regladela Suma o resta:

La integral de una suma (o resta) de funciones es igual a la suma (o resta) de

las integrales.

f[f(x) + g dx = ff(x) dx ifg(x) dx

Ejemplo:

f[ex+ x?—3]dx = fexdx+fx2dx—f3dx

3
x
= ]ex dx+Jx2dx—3 dx = e* + ?—3x+c

A pesar de que son tres integrales, al final solo se coloca una constante

de integracion.

Ejemplo:

2 dx
j(——senx+tagx)dx= ZJF—fsenxdx+Jtagxdx

x4



=2fx‘4 dx — fsenxdx-i— ftagxdx

x—3
=2 _—3—cosx + In|secx| + ¢

Ejemplo:

3x% —4
f 5 dx =
x

En este caso se separan los numeradores y cada uno le colocamos el

mismo denominador:

3x2 4
](iz_—2> dx = 1(3—4x‘2)dx=3fdx—4jx‘2 dx
x2 X

xt 4
3x—4——+c=3x+ —+c
-1 X

Ejemplo:
j (xv — 3vX) dx =

Se transforman las raices a potencias, luego se multiplican las potencias de

igual base:

1 1 3 1 3 1
j<x-x5—3x5)dx=j(x5—3x7)dx= in dx—Bindx=

5VES VAP
;b te




Ejemplo:

f(x+1)(2—x)dx=

Para resolver este integral primero hay que aplicar la propiedad distributiva de

la multiplicacion.

f(Zx—x2+2—x)dx= f(x—x2+2)dx= fxdx—fxzdx+2fdx

x?  x3
27—?+ZX+C
Ejemplo:
In 2x _ In 2x _ j‘ In2x dx = 1 (In2x _ 1j‘d
In 4x? x= In(2x)? x= 21In2x XT3 In 2x x=3 x
= Zx c
Ejemplo:

dx
=arcsenx + ¢
J\/l — x2

Ejercicios propuestos:

Resolver las siguientes integrales inmediatas:
> [(x+3)2dx=
> [(x*—x? +4)dx =
> [tagxdx =

> [Vx (x3+2x)dx =

> [(x*+3)3dx=

> [(2x*—6)*dx =



INTEGRACION POR SUSTITUCION O CAMBIO DE VARIABLE

Las integrales que se resuelven por el método de sustitucion o cambio de

variable no siguen ninguna metodologia establecida.

Se realiza un cambio de variable para simplificar la integral y facilitar su

resolucién y luego resolverlas como integrales inmediatas.

Ejemplo:

ij\/x2+1 dx

Al hacer un cambio de variable, se debe tener en cuenta que al derivar la

funcién que fue cambiada, hay que obtener lo que resta en el integral.
A la funcién que se estd cambiando se sustituye ahora por alguna letra:

u=x>+1 =>du=2xdx

ij\/x2+1 dx =

Haciendo los cambios en el integral, queda:

J\/u_du

Como es una integral inmediata, se procede a resolver:

2Vu3

+c= 3

1
j\/ﬂdu=Ju7du= +c

e
NIV R

Ya integrada la funcion se vuelve a sustituir por el valor original, es decir que en

vez de “u” se coloca la funcion original:

2vVu3 24/ (x2 4+ 1)3 N
=—+¢
3

-|— e
¢ 3



Ejemplo:

fmm

Haciendo el cambio de variable:

Sustituyendo:

11

du 1 1 6 1 us
Slhe _— — __ | 5/6 - _Z T - -

]u_3 3fualu 3judu 311+c
5

5u5 53/ull 55/(8 — 3x)11 N
———+c¢

33 T 33 ¢ 33

Ejemplo:
fo 1—2x? dx=3 fx 1—2x? dx
Haciendo el cambio:
u=1-2x% => du= —4xdx => d—u=xdx

Sustituyendo:

du 3 3 1
31\/5_—4=—Zf\/;du=—zju2du——

Bl w

Devolviendo el cambio y simplificando, se tiene:

1— 2x2)3



Ejemplo:

sen 3x

T—————dx =
Vv1+ 3cos3x

Haciendo el cambio de variable:

du
u=1+3cos3x =>du= —3sen3x(3)dx => —?=3sen3x

Sustituyendo los cambios en el integral, se tiene:

du 2 3
—79 1 (du 1 _%d R RE o Vu?
ﬁ——g _l__§ u u——§?+0——7+c

Y us3 3

Devolviendo el cambio:

Y (1 + cos 3x)2

= - 6 +c

Ejercicios Propuestos:

> [3x3V2—x2? dx
> f2+ ~ dx

> [J1—4y dy

> [x2(x3+4)%dx

> J‘\lxz 8x+1



INTERACION POR PARTES

Este método se usa para integrar ciertos productos (dos funciones que
se estén multiplicando) f(,) g, en los que uno de los factores, puede ser
facilmente integrado y el otro facilmente derivado. Para ello se utiliza la

siguiente formula:

fudvzuv— fvdu

¢,Como elegir u y v?

Normalmente, se elige a u a la funcidn que es mas facil de derivar y a dv la

funcién mas facil de integrar.
Son buenas candidatas a ser la funcion a integrar:

Funcion del nUmero e”*.
Funciones trigopnométricas: cos x, sen x ....

Funciones potenciales: x?2, x3, etc ...

vV V V VY

El propio dx

Cuando coinciden varias de estas funciones en la integral, siempre elige la
funcién a integrar en el orden de prioridad en el que estan en el anterior listado,

es decir, si tenemos esta integral:
fex cosx dx

La funcion a integrar sera la de e* y la funcion cos x sera la funcién a derivar:

Ejemplo:

fxex dx =

u=x (esmas facil de derivar) - du=dx

dv = e*dx (esmas facil de integrar) — v=-e*+c



Aplicando la formula de integracion por partes, se tiene:

fxexdx=xex— fex dx

Ya solo queda un integral inmediato, el cual se termina de resolver, quedando:

fxexdxzxex— e*+c

Sacando factor comun:

jxexdx=ex(x—1)+c

De esta manera queda integrada la funcion.

Ejemplo:
flnx dx
Aqui es més facil integrar a dx, por lo tanto se tiene que:
1
u=Inx -—derivar - du= —dx

dv=dx -—integrar - v=x+c

Sustituyendo en la férmula:
1
jlnx dx = Inx (x) — fx;dx

flnx dx = x Inx — fdx

flnx dx = xlnx— x+¢



Ejemplo:
f xcosxdx =

u=x - derivar - du=dx

dv =cosxdx - integrar » vV =senx-+c

Sustituyendo:
fxcosxdx = x senx — fsenxdx
jxcosxdx =xsenx+cosx +c
Ejemplo:
f arc cotag x dx =
t deri d !
u = arccotag x - derivar - du= —
g 1+ x2
dv=dx - integrar - v=x+c
Sustituyendo:

1
j arc cotag x dx = arc cotag x (x) — J X (— 1T x2> dx

Para resolver esta integral se utiliza el método de cambio de variable o

sustitucion:

[x(-m)e=- ]
* —_ [
x 1+ x2 x 1+ x2 x



dt
t=1+x2 - dt =2xdx —>7=xdx

dt
X 2 1 rdt 1
s - [ = 2% L

1+ x2 t 2 t 2

Devolviendo el cambio:
1
= -3 In|1+x?%|+¢

Sustituyendo en la funcién original, se tiene:

1
f arc cotag x dx = arc cotag x (x) — Jx (— 1T xz) dx

1
]arc cotag x dx = x arc ctag x — 3 In|1+ x%| +¢
Ejemplo:
szex dx =

2

U= x - derivar - du = 2x dx

dv = e*dx - integrar »v=e*+c

Sustituyendo en la formula:
fxzex dx = x?e* — fex (2x)dx
szex dx = x?e* — foexdx

En este caso se vuelve a integrar por pares la integral que quedo:

Jxexdx



u=x -derivar - du=dx

dv = e*dx - integrar - v=e*+c

fxexdxzxex— fexdx

fxexdx=xex— e*+c
Sustituyendo, se tiene

fxzex dx = x?e* — 2[xe*— e*]+¢
szex dx = x?e* — 2xe* —2e* +c¢

fxzex dx = e¥(x*—-2x—-2)+¢

Existe otra manera de resolver integrales por partes utilizando el método
alternativo, pero se utiliza para calcular una integral donde el integrando

contiene como factor a funciones de la forma: P.e*, Py .sen ax, Py .cos ax,
etc. Siendo P, un polinomio de grado n. Se construye una tabla de dos
columnas. La columna de la izquierda se inicia con el polinomio P, y la de la

derecha con e*, sen ax, cos ax, etc. En cada fila posterior y en secuencia, en la
primera columna se van escribiendo las derivadas sucesivas del polinomio
hasta que la misma se haga igual a cero (derivada de una constante) y en la
segunda columna las integrales sucesivas de e* senax,cosax, etc. Para
escribir el resultado se procede de la siguiente manera: se multiplica la primera
de la primera columna por la segunda fila de la segunda columna (resultado
positivo) mas la segunda fila de la primera columna por la tercera fila de la
segunda columna (resultado negativo) mas la tercera fila de la primera
columna por la cuarta fila de la segunda columna (resultado positivo) y asi

sucesivamente.



Ejemplo:

fxz sen x dx =
Solucion:
2 sen x
(x?)' = 2x \fsexxdx= —cosx +c¢
(2x)" =2 f—cosxdx= —senx +c
(2) = N j—senxdx=cosx+c

Luego es resultado es:
f x?senx dx = x?(—cosx) — 2x(—senx) + 2(cosx) + ¢

fxzsenxdxz —x?cosx +2xsenx+2cosx+c

Ejemplo:

fx3 e®* dx =

x3 er

3y — 2,2 1
(%) =3x" ™ Jezxdx= Eezx+c

N
x
QU
=
|

2
=6 ™1

2y = N1
(3x%) 6x fe o2% 4 ¢

|
NI

|
—
Q)
N
X
U
x
Il
D
N
X
+
a

(6)=0

¥

x| =
Q
N
x®
U
=
I
S




Ejercicios Propuestos:

>
>
>
>
>

[xe™dx =
[xInxdx =

[(2+ 1)sen 5x dx =
[xVi+xdx=

[e* senxdx =



INTEGRALES TRIGONOMETRICAS

Una integral se denomina trigonométrica cuando el integrando de la
misma estd compuesto de funciones trigonométricas, y que para integrarlas
hay que transformarlas en integrales inmediata a través de reducciones

trigonométricas sencillas
CASO I
> Integrales de la forma [ sen™ u cos™u du

En el caso de que m o n sean un ndmero entero impar positivo, sin
importar lo que sea el otro, esta integracion puede resolverse por medio de

transformaciones sencillas y aplicando la férmula:

UTL+1
fv”dvz +c
n+1

Por ejemplo, si m es impar, se descompone:
sen™u = sen™ tu.senudu

Puesto que m ahora es par , el primer término del segundo miembro de
la igualdad ser& una potencia de sen?u, por lo que se sustituye por la identidad

trigonométrica:
senu=1- cos®u
De igual manera se procede si n es impar,
cos™u = cos™ lu.cosudu
Y se emplea la sustitucion:

cos’u =1— sen®u


https://www.ecured.cu/Integral_Indefinida
https://www.ecured.cu/Trigonometr%C3%ADa
https://www.ecured.cu/Funciones_trigonom%C3%A9tricas

Ejemplo:
f sen? x cos® x dx =
Como n es impar, se descompone
J. sen? x cos* x cos x dx = f sen? x (cos?x)? cos x dx
Utilizando la identidad:

f sen? x (1 — sen?x)? cosx dx = f sen?x (1 — 2 sen® x + sen*x) cos x dx
j(senzx — 2 sen*x + sen®x) cosx dx =

f sen®xcosx dx — 2 f sen*cosx dx + f sen®x cos x dx

Ahora para resolver estos integrales, se hace un cambio de variable:

u=senx => du=cosxdx

, \ ) u3 uou
u“du—2 | u*du+ | udu= ——-2—+ —+c
3 5 7
Devolviendo el cambio, se tiene:
sen®x 2 sen®x N sen’x N
= - c
3 5 7

Ejemplo:
fsen3dx = fsenzx sen x dx

Se hace el cambio utilizando identidad trigonométrica



sen’x = 1 —cos? x

Sustituyendo en la integral:
f(l — cos?x) senx dx = fsenxdx - fcoszxsenxdx =

La primera integral es directa, pero en la segunda integral hay que hacer un

cambio de variable para resolverla:

u=cosx => du= —senxdx =>—du=senxdx

fsen x dx — fuz (—du)

u3
—cosx+ —+c¢
3
Devolviendo el cambio:
cos3x
= —COSX + +c
3
Ejemplo:
cos3x cos’x cosx (1 — sen?x) cos x
2 dx = — ™ dx =
sen*x sen*x sen*x

dx

cosx — sen’x cosx COS X sen’x cos x
dx = x— | ——

sen*x sen*x sen*x

COS X COoSs Xx
2 dx — > dx
Ssen=x sen<x
Haciendo cambio de variable:

u=senx => du=cosxdx



du du_J‘_4d J‘_Zd_u_3 u‘1+ B 1+1+
ut we o v e AT

Devolviendo el cambio:

1 1 1 3
= - +c=cscx ——=csc’x+c¢
senx 3sen3x 3

Ejercicios Propuestos:

> [cos*xsen3x dx =
> [senSxdx =

> [cos® dx =

> fsen3¢> dp =

cos2¢p

> [sen®xdx =
CASO I
Integrales de laforma [ tag"udu o [ ctag"udu
Cuando n es un numero entero. El primer paso es escribir:

j tag™u = tag" *u tag*u = tag™ *u (sec’u—1)

Cambiando a tag?u por la identidad sec?u —1, 0
n-2

fctag”u = ctag™ ? ctag*u = ctag™ *u (csec? — 1)

Cambando a ctag?u por la identidad csec*u — 1

Ejemplo:

j tag* x dx = f tag? x tag?®x dx = f tag? x (sec? — 1)dx

f(tag2 x sec’x — tag?x) dx = f tag? x sec®dx — f tag?®x dx



f tag? x sec®x dx — f(seczx —1)dx

J.tagzx sec? x dx — fseczxdx+ fdx

La primera para resolverla hay que hacer un cambio de variable, por lo tanto

u= tagx => du= sec’xdx

u3 tag3x
Zd = -_— =
fu u=—+c 3¢

La segunda y la tercera integrales son inmediatas

tag3x

ftag“xdxz —tagx+x+c

Ejemplo:

f tag3x dx = f tag x tag® x dx = f tag x (sec’x — 1) dx

f tag x sec®x dx — f tag x dx

Haciendo el cambio en la primera integral, se tiene

u= tagx => du= sec’xdx

2

u tag®x
fuduz 7+c=

2

+c

La segunda integral es inmediata:

tag?x

ftag‘*xdx = — In|secx| + ¢



Ejemplo:
f ctag® 2x dx =

En este caso primero se hace el cambio de variable de:

du
u=2x =>du=2dx =>7=dx
; du 1 5 1 5
.fctag u— = Efctaguctag udu = Efctagu(csec u—1)du

1 1 1
Ef(ctag u csec’u — ctag u) du = Ef ctag u csec?u du — Ef ctagudu

Resolviendo la primera integral por sustitucién, se tiene

t=ctagu => dt= —csec’udu => —dt = csec’udu
1 ft( at) = 1t? o ctag?u N
2 T TR T T Ty e

Resolviendo la segunda integral, se tiene:
1
EJ catgu du = In|secu| + ¢

Uniendo las dos integrales se tiene:

ctag®u
4

1
Efctag3udu = — — Elnlsecul +c

Devolviendo el cambio de u

ctag?2x In|sec2x|
4 2

fctag3 2x dx = —



Ejercicios propuestos:

> [tag®3¢ do =
> [ctag®2x csec 2x dx =
> [catg® ax dx =

j-cos4x

senbx

fsenze do =

cos*6
CASO 1l
Integrales de laforma [ sec® udu o [ csec’*udu

Los integrales de esta forma se calculan cuando n es un nimero entero

positivo par. Para ello se hacen los siguientes cambios:

n—2
sec™u = sec" ?usec’u = (tag?u+1)"2 sec?u

n—2
csec™u = csec™ ?u sec’u = (ctag®u+1)2 sec’u

Ejemplo:

Cambiando variable:

u= =>2u=x =>dx =2du

X
2
Sustituyendo:

1
fsec‘*ix dx = fsec“u (2du) =2 f sectu du

2 j sectudu =2 fseczu sec?udu =2 J(tagzu + 1) sec’u du



2 f(tagzu sec’u + sec*u) du = 2 f tag?u sec®u du + 2 f sec’udu

Resolviendo la primero integral por sustitucion:

t=tagu =>dt=sec’udu

" us 2 tag3u
th dt =2 —+4+c = +c
3 3

Resolviendo la segunda integral:

2 fseczudu=2tagu+c
Uniendo las dos integrales se tiene:

. 2 tag3u
2 | sec*udu = 3 + 2tagu+c

Devolviendo el cambio

1 2 tag? %x 1

2 fsec“zxdx: — t 2 tag Sxte

3

21 _ tagix
2 | sec Exdx— 3 + tagx +c

Ejemplo:
f csec*9x dx =
Haciendo cambio de variable:

du
Uu=9x =>du=9dx => ?=dx



Sustituyendo queda:

du 1 1
fcsec49x = fcse“u 5 =9 fcsec“u du = 5 fcsecz csec’u

1 1
5 J. csec?u (ctag®u + 1) du = 5 f(csec2 u ctag®u + csec® u) du

1 1
5 f csec? u ctag®u du + 5 f csec’ udu

La primera integral se resuelve aplicando método de sustitucion:

1 X 5 1, 1¢3 t3 ctagiu
— | csec*uctagudu= - |t dt=§§+c=—+c=

9 9 27 27 T¢

t=ctagu => dt= sec’udu

La segunda integral es inmediata:
1 1
5 fcseczudu =3 (—ctagu) +c

Uniendo las dos integrales, se tiene;

j ect9x = 1] etudu = ctagru 1 t +
csec = 9 CS uau = 57 9 ctagu c
Devolviendo el cambio, queda:
f 49y gy = ctag®9x 1 r00 9 +
csec ' 9x ax = 57 9 ctag 9x C

Ejercicios propuestos:

[ ctag®* 5x dx =

[ csec® dx =

>

>

> [ctag?cscx dx =
> [ctag?3xcsc3xdx =
>

[ csec* 2x dx =



INTEGRALES POR DESCOMPOSICION DE FRACCIONES
SIMPLES

Existen integrales donde la funcion es una fraccién polinbmica. Este
meétodo consiste en descomponer un cociente de polinomios en una suma de

fracciones de polinomios de menor grado

Ejemplo:
j‘ x+4 d
X2 —5x+3
De modo més general, son las integrales de la forma [ R, dx = ? y
€9

donde Py y F() son polinomios.

En el caso en que el grado de P,y = grado de F,) hay que realizar la

division de polinomios para obtener:

Un polinomio donde el grado de f) < queel gradode Fy), para

entonces realizar la descomposicion en fracciones simples de

Jeo
Fx)

Procedimiento a seguir

» Asegurar que el grado del numerador es mayor que el del denominador.
En caso contrario, separar la fraccion realizando la division de
polinomios.

» Descomponer en factores el polinomio denominador, sea por Ruffini o
por cualquier otro método.

» Escribir la fraccion polinébmica en forma de suma de fracciones.

» Sacar factor comun de los denominadores, y obtener un sistema de
ecuaciones al igualar los términos del mismo grado.

> Resolver el sistema de ecuaciones, obteniendo las constantes.


https://es.wikipedia.org/wiki/Cociente_(aritm%C3%A9tica)
https://es.wikipedia.org/wiki/Polinomio
https://es.wikipedia.org/wiki/Fracci%C3%B3n
https://es.wikipedia.org/wiki/Grado_(polinomio)

» Escribir la integral como suma de integrales de fracciones de grado 1 o

2, y resolverla.
CASO |

Los factores del denominador son todos de primer grado y ningun

factor se repite:

Corresponde a cada factor no repetido de primer grado, como x — a, una

fraccion parcial de la forma:

xX—a
Siendo “A” una constante.

Ejemplo:

J‘ 2x + 3 d
x3 + x2 —2x X

Como el grado del denominador es mayor que el del numerador se

descompone el denominador, en este caso se saca primero factor comudn:
x3+x2-2x=x(x*+x-2)
Y se factoriza el polinomio de segundo grado
3+ x?2-2x=x(x?+x-2)=x(x+2)(x—-1)

Por cada factor que queda al descomponer el polinomio, le corresponde
una fraccién y como numerador, a cada una de las fracciones resultantes se le

coloca una constante que se expresan en letras mayusculas.

2¢+3 _ 2x+3 A B C
3+x2—-2x x(@x-1Dx+2) x (x—1) (x+2)

Ahora hay que determinar el valor de cada una de esas constantes.



Para ello se saca el minimo comun multiplo

2x + 3 A B C

T G-De+2) x a-D xrny P

2x+3=Ax+2)(x—-1)+Bx(x+2)+Cx(x—1)

Se multiplican los factores:

2x+3=Ax?*+x—-2)+B(x*+2x) + C (x* — x)

2x + 3 = Ax® + Ax + 2A + Bx* + 2Bx + Cx* — Cx
Se agrupan los términos semejantes:

2x + 3 = (Ax? + Bx? + Cx?) + (Ax + 2Bx — Cx) + 24
Sacando factor comun, queda:
2x+3=x*(A+B+C)+x(A+2B—-C)+ 24

Puesto que es una identidad, se igualan los coeficientes de las mismas

potencias de x en los dos miembros, por lo que se obtienen tres ecuaciones
simultaneas:

A+B+C=0
A+2B—-C=2
2A=3

Resolviendo el sistema de ecuaciones se tiene que:

a=>.pg=2,c=_1
- PT3YEE TS

Sustituyendo los valores en (1)

2x + 3 > > .
X 2 2 —=

-2, 3 .4 6
x(x-Dx+2) x (x—-1) x+2)



2x+3 3 5 1

x(x—Dx+2) 2x 3(x-1) 6(x+2)

De este modo quedan tres integrales:

J' 2x + 3 d _f d +.[' f
a2 —2x" T30k — DN

f 2x+ 3 d j‘dx f dx
x3 4+ x2 — 2x x= 3/ x—1 x+ 2

Las cuales son integrales inmediatas, por lo que queda:

2x +3 3 5 1
f—xg 77 =2 % = Inlxl +3inlx = 1| == Inlx + 2] + ¢

CASO I

Los factores del denominador son todos de primer grado pero algunos se

repiten

En este caso a todo factor de primer grado que se repite n veces,

corresponde la suma de n fracciones parciales.

Ejemplo:

f x3+1 4

— S ax

x(x—1)3

Puesto que (x — 1) esta tres veces como factor, se escribe de la siguiente

manera:

x3+1_A+ B N C N D
x(x—-1)3 x (x-1)3 (x-1D% (x-1)

Sacando minimo comun multiplo se tiene:

x34+1=A(—1)3+Bx + Cx(x — 1) + Dx(x — 1)?



Resolviendo queda:

x3+1=A+D)x>*+(-34+C—-2D)x*+ (BA+B—-C+D)x—A

Igualando los coeficientes de las mismas potencias de x, se obtienen las
siguientes ecuaciones simultaneas:

A+D=1

—3A4+C-2D=0

3A+B—-C+D=0

-A=1

Resolviendo el sistema de ecuaciones se obtiene:
A= -1, B=2;C=1y D=2

Sustituyendo en la integral:

f%dx=]§dx+]ﬁdx+]ﬁdx+j%_l)dx

f%d“_j i_x”f(xd—xl)“j(xd—xl)”zf%

Integrando queda:

fx3+1d—1|| ! LI TN
x(x—1)3 x=Tmix (x—1)?2 x-1 nix ¢

CASO IlI

El denominador tiene factores de segundo grado pero ninguno se repite

A todo factor no repetido de segundo grado como x?+px+gq
corresponde una fraccion parcial de la forma

Ax + B
x?+px+q



Ejemplo:

Frt
B rax T
Suponiendo que:
4 A Bx+C(C
x3+4x x  x244

Sacando minimo comudn multiplo, se tiene:
4=A(x*+4)+ (Bx + C)x
4 = Ax* + 4A + Bx* + Cx
4= x%2(A+B)+Cx +4A

Igualando coeficiente de potencias, queda:

A+B=0
C=0
4 =44

Resolviendo:
A=1,B=-1yC=0

Por lo tanto sustituyendo en la integral:

j 4 d—jAd+JBx+Cd

x3 + 4x x= X x x2+4 x

j 4 d—jdx f X d
x3 + 4x x= X x2+4x

4
fx3+4x dx = In|x| —In|x? + 4| + ¢




CASO IV:
El denominador tiene factores de segundo grado y algunos se repiten
A todo factor de segundo grado repetido n veces como:
(x% + px + )"
correspondera la suma de n fracciones parciales.
Ejemplo:

2x3+x+3d 3
GzZ+Dnz T

Puesto que (x? + 1) estd como dos veces como factor, se tiene

2x3+x+3_ Ax + B +Cx+D
(x2+1)2  (x2+1)2 x2+1

Sacando factor comun:
2x34+x+3=Ax+B+ (Cx+D)(x*+ 1)

Resolviendo e igualando los exponentes de las mismas potencias de x, se

obtiene:
2x34+x+3=Ax+B+Cx®*+Cx+Dx*+D
2x3+x+3=Cx®*+Dx*+ (Ax + Cx) + (B+ D)

2x3+x+3=Cx®>+Dx*+x(A+B)+ (B +D)

C=2
D=0
A+B=1

B+D =3



Por lo que queda:
A= -1;B=3; C=2yD=0

Sustituyendo en la integral:

2x3+x+3d [ —x+3 4 f 2x p
Gz+12 T ) e T ™
Resolviendo las integrales:
2 4x+3 —1|2+1|+3[ * Lt arct |+ LB
Z+ 12z T 2z T Ty T

Ejercicios Propuestos:

> f (4X 2) d

x3-x2-2x

(5x2%-3)
> [y dx
J- (3x2%+5x)

(x—1)(x+1)2

f (4-.%' +6)

3+3x

2x
f(x2+1)(x+1)2 dx =



INTEGRALES POR SUSTITUCION TRIGONOMETRICA

Si un integrando contiene expresiones de los tipos:

\/az—xz; \/a2+x2; \/xz—a2

Donde a es una constante mayor que cero. Es posible apoyarse en
el triangulo rectangulo y el teorema de Pitagoras para hacer las

sustituciones siguientes:

Caso 1:
a2 _ x2
a2 — x2
x =asenbf
Caso 2:

x=atagf



Caso 3:

2 — a2
o k
a
x =asecH
Ejemplo:
J dx B
x2V4 — x2

En este ejercicio, la expresion dentro del radical es de la forma va? — x2,

por lo que la sustitucion debe ser
x=asenf =>x=2senf =>dx =2cos0db

De tal manera que haciendo los cambios en el integral queda:

j dx _ j 2cos 6 do
x%V4 — x2 (2 sen 9)2\/4 + (2sen 6)?

J‘ 2cos @ do B f 2cos 8 do
(2sen B )2,/4 + (2sen )2 4 sen?6 V4 + 4sen?0

_ f cos 6 db _ f cos6 do
2sen?0 /4(1 + sen?0) 2sen?6 2V cos?6

f cos 6 do _1] daeo _1] 20 dg — 1 raa 0 +
4sen26cos 6O 4 ) sen?0 4 csec B 4cag ¢




X
x=2senf => §=Sen6

Con estos datos se construye el triangulo rectangulo:

V4 — x?

De la figura se deduce que:

cateto adyacente V4 — x?
cotag 6 = =>ctag 0 = ———
cateto opuesto x
Sustituyendo:
J dx 4 — x?
———=———+c
x2V4 — x2 4x
Ejemplo:
x?+1
[

En este ejercicio, la expresion dentro del radical es de la forma vx? + a?,

por lo que la sustitucion debe ser

x=atagh =>x=tagh =>dx =sec’0df =>x%= tag?6



Sustituyendo:

j‘\/xz +1 = f\/ tag?0 +1 sec’0 do j‘\/secze sec’0 do
x x= tag 0 B tag 6

B fsec@ sec’0df fsece (1 + tag?6)do

tag 6 tag 0

j‘sece +secf tag’0 do fsec@ do N fsec@ tag?0 do

tag 0 tag 0 tag 0

Resolviendo la primera integral:

1
secO d@ os@ cos @ 1
f tagd fsene do = j—coseseneda_ fsen@da_ JcsechB

cos @

= In|csec 6 — ctag 0| + ¢
Resolviendo la segunda integral:

f sec @ tag?6 do

= fsec@tag@d@ =secO +c
tag 0

Uniendo las dos integrales, se tiene:

x2+1
f 7 dx = In|csec 8 — ctag 0| + secO + ¢

dx = In ++x2+1+c

Jm

\/x2+1—1‘
x




Ejemplo:

f dx _
xR 1

En este ejercicio, la expresion dentro del radical es de la forma vVx? — a?,

por lo que la sustitucidon debe ser:Escriba aqui la ecuacion.
x =asecl =>x=secl =>dx =tag0Osecdb
=>x?= sec’§ => x*= sec*d

Sustituyendo se tiene:

f dx _f tag Osec0df  (tagOsecHdb jtag@sec@d@
x*Vx2 —1 sec*@Vsec? 6 —1 sec*d \/tag?0 sec*6 tag 6

Simplificando funciones tanto en el numerador como en el denominador y

utilizando identidades trigopnométricas se tiene que:

deo
.fsec?’e = fCOS39 do = -]-COSZH cos 6 df = f(l _ SenZH) cos 8 do

](cos@ — sen?f cos0) do = j cos 6 df — fsen2 0 cosf do
Resolviendo la primera integral, la cual es inmediata:
Jcos@d@ =senf +c

Resolviendo la segunda integral por sustitucion:
u=senf => du=cosfdb

u sen30
jsen29c059d6=fu2du= +c= +c

3
3 3

Uniendo la primera y la segunda integral, se tiene:



f dx 0 sen30
————— = senf — C
N 3
1
x2—1

3

f dx _\/x2—1+(\/x2—1)+
xtxZ—1 x 3x3 ‘

Ejercicios propuestos:

> [x°V14x2 dx =

x3
> e

dx =

1
> fx?’\/mdx:

dx
> fxzxfm=

> [ dx =
> =5 dx =

Vx2+100



INTEGRALES DEFINIDAS

Objetivo general

Calcular areas bajo la curva de una funcion, utilizando los métodos de

integracion.
DEFINICION DE UNA INTEGRAL DEFINIDA:

La integral definida de una funcién f(x), se define de la siguiente forma:

b
a

Donde a y b son valores de x llamados limites de integracion:

» a:limite inferior de integraciéon
» b: limite superior de integracion

La integral definida corresponde al &rea limitada por la curva f(x), los

limites de integracion ay b y el eje x:

/—---f(,lCJ

Por tanto, la solucién de la integral definida es un valor numeérico,
que siempre debe ser positivo y expresado en unidades cuadradas, ya que

realmente se estan calculando areas.



Las integrales definidas de calculan aplicando la regla de Barrow, que se

vera a continuacion.

Como calcular integrales definidas: La Regla de Barrow
Cbémo calcular integrales definidas aplicando la regla de Barrow.
Regla de Barrow

La regla de Barrow dice lo siguiente:

La integral definida de una funcion f(x), continua en el intervalo cerrado [a, b]
es igual la diferencia de los valores de su primitiva en los extremos superior e

inferior del intervalo [a, b]:

b

7 b

area = f fooy dx = [Feo , = Foy = Fay
a

Donde F(x) es primitiva de f(x).

Para aplicar la regla de Barrow y calcular integrales definidas, se siguen por

tanto los siguientes pasos:

» Obtener la primitiva de la funcién, calculando la integral indefinida

correspondiente

» Obtener los valores del valor de la primitiva en cada limite integracion

» Realizar la diferencia del valor la primitiva en el limite superior menos
el valor de la primitiva en el limite inferior (F(b) — F(a))

» Operar y calcular el resultado
Ejemplo:

Calcular la siguiente integral definida:

3
f (3x%2 —2x+7) dx
-2


https://ekuatio.com/lesson/1-primitiva-de-una-funcion-y-propiedades-de-las-integrales-indefinidas/

En primer lugar se calcula la integral indefinida de la funcién, dejando

entre corchetes con los dos limites de integracion de esta forma:

3 3x3  2x2 3 3
f (Bx?=-2x+7) dx = |[—— —+ 7x = [x3-2x2+7x] =
-2 2 —2

Ahora se haya el valor de la primitiva cuando x = 3, sustituyendo la x por

3y le restamos el valor de la primitiva cuando x = —2, sustituyendo la x por -2:

3
[x®—2x2+7x] = (33— 32+47.3)— [(-23) - (-2)2+7(-2)] =
—2

Finalmente se opera y se calcula la solucion:
3
f (3x2 =2x+4+7) dx =27+9+21—(—8—4—14) = 39 — (—26) = 65 u?
-2

» u? = unidades de area

CALCULO DE AREA:;

Calcular el area limitada por la curva de la funcién f(x) =x*+ 1y los

puntos de abcisas x =0y x =2

En este caso, se pide calcular el area que se queda por debajo de la

funcion:

f(x)= x%+1
Entre x = 0 y x = 2, (estos dos valores son los limites de integracion).

Lo que se esta pidiendo es el area sombreada:



Por tanto, esta area se calcula por medio de la integral definida de la

funcién entre 0 y 2.

2
f(x2+1)dx
0
Para resolverla, en primer lugar se calcula la integral indefinida,

dejandola entre corchetes con sus limites de integracion:

2 %3 2
j (x% + Ddx = [—+x
0 3

0

Y ahora se aplica la regla de Barrow, realizando la diferencia del valor de la
primitiva cuando x = 2, sustituyendo la x por 2 y el valor de la primitiva cuando

x = 0, sustituyendo la x por O:

2 %3 2 23 03
](x2+1)dx= —+x| =(=+2]-|=+0
0 3 0 3 3
Y operando, lo que da el siguiente resultado:

fz( >+ 1)d P
Ox x—3 —3u



Ejemplo:

Calcular el area limitada por la curva de la siguiente funcion:

faoy = 27

por el eje “y” y valor de abcisa x = —4.

Se pide el area sombreada, que queda por debajo de la curva y entre los

valores de abcisax = —4yx = 0.

En este problema, no se ve claramente que uno de los limites de
integracion es x = 0, si no que dice el area limitada por el eje “y”. De ambas

formas se esta refiriendo a lo mismo.

Por lo tanto, para calcular el area que piden, se debe calcular la integral

definida de la funcion entre —4 y 0:

0
f 2% dx =
—4

Se calcula la integral indefinida, dejando la primitiva entre corchetes con

los limites de integracion:

0 Zx 0
o
f4 dx In2

—4

Se realiza la resta de los valores de las primitivas sustituyendo la x por O

y por —4 en cada caso:



0 2x 0 20 2—4—
2x = [— = _— -_ _—
f_4 dx In2] (ln 2) (ln 2)

4

Por ultimo, se resuelve hasta llegar al resultado:

fOZxd 1 1
L Y% Tz 16m2

0 16 —1 15
f 2% dx = = 1.35u?
-4

16In2  16In2

Ejemplo:

Hallar el area limitada por la recta x + y = 10, el eje 0X y las ordenadas de
x =2yx = 8.

10

N

"

o a s “ 10N
Para determinar el valor de la funcion, se despeja:
x+y =10 =>y=10—-x

Por lo que se tiene que:

8 x2 8 g2 22
L (10 = x)dx = l(le - 7)] , = [10(8) - 7] - llO(Z) - 7]

[ ao-nax=(s0-5)- (20-3)



f8(10 a _(160—64) (40—4)_96 36_60_ .,
, V=T 2 )~ 2 2

Ejercicios propuestos:

Hallar el area de la superficie limitada por la curva dada, el eje de las x y las

ordenadas dadas:

y=x3; x=0,x=4
y=x*4+x+1;, x=2,x=3
y=6x2—-3x3 x=0, x=2

y=4x— x% x=0; x=4

vV V V V V

y=x*=-5x+ 6y larecta y = 2x; x=1;,x=6
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Links.
» Integrales Inmediatas:

https://www.youtube.com/watch?v=wtgnI8EXf8w

» Integrales por cambio de variables:

https://www.youtube.com/watch?v=5Ej7FPMxmPA

» Integrales Trigonométricas:

https://www.youtube.com/watch?v=932hh8xaQb0

» Integrales por descomposicion en fracciones simples:

https://www.youtube.com/watch?v=s|JtWKE-t3w

» Integrales por cambios trigonométricos

https://www.youtube.com/watch?v=yPOSrK-gmXxu

» Integral definida

https://www.youtube.com/watch?v=wul5MFhvgsY &list=PLjbK-C2HCS8-
bLWtMvkPPPAIGNnHIKdZc1R

» Calculo de areas:

https://www.youtube.com/watch?v=V7WnsXYJZaM



https://www.youtube.com/watch?v=wtgnI8EXf8w
https://www.youtube.com/watch?v=5Ej7FPMxmPA
https://www.youtube.com/watch?v=932hh8xaQb0
https://www.youtube.com/watch?v=sIJtWkE-t3w
https://www.youtube.com/watch?v=yPQSrK-gmXU
https://www.youtube.com/watch?v=wuI5MFhvgsY&list=PLjbK-C2HC8-bLwtMvkPPPAlGnHIKdZc1R
https://www.youtube.com/watch?v=wuI5MFhvgsY&list=PLjbK-C2HC8-bLwtMvkPPPAlGnHIKdZc1R
https://www.youtube.com/watch?v=V7WnsXYJZaM




